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. MAKRON
20) Determinar m e n para que se tenha Books 5
a) imyn,2).4,-1,3)=-2 :
b) (m,n,2)x4,-1,3)=(8,-1,-11)
¢) (myn,2).(3,1,2)x(0, 1,-1)=9

Respostas de Problemas Propostos A Relllq

1) a)-29 b) -29
2) a)$s b)5 c)-5 d)-5
3) a)-2 b)2 c)2 d) -6 e)-4 f)-2
4) a)2 b) -36 c)24 d)-10
5) a) Nao b) Sim
6) a)6 b)2 ou -3
7) a) Sim b) Nio
8) m=4
9 1 ~ .
) Equacao Vetorial da Reta
17 -
10) 17e ﬁ ‘Consideremos um ponto A(x,,y;,z;) € um vetor ndo-
nulo v = (a, b, c). S6 existe uma reta r que passa por A e
1) m=4 -7 h= 33 -
m=sooh m=- 4 en= J89 tem a diregdo dev . Um ponto@(x, y, Z) pertence a r se,
12) 6 ou 2 e somente se, 0 vetor :P é paralelo a v (Figura 5.1),
13) D(0, 0, -10) ou D(O, 0, 15) isto é,
14) ik u.v. AP=tv nH
2 para algum real t.
15) 12uv. e Yu.c. De (1), vem B Figura 5.1
16) m=-1—7 ou m=£ P-A=tv
2 2 ou
17) DZ(;O’ 2,0) ou D(0,-4,0) PoA+ty )
18) —u.c. ou, em coordenadas
V3 b 3
19) ) V13 b) 643 ¢) 108 w.v. (X ¥, 2) = (Xy,y1,2)) + t(a, b, ) 3
20) Ay n=4m + 8 bym=3 e n=2 n=m+1 Qualquer uma das equagdes (1), (2) ou (3) é denominada equacdo vetorial de r.

O vetor v & chamado vetor diretor dareta r e t é denominado pardmetro.

Exemplo

A reta r que passa por A(1, -1, 4) e tem a direcdo de v = 2, 3, 2), tem equagio vetorial, de
acordo com (3):
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rr(x,y,2)=(1,-1,4)+t2,3,2) (CY)
onde (x, y, z) representa um ponto qualquer de r.
Se desejarmos obter pontos de r, basta atribuir valores para t. Por exemplo,
para t=1,obtém-se (x,y,z)=(1,-1,4)+1(2,3,2)=(1,-1,49+(2,3,2)=(3,2,6)
e, portanto, P, (3,2, 6) € r.
De forma andloga,
para t=2, obtém-se (x,y,z) =(l,-1,4)+2(2,3,2)=5,5, 8)
e, portanto, P, (5,5, 8) e r;
para t=3, obtém-se o ponto P5(7, 8, 10);
para t=0, obtém-se o préprio ponto A(1, -1, 4);
para t=-1, obtém-se o ponto P, (-1, -4, 2);
e assim por diante. Se t assumir todos os valores reais, teremos todos os infinitos pontos da
reta.
A Figura 5.2 mostra os pontos obtidos com seus correspondentes parametros.

De acordo com
P=A+tv

tem-se
P=A+(1)v
P,=A+(Q2)V
P=A+(3)v
Pi=A+(-1)v
A=A+ (0)v

Figura 5.2

Observacées
a) Vimos que a cada real t corresponde um ponto P € r. A reciproca também € verdadeira, isto
é, a cada P € r corresponde um niimero real t. Por exemplo, sabe-se que o ponto P(5, 5, 8)
pertence a reta
r:(x,y,z)=(1,-1,4) + t(2, 3, 2)
Logo, o ponto (5, 5, 8) € um particular (X, y, z) na equagdo (4) e, portanto, é verda-
deira a afirmacéo
(5,5,8)=(1,-1,4) + t(2, 3, 2), para algum real t.
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Desta igualdade, vem

(5,5, 8)-(1,-1,4=t2,3,2)
ou

4,6,4=12,3,2)
e, portanto, t = 2.

b) A equagdo (4) ndo € a Unica equagdo vetorial de r. Existem, na verdade, infinitas, pois
basta tomar outro ponto de r (em vez de A) ou outro qualquer vetor ndo-nulo que seja
multiplo dev. Por exemplo, a equagio

x5 2)=(,-1,4) + t(4, 6,4)
é outra equacdo vetorial de r onde se utilizou o vetor 2v= (4, 6, 4) como vetor diretor

em vez de v= 2,3,2).

Equacoes Paramétricas da Reta
Da equagdo vetorial da reta
(x,y,2) = (Xx[,y,,2;) +t(a, b, c)
ou ainda
(X, ¥, 2) =(x;+at, y;+bt, z,+ct),
pela condigdo de igualdade, obtém-se

X=X +at
y=y +bt (5
Z= 7y +ct

As equacdes (5) sdo chamadas equagdes paramétricas da reta.

Exemplos
1) Aretar que passa pelo ponto A(3, -4, 2) e é paralela ao vetor v = (2, 1, -3), de acordo
com (5), tem equacdes paramétricas

x=3+2t
I y=-4+t
z=2-3t

2) Dado o ponto A(2, 3, -4) e o vetor v= (1, -2, 3), pede-se:
a) Escrever equacOes paramétricas da reta r que passa por A e tem a direcao de v.
b) Encontrar os dois pontos B e C de r de parfimetros t = | e t = 4, respectivamente.
¢) Determinar o pounto de r cuja abscissa € 4.
d) Verificar se os pontos D(4, -1, 2) e E(5, -4, 3) pertencem a r.
€) Determinar para que valores de m e n o ponto F(m, 5, n) pertence ar.
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) Escrever outros dois sistemas de equagdes paramétricas der.
g) Escrever equagdes paramétricas da reta s que passa por G(5, 2, -4) e € paralelaar.
h) Escrever equagdes paramétricas da reta t que passa por A e ¢ paralela ao eixo dos y.

Solugbes
a) De acordo com (5) temos imediatamente:

X=2+t
rny y=3-2t
z=-4+ 3t

b) Das equagdes acima tem-se:

x=2+(1)=3

parat=1 vem y=3-2(1)=1 . B3, 1,-1) er
z=-4+3()=-1
x=2+4)=6

para[=4vem y=3-2(4)='5 C(G, '5, 8) eEr
z=-4+34)=8

¢) Como o ponto tem abscissa 4 (x = 4), temos
4=2+t (1° equagdo de r) e, portanto, t = 2.
Como
y=3-2(2)=-1
t=2 = {z=-4+3(2)=2,
o ponto procurado € (4, -1, 2).
d) Um ponto pertence 4 reta r se existe um real t que satisfaz as equacdes de r.
Para D(4, -1, 2) as equagdes
=2+t
-1=3-2t
2 =-4+3t
se verificam parat =2 e, portanto, D € r.
Para E(5, -4, -3) as equagdes

5 =2+t
4=3-2t
3 =4+3t

nio so satisfeitas para o mesmo valor de t (t = 3 satisfaz a primeira equago mas ndo
as duas outras). Logo, E ¢ r.
e) Como F € 1, as equacdes
m=2+t
5=3-2t
n=-4+ 3t se verificam para algum real t.
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Da equagido 5 =3 - 2t, vem t = -1 e, portanto,
m=2+(-1)=1
n=-4+3-1)=-7
f) Tomando o ponto B(3, 1, -1) € r (item ¢) e o vetor diretor
2v =2(1,-2,3)=(2, -4, 6) tem-se

x=3+2t
r: <y=1-4t
z=-1+ 6t

Para o ponto C(6, -5, 8) e o vetor diretor - y= (-1, 2, -3), tem-se
X=6-t
r:iy=-5+2t
z=8-3t
g) Como s // 1, os vetores diretores de s sdo 0s mesmos de r. Para v = (1, -2, 3), tem-se

x=5+t
si<y=2-2t
7z =-4 4+ 3t

h) Como areta t € paralela ao eixo dos y, um de seus vetores diretores é ; =(0, 1, 0). Entdo,

x=2+0.t=2
t:{y=3+1.t=3+t
z=-4+0.t=-4

Reta Definida por Dois Pontos

A reta definida pelos pontos A e B € a reta que passa por A (ou B) e tem a dire¢do do vetor
v =AB.

Exemplo
Escrever equagdes paramétricas da reta r que passa por A(3, -1, -2) e B(1, 2, 4).
Solucao
Escolhendo o ponto A e o vetor v=AB =B-A= (-2, 3, 6), tem-se
x=3-2t
r:4y=-1+3t
z=-2+ 6t




108 Vetores e Geometria Analitica

Equacées Paramétricas de um Segmento de Reta
Consideremos a reta r do exemplo anterior e
nela o segmento AB (origem A e extremidade
B) (Figura 5.3).
As equagdes paramétricas do segmento Figura 5.3

AB sio as mesmas da reta r, porém, com 0 <t <1, isto é,

x=3-2t

AB:< y=-1+3t
z=-2+6t te [0, 1]

A B r

Observemos que
para t = 0, obtém-se o ponto A,
para t = 1, obtém-se o ponto B,
epara t entre 0 e I, obtém-se os pontos entre A € B.
Se considerdssemos o segmento BA, a fim de manter o mesmo intervalo de variagao

de t, para ponto tomarfamos o B e para vetor diretor BA = A - B = (2, -3, -6). Entdo,
x=1+2t
BA: <y=2-3t
z=4-6t, te [0, 1]

Notemos que as equagdes vetoriais dos segmentos AB e BA com 0 <t <1, sdo
P=A+tB-A) e P=B +t(A-B),
respectivamente, onde P(x, y, z) representa um ponto qualquer do segmento.

Observacao

Aequacio P=A+t(B-A)

também pode ser expressa de modo equivalente por
P=tB+(1-DA

Equacoes Simétricas da Reta
Das equagdes paramétricas '

X=X +at y=y +bt z=1z;+ct
supondo abc # 0, vem

X - X, z -z

t=
a b c

Como para cada ponto da reta corresponde um s6 valor para t, obtemos as igualdades

t=

X-X _y-y _ 7-Z (6)
a b C
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As equagOes (6) sdo denominadas equagdes simétricas da reta que passa pelo ponto

A(X;,y,z;) e tem a direcdo do vetor v= (a, b, ¢).

Exemplo

A reta que passa pelo ponto A(3, 0, -5) e tem a direcdo do vetor v= (2, 2, -1), tem equa-
¢Oes simétricas
x-3 y _ z+5

22 4
Se desejarmos obter outros pontos da reta, basta atribuir um valor qualquer a uma
das varidveis. Por exemplo, para x = 5, tem-se
5-3 y _ z+5

- - =1 = =

2 2
ondey=2 e z=-6e, portanto, o ponto (5, 2, -6) pertence 2 reta.

Equacoes Reduzidas da Reta

Em vez de realizar um tratamento genérico, tomaremos um caso particular.

Seja a reta r definida pelo ponto A(2, -4, -3) e pelo vetor diretor v= (1.2, -3) e ex-
pressa pelas equacdes simétricas
r:)(-2:y+4=z+3 7
1 2 -3
A partir destas equacdes pode-se expressar duas varidveis em fungdo da terceira.
Isolando, primeiramente, as varidveis y e z e expressando-as em funcéo de x, obtém-se

X -2 :y+4 x-2 z+3
1 2 1 -3
Iy + 4) = 2(x - 2) Iz + 3) = 3kx-2)
y + 4 = 2x -4 z+ 3 = 3 + 6
y = 2x -8 z = 3x + 3 (8)

Estas duas tltimas equagdes sdo equagdes reduzidas da reta r, na varidvel x.

Observacoes

a) E ficil verificar que todo ponto P € r é do tipo P(x, 2x - 8, -3x + 3), onde x pode as-
sumir um valor qualquer. Por exemplo, para x = 3 tem-se o ponto P, (3, -2, -6) € r.

b) Equagdes reduzidas na varidvel x serdo sempre da forma

y =mx +n
Z=px+q
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¢) Com procedimento idéntico, a partir das equagdes (7), pode-se obter as equagoes

1
Xx=—y+ 4
Zy

z= —%y - 9 (equagOes reduzidas na varidvel y)
ou

x=flz+ 1
3

y= -%z - 6  (equagdes reduzidas na varidvel z)

d) A reta r das equagdes (7) pode ser representada pelas equagdes paramétricas

Xx=2+t
y=—4+2t
z=-3-3t

Da primeira equagdo obtém-se t = x - 2 que, substitnindo nas outras duas as trans-
forma em
y=-4+2(x-2)=2x-8
z=-3-3(x-2)=-3x+3
que s@o as equagdes reduzidas de (8).
e) Para encontrar um vetor diretor da reta
Jy=2x-8
"Llz=-3x+3
uma das formas € determinar dois pontos A e B de r e, posteriormente, encontrar o ve-

tor AB =B - A. Por exemplo,

para x = 0, obtém-se o ponto A(0, -8, 3) e

para x = 1, obtém-se o ponto B(1, -6, 0).
Logo, @ = (1, 2, -3) é um vetor diretor de r.
Outra maneira seria isolar a varidvel x nas duas equacdes, obtendo-se desse modo
equagdes simétricas de r:

x _ y+8  z-3

1 2 -3
onde a leitura do vetor diretor (1, 2, -3) é imediata.

Retas Paralelas aos Planos Coordenados
Uma reta é paralela a um dos planos xOy, xOz ou yOz se seus vetores diretores forem
paralelos ao correspondente plano. Neste caso, uma das componentes do vetor € nula.
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A Figura 5.4 mostra aretar (r // xOy) que passa pelo ponto A(-1, 2, 4) e tem vetor
diretor v = (2, 3, 0) (a 3" componente € nula porque v/ x0y).

Figura 5.4

Um sistema de equagdes paramétricas der €

x=-1+2t
y=2+3t
z=4

Observacao
Como todos os pontos de r sdo do tipo (X, y, 4), isto é, sdo pontos de cota 4, todos eles
distam 4 unidades do plano xOy e por isso r // xOy. Por outro lado, sendo P (x,,y,,4) e

P, (x,,y, . 4) pontos distintos de r, o vetor diretor EP.Q =(X2-X;, ¥2-Y;, 0) sempre

terd a 3* componente nula.
Comentario idéntico farfamos para os casos de uma reta ser paralela aos outros dois
planos.




112 Vetores e Geometria Analitica

A Figura 5.5 mostra a reta r que passa por A(1, 5, 3) e é paralela ao vetor v = (-1,0,2)
e, portanto,

x=1-t
r:{y=>5

z=3+2t
z

AV
2¢7 1

|

|

!

f

-1
[N 2

Figura 5.5

Retas Paralelas aos Eixos Coordenados
Uma reta é paralela a um dos eixos Ox, Oy ou Oz se seus vetores diretores forem paralelos

ai= (1,0,0)oua I =(0,1,0)oua k= (0, 0, 1). Neste caso, duas das componentes do
vetor sdo nulas.

Exemplo B

Seja a reta r que passa por A(2, 3, 4) e tem a diregdo do vetor v = (0, 0, 3). Como a dire-

¢do de v éamesma dek , pois v=3K , areta r é paralela ao eixo Oz (Figura 5.6).
A reta 1 pode ser representada pelas equagdes

x=2
y=3
z=4+3t
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N

Y

X
Figura 5.6

Para o caso particular da reta ser paralela a um eixo coordenado, costuma-se fazer
uma simplificagdo, expressando as equagdes s6 pelas constantes. Para o caso particular
acima, diz-se que as equagdes de r sdo

{x =2
y=3
subentendendo-se z varidvel livre que assume todos os valores reais. Na verdade, todos os
pontos de r sdo do tipo (2, 3, z) e as coordenadas constantes identificam perfeitamente a
reta.
As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam retas que passam por A(X,,y,,z,) e sdo paralelas

aos eixos Oy e Ox, respectivamente. Logo, suas equagdes, ja na forma simplificada, sdo

X=X Y=Yy
€ .
Z=17 =127y , respectivamente.

<

—

Figura 5.7 Figura 5.8
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Observacio )
Os eixos Ox, Oy e Oz sido retas particulares. Todas passam pela origem O(0, 0, 0) e tém a

diregdo de i, ; ouk, respectivamente. Logo suas equagdes sao:

y=0 x=0 x=0

z=0, z=0 e y=0, nesta ordem.
Angulo de Duas Retas \ .
Sejam as retas 1; € 1, com as direces de vy € va, 6

respectivamente (Figura 5.9).
Chama-se dngulo de duas retas 1 € r, 0 me-

nor dngulo de um vetor diretor de r; e de um vetor / Vi
diretor der, . Logo, sendo 6 este angulo, tem-se 6 Vl
Ivi . val n /
cos@ = — > com0<O< )
| Vi I Vzl 2 X
Figura 5.9
Exemplo
Calcular o angulo entre as retas
x=3+1 x+ 2 y-3 z
: =t e I, = = = =
Y ¥ I
z=-1-2t
Solucédo

Os vetores que definem as direcdes das retas r; e r, sdo, respectivamente,

vi=(L,1,-2)e va =(2, 1, 1)

Pela formula (9):
Ivi. vl [, 1,-2). (2,1, D]
080 =—5—7— = -
Ivilival 2412 4(2)2 (22 +12 +12
o 2 + 1 -2 |-3| 501
COS U= = = - = —,
VI+1+4a+141 6 Vo 6 2
Logo,

1 11
6 = arc cos (=) = — rad = 60°
(2) 3
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Retas Ortogonais ‘

Sejam as retas 1, e r, com as diregdes de v) evs, respecti- '_‘
vamente. )
Entio, r

I‘,L n & V. va=0

Observagio Figura 5.10
Duas retas ortogonais podem ser concorrentes ou nio. Na Figura 5.10, as retas I e 1, sdo

ortogonais a r. Porém, r,e r sdo concorrentes. Neste caso, diz-se que sdo perpendiculares.

Exemplo
As retas
Xx=3-2t
1 {)’ =-2x+1 e i 4 y=4+t sdo ortogonais.
z=4x zZ=t

Na verdade, sendo ;f’] =(1,-2,4)e ;3 =(-2, 1, 1) vetores diretoresde 1, e 1, e

Vi va = 1(2)- 2(1) + 4(1) = 0,
asretas r; e r, sdo ortogonais.

Reta Ortogonal a Duas Retas
Sejam as retas 1, e r, ndo-paralelas, com as diregdes de vie va, respectivamente. Toda
reta r a0 mesmo tempo ortogonal a r; e r, terd a dire¢do de um vetor v tal que
v.ovi=0
{C. Vo = (10)

Em vez de tomarmos um vetor v # 0 como uma solucido particular do sistema (10),
poderfamos utilizar o produto vetorial (Capitulo 3), isto é,

V=V XV

Definido um vetor diretor, a reta r estard determinada quando for conhecido um de
seus pontos.
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Exemplo
Determinar equagdes paramétricas da reta r que passa pelo ponto A(3, 4, -1) e é ortogonal
as retas

x=5
1:(%y,2=00,0,)+1t2,3,-4) e r:<y=t
z=1-t

Solucao
As diregdes de 1, e 1, sdo definidas pelos vetores ;;1 =2,3,4e ;2 =(0, 1, -1). Entdo
areta r tem a direcdo do vetor

T pos
Vixva=|2 3 4l=@22 O
0o 1 -
Logo, tem-se
x=3+t
r:<y=4+2t
z=-1+2t

Intersecao de Duas Retas

Exemplos
Verificar se as retas r; e r, s30 concorrentes e, em caso afirmativo, determinar o ponto de
interse¢ao:
1) x=3+h x=5+3t
n:4y=1+2h e L Yy=-3-2t
z=2-h z=4 +t
2) o y=2x-3 X =-t
" lz=-x e ry: (y=4-t
z=2+2t
3) ) {y =-3x+2
M z=2x-5 e g X2 y-1_ 2
‘ 2 -6 4

[ P—
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Solucao

Se existe um ponto I(x, y, z) comum as duas retas, suas coordenadas verificam todas as
equagdes de 1, e r,, isto &, o ponto I é solugio tinica do sistema formado pelas equagdes
das duas retas. -

1) Tgualando as expressdes em X, y e z nas equacdes de r; e 1, tem-se ‘

A3+ h =543t h - 3t=2
([ 1+2h=-3-2t ou 2h+2t=-4
7 2- h=4+t h - t=2 j

sistema cuja solugdo é h =t = -1. Substituindo h = -1 nas equagdes de r, obtém-se
x=3+(-1)=2 y=1+2(-1)=-1 z=2-(-1)=3
Portanto, o ponto de intersecdo é I(2, -1, 3).
O mesmo ponto seria obtido substituindo-se t = -1 nas equagdes de 1,.
2) Substituindo x, y e z das equacdes de r» nas equagdes de 1, resulta o sistema
4 - t=-2t-3
2+2t= t
Da primeira equagdo obtemos t = -7 e da segunda t = -2. Como o sistema nao tem
solugdo, ndo existe ponto de intersegao, isto €, as retas r; e r, nao sdo concorrentes.
3) Observando que ;1 =(1,-3,2)e ;2 = (2, -6, 4) sdo vetores diretores de r; er,, res-

pectivamente, e que va = 2 v, conclui-se que as retas sao paralelas e ndo-coincidentes
(basta ver que o ponto A((0, 2, 1) € rje A, ¢ r,). Fica a cargo do leitor buscar a solu-
¢do do sistema constituido pelas equagdes de 1; e 1, para concluir da ndo-existéncia do

ponto de interse¢do.

Observacées
a) Se duas retas, como no exemplo (1), se interceptam, elas sdo coplanares, isto é, estao
situadas no mesmo plano (Figura 5.11). Também sdo coplanares as retas paralelas do

exemplo (3) (Figura 5.12).
I, I
)

Figura 5.12

Figura 5.11
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b) Se duas retas ndo sdo coplanares, elas sdo ditas rever- 5
sas. E o caso do exemplo (2) (Figura 5.13), pois as / ‘
retas além de ndo concorrentes sdo ndo-paralelas, e, / w
1
portanto, ndo-coplanares. /
Figura 5.13

Problemas Propostos
1) Determinar uma equagio vetorial da reta r definida pelos pontos A(2, -3, 4) e B(1, -1, 2) e

- 5
verificar se os pontos C( ER -4,5) e D(-1, 3, 4) pertencem a r.

2) Dadaaretar:(x,y, z)=(-1, 2, 3) + (2, -3, 0), escrever equacdes paramétricas de r.

3) Escrever equagdes paramétricas da reta que passa por A(l, 2, 3) e é paralela a reta
r:(x,y,z)=(1,4,3)+t0,0,1).

4) Dada a reta

Xx=2+t
r :{y =3-t
z = -4 + 2t , determinar o ponto de r tal que
a) a ordenada seja 6;
b) a abscissa seja igual & ordenada;
¢) a cota seja o quadruplo da abscissa.
5) Aretar passa pelo ponto A(4,-3,-2) ¢ é paralela a reta
x=1+3t
S: { y=2-4t
z=3-t. SeP(m,n,-5) e r, determinar m e n.
6) Determinar equacdes paramétricas da reta que passa pelos pontos A e B nos seguintes
€asos:
a)A(l,-1,2)eB(2, 1, 0) b) A3, 1.4) e B(3,-2,2)
c)A(1,2,3) eB(l, 3,2) d) A(0,0,0) e B(0,1,0)
7) Com base na Figura 5.14, escrever equagdes paramétricas  BJ 4
da reta por A
a) AeB
b) CeD
c) AeD
d) BeC 3 >y
e) DeE E N

f)y BeD

z

Figura 5.14

S
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8) O ponto P(m, 1, n) pertence a reta que passa por A3, -1, 4) e B(4, -3, -1). Determi-
nar P.
9) Seja o tridngulo de vértices A(-1, 4, -2), B(3, -3, 6) e C(2, -1, 4). Escrever equagdes
paramétricas da reta que passa pelo ponto médio do lado AB e pelo vértice oposto C.
10) Os pontos M, (2, -1, 3), M, (1, -3, 0) e M;(2, 1, -5) s@o pontos médios dos lados de
um tridngulo ABC. Obter equagdes paramétricas da reta que contém o lado cujo
ponto médio é M.
11) Os vértices de um tridngulo sdo os pontos A(-1, 1, 3), B(2, 1, 4) e C(3, -1, -1). Obter
equagdes paramétricas dos lados AB, AC e BC, e da reta r que contém a mediana re-
lativa ao vértice B.

12) Verificar se os pontos P, (5, -5, 6) e P, (4, -1, 12) pertencem a reta

x-3 y+1 z-2

r:

-1 2 -2
-1 + .
13) Determinar o ponto da reta r : X 5 =Y 13 = % que possul
a) abscissa 5;
b) ordenada 2.
2x+1  3y-2

14) Obter o ponto de abscissa 1 da reta r: 3 = =z + 4 e encontrar um

vetor diretor de r que tenha ordenada 2.
15) Obter equagdes reduzidas na varidvel x, da reta

a) que passa por A(4, 0, -3) e tem a diregio de v = (2,4,5),
b) pelos pontos A(1, -2,3) e B(3,-1,-1);
¢) pelos pontos A(-1,2,3) e B(2,-1,3);

d) dada por x=2-t
{y =3t
z=4t-5
16) Escrever equacdes reduzidas na varidvel z da reta que passa por A(-1, 6, 3) e B(2, 2, 1).

17) Nareta y=2x+3
r: .
z=Xx-1 , determinar o ponto de
a) ordenada igual a 9;
b) abscissa igual ao dobro da cota;
¢) ordenada igual ao triplo da cota.

18) Representar graficamente as retas de equagdes

a) [(x=1-t b) Jy=-=x ¢) Xx=y=z d) y =2x
y=-1+2t z=3+Xx z=3
z=2+t

e) Jjy=4 ) [y=3 2) {x=3 h) Jx=-3
z=2x z=-1 y=-4 z=3
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19) Determinar equagdes paramétricas e representar graficamente a reta que passa por
a) A(3.-2, 4) e é paralela ao eixo dos x;
b) A(2, 2, 4) e € perpendicular ao plano xOz;
¢) A(-2,3.4) eé ortogonal a0 mesmo tempo aos eixos dos x e dos y;
d) A4, -1, 3)etema diregio de 31 -2 :
e) A(3,-1,3) e B(3,3,4).
20} Escrever equagBes paramétricas das retas que passam pelo ponto A(4, -5, 3) e sio,
respectivamente, paralelas aos eixos Ox, Oy e Oz.
21} Determinar o angulo entre as seguintes retas:

a) X=-2-t X _y+ 6 z-1
niqy=t R T T
z=3-2t
b) 3
L [y=-2x+ Lozt
r]'{z_x 5 e Ly = _r,x—4
c) Xx=14+ 2t x=3
n: y=t N { ;2
z=5-3t
d) X =
x-4 z+ 1
e XAy el .
2 -1 -2 -
22) Determinar o valor de n para que seja de 30° o angulo cntrc as retas
) X2 y oz C [y=nx+5
a) 1 i T573 e nYY2=2x-2
y=nx-1 .
b) 1 7=7x e r, : eixo Oy
23) Sabendo que as retas I e 1, sdo ortogonais, determinar o valor de m para os casos:
‘ Xi?mt3—13 . x=2y—1
a n:{y=1Il+ € L Z=-y+4
z = -4t
y=mx+3
b)r: Yz=x_1 e fp : reta por A(L, 0, m) e B(-2, 2m, 2mn)
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24) Encontrar equagdes paramétricas da reta que passa por A e € simultaneamente orto-
gonal as retas 1; er,, NOS €asos:

x=3 S Jy=x-3
a)y A, 2, -1) I {y:—l e Iy {z=2x+3
X y z3 x =3t
b)A(0,0,0) rl:E:TZT y__t+l
=2
c)Aéainterseciode 1; e 1,
+1 z x=1-y
rl:x72=yT=§ {Z_2+2y
25) Verificar se as retas sio concorrentes e, em caso afirmativo, encontrar o ponto de
intersegio: s Caan
a) i Y T2 _x+1
z=-X+5
=-1+t
R 5 ! z_—8+3t
- 1
[y=2x-3 . :721
c) rl'{z:-x—lO e r,:X 3 B
x=2-t  —h X =-3+6h
d) r:<y=3-5t e 5:{y=1l+7h
' 7=6-6t - - z=-1+13h
e 1:(xy,2)=2,41D+t1,-2,3) e n:xyz=(-1,275+143-2)
x=2+t y=6-x
f) n:iy=4- € 54,
z=-t

26) Calcular o valor de m para que sejam concorrentes as seguintes retas:

: y=2x—5 : -5:—y=Z+1
a) r].{Z:_X+2 e TI,:X
Xx=m-t _x-l_y+2_z
b) 1: y=1+t e rz.—3 = T =3

z=2t
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Respostas de Problemas Propostos

27) Dadas as retas ) (y,2)=(2,-3,4) +1(-1,2,-2), Cer e Der

Xx=t
r,:"‘l:-y;z:3 e ryidy=-l+t 2) x=-1+2t y=2-3t z2=3
2 7=2+1 , 3) x=1 y=2 5z=3+t
4) a) (-1, 6,-10) b)(%, =.-3) ¢) (-4,9.-16)

encontrar equagdes reduzidas na varidvel x da reta que passa por A(0, 1, 0) e pelo

ponto de interse¢do de r, com r,. 5) m=13,n=-15

28) Determinar na reta x=2+t 6) a)x=1+t y=-l+2 z=2-2
r:qy=t b)yx=3 y=l—3t z=4-2t
z=-1+2t oy x=1 y=2+t z=3-t .
dyx=0 y=t z=0 (eixo Oy)
um ponto eqilidistante dos pontos A(2,-1,-2) e B(1,0,-1). . 7 a)yx=2+2t y=0 z=4
29) Determinar os pontos da reta b) x =2t y=3 z=0
rx=2+t y=1+2t z=3+2t que O)x=2 y =3t z=4-4t
a) distam 6 unidades do ponto A(2, 1, 3); dx=0 y =3t z=4-4t
b) distam 2 unidades do ponto B(1, -1, 3). e)x=2 y=3+3t 7=0
30) Escrever equagdes reduzidas da reta que passa por A(1, 3, 5) e intercepta o eixo dos z f) x = 2t y =3t 7 =4 -4t
perpendicularmente. 8) P(2,1,9)
31) Escrever equagdes reduzidas na varidvel z, de cada uma das retas que satisfazem as 3
condi¢des dadas: 9) x=2+1 y:-l-Et z=4+2
;1); pqu‘sa polr A(c.l, -2, 2)’c ¢ paralella a(rglta I x ZZy =’-?z; 10) x=2+t y=-1+dt 7=13-5t
pdss;t pe alorlgem e; ortogonal a cada uma das retas 1) AB:x=-1+3t y=1 =34t comt e [0.1]
r:%:y—j;—:%—Z e SiXx=-y=-z AC:x=-1+4t y=1-2t z=3-4t comte [0,1]
32) Determinar o dngulo que a reta que passa por A(3, -1, 4) e B(1, 3, 2) forma com a BCr ):( Z 3 :tt z: } _+2tt ; ;j ;S;I comt € [0.1]

sua proje¢do sobre o plano xy. 5
Apresentar equagdes paramétricas da projecao da reta 12) Apenas P,
rdy=5x-17 13) (5,-5,8)e(-9,2,-20)

z=-2x+6 sobre o plano xy.

33

(s

4 - 9
14) (1, —,-3 =(=, 2,3
) ( 3 )ev (2 )

34) Dados o ponto A(3, 4, -2) e a reta
x=1+t 15) a)y=2X~86Z=§X-13 y=-x+1lez=3
r: =2-t 2

z=4421 x_3 dy=-3x+6 4x+3
a) determinar equacBes paramétricas da reta que passa por A e é perpendicular ar; byy= 2 ¢ z=-2x+3 Jy=-x+6ez=-dxs
b) calcular a distincia de A ar; 3 7
¢) determinar o ponto simétrico de A em relagio ar. 16) x = IR 2z

17) a)(3,9,2) b)(2,7, 1) c) (6, 15,5)
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19)

25)

26)

a){y:-Z
z=4

d) (x=4+3t
y=-1-2t

z=3

{oy
z=3
a) 60°

a)7oul
7
al)m_—Z

a)x=3+t
b) x =2t

C)x=2+t
a) (2,1, 3)
e) reversas

a)-3

27) {y:-x+l

28)

29)

30)
31)

32)
33)

34)

z=3x

1
)

b)([x=2
{z=4

e)[x=3

y=-1+4t

z=3+1

{;

b) 30°

b) £415
b) 1 ou _3
2

4
3

y= 2-t

y= 6t
y=-1-5t
b)(1,2,-2

f) coincidentes
b) 4

a)4,57) e (0,-3,-1)

y=3x, z=5

a) {x=—27+8

V30

0 = arccos (———
s ( 6 )

X=1+t

y=-2+5t

C) X =-2
{y=3

¢) 30°

C) reversas

17 7 25

b (5. ) e (LoD

b) x =5z
=4z

z=0

b)~/20

d) 6 = arc cos(%)548°ll'

d) (3, 8, 12)

c)(-5,4,2)

MAKRON
Books

O Plano

Equacao Geral do Plano

Seja A(x,y,.z,)um ponto pertencente a um plano 7 e
; = (a, b, c), H¢6, um vetor normal (ortogonal) ao
plano (Figura 6.1).

Como nlm n € ortogonal a todo vetor repre-
sentado em w. Entdo, um ponto P(x,y, 2) perlence am

se, e somente se, 0 vetor AP ¢ ortogonal an, isto €,

n.(P—A):
ou

(a,b,0). (x-x,,y-y,,2-2,)=0
ou

ax-x))+bly-y;)+c(z-2)=0
ou, ainda

ax+by+cz-ax,-by,-cz, =0
Fazendo
-ax; - by, - cz; =d, obtemos

ax+by+cz+d=0

Esta € a equagao geral do plano m.

A"/P

Figura 6.1

M




