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Books

O Plano

Equacao Geral do Plano

Seja A(x,y,.z,)um ponto pertencente a um plano 7 e
; = (a, b, c), H¢6, um vetor normal (ortogonal) ao
plano (Figura 6.1).

Como nlm n € ortogonal a todo vetor repre-
sentado em w. Entdo, um ponto P(x,y, 2) perlence am

se, e somente se, 0 vetor AP ¢ ortogonal an, isto €,

n.(P—A):
ou

(a,b,0). (x-x,,y-y,,2-2,)=0
ou

ax-x))+bly-y;)+c(z-2)=0
ou, ainda

ax+by+cz-ax,-by,-cz, =0
Fazendo
-ax; - by, - cz; =d, obtemos

ax+by+cz+d=0

Esta € a equagao geral do plano m.

A"/P

Figura 6.1

M
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Observagées

a) Assim como n = (a, b, ¢) é um vetor normal a 7, qualquer vetor kn, k # 0, é também
vetor normal ao plano. :
b) E importante notar que os trés coeficientes a, b e ¢ da equagio (1) representam as com-
ponentes de um vetor normal ao plano.
Por exemplo, se um plano 7t € dado por
T:3x+2y-z+1=0,
um de seus vetores normais € n = (3, 2, -1).
¢) Para obter pontos de um plano dado por uma equagdo geral, basta atribuir valores
arbitrarios a duas das variaveis e calcular o valor da outra na equagio dada.
Assim, por exemplo, se na equagdo anterior fizermos x =4 ey = -2, teremos:
34)+2(-2)-z+1=0
12-4-z+1=0
z=9
e, portanto, o ponto A4, -2, 9) pertence a este plano.

Exemplos

1) Obter uma equacio geral do plano 7 que passa pelo ponto A(2, -1, 3) e tem n= 3,2,4)
como um vetor normal.

Solucao
Como n é normal a T, sua equagéo € do tipo
3x+2y-42+d=0
e sendo A um ponto do plano, suas coordenadas devem verificar a equagdo, isto €,
32)+2(-1)-43)+d=0
6-2-12+d=0
d=8
Logo, uma equagdo geral do plano 7t €
3x+2y-4z+8=0

Observacao

Este exemplo, como outro qualquer que envolva determinagdo de equagio do plano, pode
ser resolvido de modo analogo 4 dedugiio da equag@o, pois um vetor normal ao plano é
suficiente para caracterizar sua dire¢do. Em nosso estudo utilizaremos sempre a equagdo
geral em vez de sua dedugio. O leitor poderd optar entre uma ou outra maneira.

2) Escrever uma equagio geral do plano Tt que passa pelo ponto A(2, 1, 3) e € paralelo ao

plano
m:3x-4y-22z+5=0.

Cap. 6 O Plano 127

Solucao
E imediato que
“um vetor normal a um plano € também normal a qualquer plano paralelo a este”.
Entdo, como 1t // w;, o vetor n; = (3, -4, -2) normal a 7, é também normal a .
Logo, uma equagio de 7 € da forma
3x-4y-2z+d=0
Tendo em vista que A € T, suas coordenadas devem verificar a equacao:
32)-4(H-23)+d=0

d = 4; portanto, uma equagao de 7 é
3x-4y-22+4=0
3) Areta
x=5+3t
r<<y=-4+2t
z=1+t
¢ ortogonal ao plano m que passa pelo ponto A(2, [, -2). Determinar uma equagao geral de
T e representa-lo graficamente.
Solucao
Como r L m, qualquer vetor diretor de r € um vetor normal ao plano. Sendo n = 3.2, 1)
um destes vetores, uma equagao de 7 € da forma
3x+2y+z+d=0
Como A € w, deve-se ter
32)+2(H)+(-2)+d=0
e d = -6; portanto, uma equagdo de T é
3x+2y+z2-6=0
Para a representagdo gréfica do plano, obtergmos
trés de seus pontos. Se nesta equagao fizermos
y=0 ¢ z=0, vemx=2
x=0 e z=0, vemy=3
x=0 e y=0, vemz=6
Obtemos, assim, os pontos A (2,0, 0), A, (0, 3,0)

e A;(0, 0, 6) nos quais o plano intercepta os eixos

coordenados. A Figura 6.2 mostra o referido plano.

Figura 6.2

Observacao
Se um plano 7 intercepta os eixos coordenados nos pontos (p, 0, 0), (0, q, 0) e (0, 0, r)
comp.q.r#0, entdo T admite a equagdo
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X,¥ .,z
T

p q
denominada equacdo segmentdria do plano T.
Para o caso do problema anterior, onde estes pontos sdo A,(2, 0, 0), A,(0,3,0) e
A;(0. 0, 6), a equagdo segmentdria do plano é
X y z

— + = + — =1 2
2 3 6 @

que € equivalente a equacio 3x + 2y + z - 6 = 0, ao eliminarmos os denominadores e orde-
narmos os termos.

Reciprocamente, se escrevermos esta dltima equagdo como 3x + 2y + z = 6 e divi-
dirmos ambos os membros por 6, voltaremos a ter a equagao segmentaria (2).

Equacao Vetorial e Equacoes Paramétricas do Plano
Seja A(Xq, ¥ .2, ) um ponto pertencente a um plano 7 e u= (a;,by,cp)e

v =(a,,b,, c,) dois vetores paralelos a  (Figura 6.3), porém, u e v nao-paralelos.
Para todo ponto P do plano, os vetores

AP, u e v sio coplanares. Um ponto P(x, y, z) tv
. , NP N
pertence a T se, € somente se, existem numeros Y- N
. [ A/ R P
reais h e t tais que ~ P
P-A=hu+tv U a7
hu
ou
P=A+hu+ty
u v Figura 6.3
ou, em coordenadas
(X, ¥, 2)= (X0,Y0-Z¢) + h(a;,by,c) +t(a,y, by, ¢y),hte R 3)

Esta equagdo € denominada equacdo vetorial do plano m. Os vetores u e v sdo
vetores diretores de T.
Da equacio (3) obtém-se

(x,y,z)=(xy+a;h+ ast, yo+ byh+ byt, zo+ c;h+ ¢y

que, pela condi¢ao de igualdade, vem
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X = Xg+ ajh + a,t
yo + bjh + byt

«
I

z = zg+ ¢ h + ¢t hteR

Estas equagdes sdo chamadas equagdes paramétricas de 7 e h e t sdo varidveis auxi-
liares denominadas parametros.

Exemplos
1) Seja o plano m que passa pelo ponto A(2, 2, -1) e é paralelo aos vetores u=(2,-31

e v = (-1, 5, -3). Obter uma equagdo vetorial, um sistema de equagdes paramétricas e
uma equagao geral de 7.

Solucao
a) Equacado vetorial: (x,y,z)=(2,2,-1)+ h(2, -3, 1) + t(-1, 5, -3)
b) Equacoes parameétricas:
x=2+2h-t
=2 - 3h + 5t
z=-1+ h- 3t

Observacao
Se quisermos algum ponto deste plano, basta atribuir valores reais para he t.
Por exemplo, parah=0et=1, vem
x=1, y=7 e z=-4 T
e, portanto, B(1, 7, -4) é um ponto do plano 7.
¢) Equagao geral: T

Como o vetor . T
— — - v
i j k A
uxv=|2 -3 1 =457 Iy
u
-l S -3
¢ simultaneamente ortogonal a u e v, ele é um Figura 6.4

vetor B normal ao plano 1t (Figura 6.4).
Entéo, uma equacao geral de nt € da forma
4x +5y+7z+d=0
e, como A € T tem-se
42)+52)+7(-1)+d=0
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e d=-11; portanto,
4x+5y+7z-11=0
é uma equacao geral de T.

Observacao

Existe uma outra maneira de se obter uma equacio v

geral de m: como P(x, y, z) representa um ponto Ai—"}’
qualquer do plano, os vetores AP, u e v sdo co- s

planares (Figura 6.5) e, portanto, o produto misto
deles € nulo, isto é,

L Figura 6.5
(AP,u,v)=0
Assim, obtém-se uma equagio geral do plano désenvolvendo o 1° membro da igual-

dade

x-2 y-2 z+l]

(2 3 1]|=0

-1 5 3
que é equivalente a equacdo 4x + Sy + 7z- 11 =0

2) Dado o plano 1t determinado pelos pontos A(l, -1, 2), B(2, 1, -3) e C(-1, -2, 6), obter
um sistema de equacgGes paramétricas e uma equagio geral de 7.

Solucao
a) Equagées paramétricas:
Sabe-se que existe apenas um plano que contém trés pontos ndo em linha reta. Os
vetores ndo-paralelos
u=AB =(1,2,-5) e v=AC=(2-14)
sdo vetores diretores de 1t (Figura 6.6) e, portanto, as equagdes (utilizando o ponto A)
x=1+ h-21t
y=-1+2h- t
z=2-5h+4t
s30 equacdes paramétricas do plano.
b) Equagdo geral:

Como no problema anterior, sendo u e v vetores diretores de T, o vetor

i j ok
n=uxv=|l 2 5=@363)
2 4 4
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é um vetor normal a 7 (Figura 6.6).
Entdo, uma equacio geral € da forma

|
=24

3x+ 6y + 3z+d=0. v~
Como A € 7 (poderiamos tomar B ou C): A

3(H+6(-)+32)+d=0 N

e d = -3; portanto, uma equagio geral de w é n v B
3x+6y+3z-3=0.

ou, multiplicando ambos os membros da equagio Figura 6.6
I

por 3

x+2y+z-1=0.
3) Dado o plano 1t de equagdo 2x - y - z + 4 = 0, determinar um sistema de equagdes
paramétricas de T.

Solucao

Basta tomarmos trés pontos A, B ¢ C ndo alinhados de e proceder como no problema
anterior.

Fazendo

x=y=0 vemz=4 .. A0, 0, den

x=1 e y=0 vemz=6 .. B(l,0,6)en

x=0 e y=1 vemz=3 .. C0O13)en
Como ;\_lé =(1,0,2)e AC = (0, 1, -1) sdo vetores diretores de T, as equacoes
x=0+ 1.h +0.t x=h

y=0+0.h +1.t ou y=t

z=4+ 2.h - 1.t z=4+2h-t

sdo equagdes paramétricas de T.

Observacées

a) Como € possivel encontrar infinitos ternos A, B ¢ C de pontos nio alinhados em T,
existem infinitos sistemas de equagdes paramétricas que representam o mesmio plano.

b) E importante observar que os vetores diretores sejam néio-paralelos. Se ocorrer AB//AC,
basta trocar um dos pontos de modo a garantir que AB e AC sejam nio-paralelos.

¢) Uma outra maneira de obter equagdes paramétricas a partir da equagio geral, é subs-
tituindo duas das varidveis pelos parAmetros h e t e, posteriormente, isolar a terceira
varidvel em fungdo destes. Por exemplo, se na equagdo geral 2x - y - z + 4 = 0, fizer-

1 1
mosy=hez=t, teremos 2x - h- t + 4 = 0. Isolando x resulta, x =-2 + 5h+ Et'
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Entdo,

$30 equagdes paramétricas do plano.
De modo analogo obteriamos outros sistemas:

x=h x=h
y=t e y=4+2h-t
z=4+2h-t z=t
4) Determinar uma equacio geral do plano 7 que contenha as retas
[
1 | e x =2t
y=x 14 y=2t+3
| O ) I y= +
z=-dx-2 z2=-6t+1
Solucao

Observemos que as direcOes das retas sdo dadas pelos vetores ;/'| =(1,1,-3)e ;z =(2,2,-6).
Como ;3 = 2;1 ,as retas 1 e r, sdo paralelas e os vetores ;l e ; > ndo sao vetores diretores
do plano procurado. Tendo em vista que os pontos A0, 1,-2)er, e A,(0,3, 1) e r, tam-
bém pertencem a 7, o vetor m: = (0, 2, 3) esta representado neste plano. Entdo, ;1 e m2

(ou v2 eAjA,)sdo vetores diretores de Tt e um de seus vetores normais (Figura 6.7) serd

ik
n=v x AA, = |1 1 -3 =(9-32)
0 2 3

Portanto, uma equagéo geral de 7 é da forma
9x-3y+2z+d=0
e, como A € T, tem-se
90)-3(1)+2(-2)+d=0
ed=7
Logo,
m:9%x-3y+2z+7=0.

Figura 6.7

Equacao Vetorial de um Paralelogramo

Dados os pontos A, B e C ndo em linha reta, os vetores AB e AC determinam o parale-
logramo (Figura 6.8) cuja equacio vetorial é
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P=A+h(AB)+t(AC)
ou

P=A+h(B-A)+t(C-A) comh,te [0, 1] c
onde P representa um ponto qualquer deste paralelo- M A W

gramo. A v N

Observemos que A B
para h=t =0, obtém-se o ponto A (P = A);
parah=1 e t=0, obtém-se o ponto B (P = B);
parah=0 e t=1, obtém-se o ponto C (P = C);
para h =t =1, obtém-se o ponto D (P = D);

Figura 6.8

parat= % eh e [0, 1], obtém-se o segmento MN onde M e N sdo os pontos médios

de AC e BD, respectivamente, e assim por diante;
para hetentre O e 1, obtém-se todos os pontos do paralelogramo.

Casos Particulares da Equacao Geral do Plano
No caso de um ou mais coeficientes da equacéo geral do plano ax + by + cz + d = 0 serem
nulos, o plano ocupard uma posi¢do particular em relagdo aos eixos ou planos coordena-
dos.

Faremos uma andlise dos diversos casos a partir de uma equagao completa
ax+by+cz+d=0.
Por exemplo

3x+4y+2z-12=0 @)
ondea=3,b=4,c=2ed=-12. O plano que esta
equagdo representa intercepta os trés eixos coorde-
nados em (4, 0, 0), (0, 3, 0) e (0, 0, 6) (Figura 6.9).

1°) Se tivéssemos d = 0, a equacdo (4) seria
3x+4y+22=0
e representa um plano paralelo ao da Figura 6.9,
porém, passando pela origem O(0, 0, 0), pois as
coordenadas deste ponto verificam a equagao:
3(0) +4(0) +2(0)=0

Figura 6.9
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2°) Se tivéssemos a = 0, a equacdo (4) seria
dy+22-12=0 (ou:Ox+4y+2z-12=0),

3°) Se tivéssemos a = b = 0, a equagao (4) seria

2z-12=0 (ou: Ox + Oy + 2z - 12=0)
ou, simplesmente,

(6)
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&)
e representa um plano paralelo ao eixo dos x, in- z
terceptando os outros dois eixos ainda em (0, 3, 0) 6 z=6 . 6
¢ (0. 0, 6) (Figura 6.10). Observemos que todos os pontos do tipo (X, y, 6) J :j
verificam a equagio (6). Ora, se todos os pontos Poz=6
Observemos ainda que nenhum ponto do tipo deste plano tém cota 6, significa que todos estdo !
(x, 0, 0) satisfaz a equagdo (5) pois 6 unidades afastados do plano xOy. Portanto,
0(x) + 4(0) + 2(0) - 12 = 0 é falso. 3 y trata-se de um plano paralelo a xOy e que inter-
Ora, se nenhum ponto do eixo dos x verifica a cepta o eixo Oz perpendicularmente em (0, 0, 6).
equacdo (5), significa que o plano niio tem ponto em Assim, concluimos que toda equagdo de forma o y
comum com este eixo e, portanto, s6 pode ser para- z =k z2=0

lelo a ele. representa um plano paralelo ao plano xOy e in-

Desta andlise ainda se conclui que o plano é pa- Figura 6.10 _ tercepta 0 €1xo Oz em (~0» 0, k). ‘ /
ralelo ao eixo da varidvel ausente na equagio. Na Figura 6.14 estdo representados os planos
de equagio z = 6 e z = 0 (plano xOy).

Se em (5) tivéssemos ainda d = 0, a equagdo Figura 6.14
resultante .. . .
4y+2z=0 Raciocinio analogo, leva-nos a concluir que

y = k representa um plano paralelo a xOz e

x = k representa um plano paralelo a yOz.
Na Figura 6.15 estdo representados os planos de equagdoy = 3 e y = 0 (plano xOz) e
na Figura 6.16 os planos de equacdo x = 4 e x = 0 (plano yOz).

representa um plano pela origem, e, portanto,
contém o eixo Ox (Figura 6.11).

Comentdrios idénticos farfamos para os casos
b =0 ou ¢ =0, quando a equacio (4) seria

3x+2z-12=0 (Figura 6.12)

*QN

ou \ k
3x+4y-12=0 (Figura 6.13). Figura 6.11
z
x=0

x =4

y=0 !
Y boee- >y

§) 3 e
3 p
‘o T y y al
; J/
X X
: .

Figura 6.12 Figura 6.13 Figura 6.15 Figura 6.16
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Angulo de Dois Planos

Sejam os planos T, e 7> com vetores normais n; e n2 , respectivamente (Figura 6.17).

Figura 6.17

Chama-se dngulo de dois planos T, e T, o menor dngulo que um vetor normal a T,
forma com um vetor normal a T>. Sendo 6 este angulo, tem-se

cos 0 =——=— com 0<0< r @)
In llny! 2

Como cos 6 > 0 quando 0<6 Sg, o numerador de (7) deve ser positivo, razio pela

qual tomou-se o produto escalar em médulo, pois que este poderd ser negativo quando o
angulo entre os vetores for o suplementar de 6.

Exemplo
Determinar o dngulo entre os planos

m:2x+y-z+3=0 e Trx+y-4=0.
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Solucao
Sendo H; =2, 1,-1)e Hz = (1, 1, 0) vetores normais a T, e T, de acordo com (7) tem-se
cosh o LA _[2+1+0] 3 3 43
SR Eerr Va2 iz 2y3 2
Logo,
0 =arc cos (—3) =T
2 6
Planos Perpendiculares v —
Consideremos dois planos m; e 7, € sejJam n; € n» vetores — T
normais a m; e T, respectivamente. Pela Figura 6.18 conclui-

T
se imediatamente: l

- - - - T
mlme niln e n.nx=0 -

Figura 6.18
Exemplo
Verificar se 1, e 7, sdo planos perpendiculares:

a) m:3x+y-4z+2=0 e M 2x + 6y + 32=0

x=2-h+2t
b) mi:x+y-4=0 e Ty y=h+t
z=t

Solucao
a) Sendo ;1 =3, 1,-4e Hz = (2, 6, 3) vetores normais a T, e T», respectivamente, e
como
ni.n2 =32)+ 1(6)-4(3)=0
conclui-se que T e T, sdo perpendiculares.

b) O vetor n; = (1, 1, 0) é um vetor normal a m;. Teremos que encontrar um vetor n»

normal a ,. Como u = (-1, 1, 0) e v=(2, 1, 1) sdo vetores diretores de 7., podemos
considerar

= (1, 1-3)

=
&
1l
c
x
<
1l
I
- O =i
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Tendo em vista que
n.ny = (1,1L0).(1, ,-3)=1()+ (1) +0(-3)=2#0
os planos 1, e m» ndo sdo perpendiculares.

Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e Plano

Sejam uma reta r com a dire¢do do vetor v e um plano w, sendo n um vetor normal a 7.
Pelas figuras conclui-se imediatamente:

Dr//ime vliln o v.n=0 (Figura6.19 (a))
rlne v/iin o v=an (Figura6.19 (b))

<4
-

(=%
<
L
=4

(a) (b)
Figura 6.19

Exemplo
x=1+2t
Aretar: 5 y=-3t
z=t é paralela aoplanom: 5x + 2y-4z-1=0
pois o vetor diretor v= (2, -3, 1) de r é ortogonal ao vetor normal n = (5, 2, -4) de m, isto
¢,
ven=(2,-3,1).(,2,-4=25-32)+ (-9 =0
Esta mesma reta, por sua vez, é perpendicular ao plano 7,: 4x - 6y + 2z - 5 = 0, pois

o vetor diretor v = (2, -3, 1) de r é paralelo ao vetor normal n; = (4, -6, 2) de m;, isto &,

V= n

N | —
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ou de modo equivalente,

2.3 1
4 -6 2
Reta Contida em Plano
Uma reta r estd contida em um plano w (Figura 6.20) se F
[) dois pontos A e B de r forem também de ©t
ou l .
1)) ; H: 0, onde v é um vetor diretor de r e ; um /‘B//
vetor normal a A n
e
Ae m sendo Aer. Figura 6.20
Exemplo
Determinar os valores de m e n para que a reta
X=3+1t
r: {y=-1-t
z=-2-t esteja contida no plano m: 2x + my + nz - 5 = 0.
Solucao

Utilizando o primeiro critério exposto acima, sejam A(3, -1, -2) e B(4, -2, -3) os pontos de
r. Como r C m, as coordenadas de A e B devem satisfazer a equagio de m, isto é,
{2(3)+m(—1)+n(—2)—5=0 -m-2n+1=0
2(4) + m(-2) +n(-3)-5=0 ou 2m-3n+3=0
dondem=3en=-1.

Intersecao de Dois Planos
Sejam os planos ndo-paralelos

M:5x-y+z-5=0 e TrX+y+22-7=0

A intersegdo de dois planos ndo-paralelos € uma reta r cujas equagdes se deseja de-
terminar. Para tanto, dentre os vérios procedimentos, apresentaremos dois.

1) Como r estd contida nos dois planos, as coordenadas de qualquer ponto (x,y,z) € r
devem satisfazer simultaneamente as equagdes dos dois planos. Logo, os pontos de r
constituem a solugdo do sistema:

J5x-y+2z2-5=0
" X+y+2z2-7=0 ®
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O sistema tem infinitas solugdes (s3o os infinitos pontos de r) e, em termos de X, sua
solugdo €
y=3x-1
r {z =-2x+ 4
que sdo equagdes reduzidas de r.

2) Outra maneira de obter equacdes de r é determinar um de seus pontos e um vetor diretor.
Seja determinar o ponto A € r que tem abscissa zero. Entdo, fazendo x = 0 nas equa-
¢des do sistema (8), resulta o sisterna

-y+z-5=0
{ y+2z -7=0 T
cuja solugio é y = -1 e z = 4. Logo, A(0,-1,4). =

Como um vetor diretor v de r é simultaneamente

ortogonal a le(S,—l, e ﬁz:(], 1, 2), normais ~
aos planos T, e T, respectivamente, (Figura 6.21),

Sl

o vetor v pode ser dado por

F
v=nxn =|5 -1
11

= (-3,-9, 6) Figura 6.21

N - =Y

ou também —% (-3,-9,6)= (1, 3,-2)

Escrevendo equagdes paramétricas de r, temos

X=t
r:<y=-1+43t
z=4-2t

Intersecao de Reta com Plano

Exemplos
1) Determinar o ponto de intersegdo da reta r com o plano 7, onde
x=-1+2t
r:yy=5+3t e m:2x-y+32-4=0
z=3-1
Solucao

Qualquer ponto de r € da forma (x, y, z) = (-1 + 2t, 5 + 3t, 3 - t). Seum deles é comum ao
plano T, suas coordenadas verificam a equagio de m:

2-14+20-5+3)+33-1)-4=0

— ——
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e dai resulta t = -1.
Substituindo este valor nas equacdes de r obtém-se
x=-14+2(-1)=-3 y=5+3(-1)=2
Logo, a intersecdo der e 7 € o ponto (-3, 2, 4).
2) Determinar a intersecdo da reta
L {X—Zy-21+2=0
" {2x+y-z=0

z=3-(-1)=4

comoplanow: x+3y+z-2=0

Solucao

Se existir um ponto I(x, y, z) € r que também pertence a T, suas coordenadas devem veri-

ficar as equagdes dos trés planos dados. Logo, I serd a solugio do sistema
X-2y-22+2=0

2x+y-z=0
x+3y+2z-2=0
Resolvendo o sistema obtém-se: x =2, y =-1 e z = 3. Logo, I(2, -1, 3) é a interseciio

der e T, ou seja, € a intersegéo dos trés planos.

Problemas Propostos
Os problemas de 1 a 48 estdo de acordo com a ordem do texto e os demais se constituem
em 6timo reforgo.
1) Seja o plano
m3x+y-z-4=0
Calcular:

a) O ponto de 1t que tem abscissa | e ordenada 3;

b) O ponto de 7 que tem abscissa 0 e cota 2;

¢) O valor de k para que o ponto P(k, 2, k - 1) pertenga a 7;

d) O ponto de abscissa 2 e cuja ordenada € o dobro da cota;

e) O valor de k para que o plano m;: kx - 4y + 4z - 7 = 0 seja paralelo a .

Nos problemas de 2 a 4, determinar uma equa¢do geral do plano
2) paralelo ao plano 1tz 2x - 3y —z + 5 = 0 e que contenha o ponto A(4,-2,1);
3) perpendicular a reta

x=2+2t
r:qy=1-3t
z=4t e que contenha o ponto A(-1, 2, 3);

4) que passa pelo ponto médio do segmento de extremos A(5,-1,4) e B(-1,-7,1) e seja per-
pendicular a ele.

5) Dada a equacdo geral do plano 7: 3x - 2y — z — 6 = 0, determinar um sistema de equa-
¢Oes paramétricas de .
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6) Sendo
x=1+h-2t
y=1-t
z=4+2h-2t equagdes paramétricas de um plano 7, obter uma equagao

geral.

Nos problemas de 7 a 11, escrever uma equagdo geral e um sistema de equacoes pa-
ramétricas do plano determinado pelos pontos:
7) A(1,0,2), B(-1,2,-1) e C(1,1,-1).
8) A(0,0,0), B(1,1,5 e C(-1,1,1).
9) A2,0,-1), B(-2,6,3) e C(0,3,4).
10) A(2,1,0), B(-4,-2,-1) e C(0,0,1).
1) AQ2,1,3), B(-3,-1,3) e C(4,2,3).
. 12) Determinar o valor de o para que os pontos A, 1, 9), B(2, 3, 4), C(-4,-1,6) e
D(0, 2, 4) sejam coplanares.
Nos problemas de 13 a 18, determinar uma equagdo geral do plano nos seguintes casos:

13) O plano passa por A(2, 0, -2) e é paralelo aos vetores u=1i-j +kev=2i +3j .
14) O plano passa pelos pontos A(-3, 1, -2) e B(-1, 2, 1) e € paralelo a reta
X z
r: 5 =3 y=4
15) O plano contém os pontos A(l, -2, 2) e B(-3, 1, -2) e € perpendicular ao plano
m:2x+y-z+8=0.
16) O plano contém os pontos A(2, 1, 2) e B(1, -1, 4) e é perpendicular ao plano xOy.
17) O plano contém a reta
Xx=2+t
r: {y =1-t
z=3+2t

e é perpendicular ao plano w;: 2x + 2y - 3z=0

18) O plano contém o ponto A(4, 1, 1) e é perpendicular aos planos m;: 2x +y-3z=0¢
T Xx+y-22-3=0.
Nos problemas de 19 a 22, os pares de retas 1| e t, sdo paralelas ou concorrentes.
Encontrar uma equagdo geral do plano que as contém.
5 x -1 z-1
Z=-Xx+2
y=-1
x=1+2t x=1-2t
20) r:< y=-2+3t e 1< y=-2-t
z=3-t z=3+2t
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X=-2+t
y=-x-1
2 g y=-t e rzz{z=3
z=-3
X=-t
X=z
22)r,:{ B e g y=1
y=-3 z=2-t

Nos problemas 23 e 24, determinar uma equagdo geral do plano que contenha o
ponto e a reta dados:

x=t
23) A4, 3,2) e r:<y=2-t

z=3+2t
24) A(1, -1, 2) e 0 eixo dos z

25)
26)
27)
28)
29)
30)
3D

32)

33)

34)

Nos problemas de 25 a 30, obter uma equagdo geral do plano

paralelo ao eixo dos z e que contenha os pontos A(0, 3, 4) e B(2, 0, -2);
paralelo ao eixo dos x e que contenha os pontos A(-2, 0, 2) e B(0, -2, 1);
paralelo ao eixo dos y e que contenha os pontos A(2, 3, 0) e B(0, 4, 1);
paralelo ao plano xOy e que contenha o ponto A(5, -2, 3);

perpendicular ao eixo dos y e que contenha o ponto A(3, 4, -1);

que contenha o ponto A(1, -2, 1) e o eixo dos x.

Representar graficamente os planos de equagdes:
a) 3x+4y+2z2-12=0 e)3y+4z+12=0
b) 6x+4y-32-12=0 H2z-5=0
c) X+y-3=0 g)y+4=0
d) 2x+3y-6=0 h)2x-y=0

Determinar o angulo entre os seguintes planos

a) W:x-2y+z-6=0 e T:2x-y-z+3=0

b) m:x-y+4=0 e M 2x-y-z=0

) Mix+2y-6=0 e M y=0
x=1+h-t X=2+t

d) nl:{y=h+2t e nz;{y:-Zh
z=h z=h+t

Determinar o valor de m para que seja de 30° o dngulo entre os planos
T:X+my+2z-7=0 e T:4x+5y+3z2+2=0
Determinar m de modo que os planos T, e 7T, sejam perpendiculares:
a) ;ymx+y-3z-1=0 e T 2x-3my+4z+1=0
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x=2-h+2t
bym:qy=2h+3 e my2mx+4dy-z-1=0
z=t-2h+1

35) Dados aretareo plano &, determinar o valor de m para que se tenha Dr//mell)rlim,

NOS Casos:
a) r:x=-3+t y=-1+2t z=4tem:mx-y-2z-3=0
b)r:(x,y,z)=(1,2,0)+t(2,m,—1) e W:3x+2y+mz=0

36) Verificar se a reta r estd contida no plano T

a) r:{y=4x+l e m:2x+y-3z-4=0

z=2x-1
x=h+t
b) r:x-2=y+2=z+3 € m:<{y=-1+2h-3t
2 z=-3+h-t

Nos problemas de 37 a 39, calcular os valores de m e n para que a reta r esteja

contida no plano m:

x=-2+t
37) r:qy=3-2t e momx+2y-3z+n=0
z=2t

38) rz{y:Zx-l e n:5x-ny+z+2=0

Z=-X+1mm

x=1+3t :

39) r:xy=-2+mt e n:3x-3y+z-7=0
z=n-4

Nos problemas de 40 a 42, estabelecer equagoes reduzidas na varidvel x da reta

intersegdo dos planos:

40) m;:3x-y+22z-1=0 e Ty X +2y-32-4=0

41) m:3x-2y-z-1=0 e Ty x+2y-2z-7=0

42) mix+y-z+2=0 e Tex+y+2z2-1=0 }
Nos problemas 43 e 44, encontrar equagdes paramétricas da reta intersegdo dos planos:

43) m:3x+y-32-5=0 e T:x-y-2-3=0

44) m:2x+y-4=0 e M:z=5

45)
46)

47)

48)

49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)
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Nos problemas de 45 a 47, determinar o ponto de intersegdo da reta r com o plano n:

r:x=3t y=1-2t, z=-t e TW:2x+3y-22-7=0

r-4dy=x-10

Ty x4l e M:2x-y+32-9=0
x=4+k x=2+h+2t

r:qy=3+2k e m:9y=-3-h-t
z=-2-3k z=1+3h-3t

Sejam a reta r e o plano © dados por

r ;{y =2x-3 e T: 2x + 4y - z - 4 = 0. Determinar:
Z=-X+2

a) o ponto de intersegdo de r com o plano xOz;

b) o ponto de interse¢o de r com T;

¢) equagdes da reta interse¢do de T com o plano xOy.

Dado o ponto P(5, 2, 3) e o plano 7: 2x + y + z - 3 = 0, determinar

a) equagOes paramétricas da reta que passa por P e é perpendicular a 7,

b) a projecdo ortogonal de P sobre o plano ;

¢) o ponto P' simétrico de P em relagdo a m;

d) a distdncia de P ao plano 7.

Determinar equagdes reduzidas na variavel x, da reta que passa pelo ponto A(3, -2, 4)

e € perpendicular ao plano : x - 3y + 2z - 5= 0.

Obter equacdes paramétricas das retas nos casos:

a) Areta passa por A(-1,0,2) ¢ é paralela a cada um dos planos
T:2x+y+z+1=0e m:x-3y-2-5=0.

b) A reta passa pela origem, € ortogonal a reta r: 2x = y = 3z e paralela ao plano
Tx-y-z+2=0.

Escrever uma equacdo geral do plano que passa por A(-1, 2, -1) e € paralelo a cada

uma dasretasr:y=x,z=1-3x e r;: 2x =y =3z

Achar equacdes paramétricas da reta r que passa por A, € paralela ao plano 7 e con-

corrente com a reta s, nos casos:

a) AQ2,1,-4), mx-y+3z2-5=0, six=1+3t, y=3-t, z=-2-2t

b) AG,-2,-4), m:3x-2y-3z+5=0, s:x=2+t, y=-4-2t, z=1+3t

Determinar ainda o ponto de intersegdo entrer e s.

Dadaaretar:x =3+t y=1-2t, z=-1+ 2t, determinar equagdes reduzidas das

retas projecdes de r sobre os planos xOy e xOz.

Encontrar equagdes paramétricas da reta que passa por A(3, 6, 4), intercepta o eixo

Oz e é paralela ao planom: x - 3y + 52 - 6 =0.




146

65

-~

66

67)
68)

~

69)
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Nos problemas de 56 a 62 apresentar uma equagao geral dos planos:
O plano que passa por A(-1, 2, 4) e é perpendicular aos planos t: x +2=2 € T y-z=0.
O plano que intercepta os eixos coordenados nos pontos de abscissa, ordenada e cota
iguais a -3, 6 e -5, respectivamente.
O plano que passa por A(l, -3, 4) e intercepta os trés semi-eixos de mesmo sinal a
igual distancia a origem do sistema.
O plano paralelo ao eixo dos z e que intercepta o eixo dos x em -3 € 0 dos y em 4.
O plano paralelo ao plano xOz e que intercepta o eixo dos y em -7.
O plano que passa pela origem e é paralelo as retas
ny=-x,z=2 e rax(x,y,2) =(2,-1,4) + t(1, 3, -3).
O plano que passa por A(-1, 2, 5) e & perpendicular a intersegio dos planos
T:2x-y+32-4=0 ¢ Tux+2y-42+1=0.
Estabelecer equagdes gerais dos planos bissetores dos dngulos formados pelos planos

xOz e yOr.
Calcular os valores de m e n para que a reta r esteja contida no plano 7
a)yrix=2-2t, y=-1-t, z=3 e n:2mx-ny-z+4=0

bri(x,y,z2)=t2, mn)+(n2,0) e w:x-3y+z=1
Calcular k de modo que a reta determinada por A(1, -1, 0) e B(k, 1, 2) seja paralela
aoplanom: x=1+3h, y=1+2b+t z=3+3t

Nos problemas 66 e 67, obter uma equagdo geral do plano que contenha o ponto e

a reta dados:

[ x+2y+z-1=0
AG,-2,-1) ¢ {2x+yfz+7=()
A(1, 2, 1) e a reta interse¢iio do plano x - 2y + z - 3 = 0 com o plano yOz.
Mostrar que as retas
3x-y-z=0 X-3y+z+3=0
8x-2y-3z+1=0 3x-y-z+5=0
sdo paralelas e encontrar uma equagéo geral do plano determinado por estas retas.
Determinar o ponto P de interse¢do dos planos 2x-y+z-8=0, x + 2y - 22 + 6 =0
e 3x - z- 3 = 0 e uma equacdo geral do plano determinado por Pepelaretar: x =y,
z=2y.
Dadas asretasri: y=-2X, z=X e Ixx=2-t, y=-1+t, z= 4 - 2t, determinar
a) o ponto P' simétrico de P(1, 0, 5) em relagdo a reta ry;
b) o ponto O' simétrico de O(0, 0, 0) em relagdo a reta r».
Achar o potito N, projecio ortogonal do ponto P(3, -1, -4) no plano determinado pelos
LOlitus Az, -2, 3), B(4, -3, -2) e C(O, -4, 5). Qual o ponto simétrico de P em relagino
2. e plannt

r: e Ty
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72) O plano 7: 3x + 2y + 4z - 12 = 0 intercepta os eixos cartesianos nos pontos A, B e C.
Calcular:
a) a drea do tridngulo ABC;
b) a altura deste tridngulo relativa a base que esta no plano xOz;
¢) o volume do tetraedro limitado pelo plano 7 e pelos planos coordenados.

Respostas de Problemas Propostos
Da)(1,3,2)  b)(0.6,2) C)k:% d) (2, -4, -2) Ok=-12

2)2x-3y-z-13=0 3)2x-3y+4z-4=0
4)4x +4y+2z+3=0 5)Existeminfinitos. Umdeles é: x =1, y=h, z=-6+3h-2

6)2x-2y-z2+4=0

' x=1-2h

T)3x+6y+2z-7=0 e y=2h+t
z=2-3h-3t

8)2x+3y-z=0 e y= h+t
z=5h+t
x=2-4h-2t

9)3x+2y-6=0 e y =6h+ 3t
z=-1+4h+ 5t

- 6h -2t

10)x-2y=0 e y—l—?h—l
z=-h+t
Xx=2-5h+2t

11Yz-3=0 e y—172h+t

=3
12)a =3 22)2x+y-22+3=0

13)3x-2y-5z-16=0
14)3x - 12y + 22+ 25=0
15)x-12y-10z-5=0

23)x-9y-52+33=0
24)x+y=0
25)3x+2y-6=0

16)2x-y-3=0 26)y-2z+4=0
17)x-T7y-4z+17=0 27)x+22-2=0
18)x+y+z-6=0 28)z=3
1Nx+y+32-3=0 29)y=4

20)5x -2y +4z-21 =
2D 6x+6y-z+9=0

30)y+2z=0
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T b4 2 3
32)a) — b) — ¢) arc cos — d) arc cos —

3 6 V5 Jia
33)1ou7
34)a)-12 b) 2
35)a)10e —% b) -6 e ndo existe valor para m

36) a) sim b) sim
37)m=10 e n=14
38)m=-4 e n=2

39)m=E e n=-2
3
40) {y=-11x+ 1

z=-7x+6

3

41) {y:——x + 5
z=2x-4

z—t-2

44y [x =t

{y=4—2t

z=5

45) (6, -3, -2

46) (2, -8, -1)

47)(1,-3,7) l

48)2) (2,0, +) PICLE o Jy=-gx+l
2 2 11’ 11 220

49)a)x=5+21, y=2+tz=3+t b (1,0,1) 0 (3,-2-1) d 2J6

50) y=-3x+7, z=2x-2
51) ayx=2t-1, y=3t, z=-Tt+ 2 b)yx=4t, y=-5t, z=9t
52) 20x-1ly+3z+45=0

53) a)x=2+7t, y=1+t, 7 =-4 -2t e

byx=3-2t, y=-2+3t, z=-4-4 e (-5, 10, -20)

54y y=-2x+7, z=0

55) x=3+t, y=6+2t,

56) x-y-z-1=0

57) 10x-5y+6z2+30=0

58) x+y+z-2=0

59) 4x -3y +12=0

60) y=-7

61) 3x+3y+4z=0

62) 2x-11y-52+49=0

e z=2x-17,
z=4+t

63) x+y=0 e x-y=0

1 1
64) a)m= 2’ n_-5
65) 3
66) 2x+3y+z+1=0
67) 6x-2y+2z-3=0
68) 4x +2y-3z+5=0

69) P(2,-1,3), 5x+y-3z=0

70) a)P'(1, -4, -3)

71) N(5,-2,-3), (7,-3,-2)

72) a) 3v29 ua.
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y=0

b)m=3, n=7

152
b) O'(=,=,—
) 333)
b)6529 u.c ¢) 12 u.v




