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2) Demonstrar que o segmento cujos extremos sio os pontos médios de dois lados de um D i ¢
tridngulo € paralelo ao terceiro lado e igual 4 sua metade. Problemas P I‘OpOStOS
jours : ins- Qs
Solugio 1) A.Flgum 1;29 apresenta o losango EFGH ins E G
. A . crito no retingulo ABCD, sendo O o ponto de
Seja o tridngulo ABC e M e N os pontos médios dos lados CA e CB, respectivamente (Fi- intersecdo das diagonais desse losango. Decidir A - B
gura 1'21?)‘1 i c se ¢ verdadeira ou falsa cada uma das seguintes
. _e. a Eura, tem-se . afirmagdes: Figura 1.29
MN=MC+CN
lA—C’ IC—B> a) EO = OG fy H-E=0-C k) AO // OC
=— +— - — — _— ——
2 2 M N b) AF = CH ) IACI=IBDI ) AB L OH
:%(A_E+E§) ¢) DO = HG h) ld&l:%lﬁii m) EO L CB
e A B d)IC-0l=10-BI i) AF // CD n) AO L HF
2 Figura 1.26 e) IH-Ol=IH-DI i) GF // HG 0) OB =-FE

Portanto, MN // AB e IMN | = l’@’ 2) Dec1d1£ se eﬂverdadelri ou filsa cada uma das afirmagoes:
2 a)Seu =v,entdolul=Ivl

n . by Selul=Ivl entio u = v.
Angulo de Dois Vetores
O angulo entre os vetores ndo-nulos u e v é o angulo 6 for- d)Seu =v,entdo u // v.
mado por duas semi-retas OA ¢ OB de mesma origem O (Figu-
ra 1.27), onde u = OA, v = OB ¢ 0 <6 < (0 em radianos)
ou 0° <0< 180°

Se u//v e u e v tém o mesmo sentido, entdo 6 = 0. E o

c) Sea//:/,entﬁoa =;.

e)Sew =u+v,entdolwl=lul+Ivl.

f) Iwl=lul+lv |, entdo H vew sio paralelos.

g) Se AB = BE entdo ABCD (vértices nesta ordem) € paralelogramo.
W I5vI=k5vi=5lvl.

que ocorre, por exemplo, com os vetores u e 2u que tém o : iy v sd i
' P b0, 4 i) Os vetores 3v e-4v sdo paralelos e de mesmo sentido.

mesmo sentido (Figura 1.28(a)).

D) Seu/v,lul=2elvi=4,entio v =2u ou v =-2u.

Figura 1.27

- -y
- - - . ) ) . N . ky Selv!=3,0oversorde-10v € -—.
Se u//v e u e v tém sentidos contrdrios, entio ® = . E o caso de u e -3u (Figu- 3

ra 1.28(b)). 3) Com base na Figura 1.29, determinar os vetores abaixo, expressando-os com origem no
ponto A:
a) OC + CH ¢) EO + BG iy OG - HO
HE* u b) EH + FG t)2161§+20—C i) AF + FO + AO
. 2u B -3u ¢) 2AE +2AF g) EBC+EH
(a) (b) d) EH + EF h)‘ FE + FG

Figura 1.28 B e o e
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4) O paralelogramo ABCD (Figura 1.30) é determinado D M c
pelos vetores AB e AD, sendoM e N pontps médios.
dos lados DC e AB, respectivamente. Deterrrnpar:
a) AD + AB d) AN + BC . .
b) BA + DA e) MD + MB
) A_(3 - i3—(f ) BT;[ - .IED—C‘ Figura 1.30

5) Apresentar, graficamente, um representante do vetor u - vV NOS €asos:

-
v -
u
-
-
- 7 v g/47_> v
-
u

(@ (b) © @

6) Determinar o vetor X nas figuras:

. —- -
- v - X -
X u u X u
N
u
=~ -
X v v
N
v

(a) (b) © (d)
7) Dados trés pontos A, B e C nio-colineares, como na Figura 1.31, representar o vetor
; Nnos casos: o - B
a) X = BA +2BC ¢) X =3AB -2BC ]
=7 o o LT o ;
b) x =2CA +2BA d)x:EAB-ZCB
[ ]
Ae C

Figura 1.3}

TIF (T N IR TR
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8) Dados os vetores u e v da Figura 1.32, mostrar, em um

gréafico, um representante do vetor T

a) u-v

b)v-u

0 -v -2u o

d) ZH - 3; Figura 1.32

9) No tridngulo ABC (Figura 1.33), seja AB =2 e AC = b.
Construir um representante de cada um dos vetores
a+h

d)£+6

1o
PO | —

C
b
.-
e) 2a---b
2 AT
| - Py

f) —a-2b
3

Figura 1.33
10) Dados os vetores a. b e ¢ (Figura 1.34), apresentar,
graficamente. um representante do vetor x tal que a

N - - N . b
4) x =4a -2b-¢

Il
o
U

Figura 1.34

1) Na Figura 1.35 estio representados os vetores coplanares W
u. v e w. Indicar. na prépria figura, os vetores

a) av e bw talque u =av +bw

<4

b) ou e Bw tulque v =ctu +Pw
Teria sido possivel realizar este exercicio no caso de os

vetores u. v e w serem ndo-coplanares?

Figura 1.35

12) Sabendo que o dngulo entre os vetores u e v é de 60°, deterninar o angulo formado
pelos vetores

a) Ue-v b) -u e2v c)fae-; d)3ﬁe5;

13)

14)

15)

ra

a)

b)
c)
De
qu
De
lag
igy
Nd

a)

a)
b)




|
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13) Dados os vetores coplanares ﬁ, vew representados na Figu- v
ra 1.36, determinar
a) um representante do vetor X + ;,’ sendo
- - - - - = u
xX=u+2vey=v-2u;
b) o angulo entre os vetores 3vew ; 60
¢) o angulo entre os vetores DQue-w. 45
14) Demonstrar que os pontos médios dos lados de um quadrildtero
qualquer sdo vértices de um paralelogramo.
15) Demonstrar que o segmento de extremos nos pontos médios dos Figura 1.36
lados ndo-paralelos de um trapézio é paralelo as bases e
igual & sua semi-soma. 2
16) No tridngulo ABC (Figura 1.37), temse BM = %Eé e
— 1] — J— R e C
BN= 3 BC. Expressar os vetores AM e AN em fun- N M
¢do de AB e AC. Figura 1.37
‘espostas de Problemas Propostos
Ja Vv e) F Vv m) V
vy F f) F j) F n) F
oV gV kv oV
d Vv hy vV VY
)V d v ® F Y
b) F e) F h) V kV
c) F HVv i) F
}) a) AE d) AB g) AH; i) AC
b) AC ¢) AO h) AD
o AC' f) AD i AO
b a) AC ¢) AB e) MN
b) CA d) AM f) BD
5) a) u-v b) U -v c) v-u d)ﬁ+_v.
1) Niao
7)) a) 120° b) 120° c) 60° d) 60°
3) b) 75° c) 60°

T e 9 | —
6) AM=_(AB+AC) e AN=§AB+%AC
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O TRATAMENTO ALGEBRICO

Vetores no Plano
Consideremos dois vetores _\;1 e ;2 ndo-paralelos, representados com a origem 1

ponto O, sendo 1, € 1, retas contendo estes representantes, respectivamente, (Figura 1

o

i
t
1
1
1
1
!

Figura 1.38

- — -

Os vetores u, v, W, t , X ey, representados na figura, sdo expressos em 1 ;

de vy e v por
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Logo

W =3AB +u - v

Observacao
No plano, todo conjunto { vi, vz } de dois vetores ndo-paralelos constitui uma de suas

bases, isto &, todo vetor desse plano é combinagio linear de Vievs.

No espago, todo conjunto de trés vetores ndo-coplanares constitui uma de suas ba-
ses, isto &, todo vetor do espago pode ser escrito de modo unico como combinacao linear
dos vetores desta base.

Como no exercicio anterior o sistema (4) tem solugdo unica (a;=3, a;=1e a3 =-1),
podemos “intuir” que o conjunto { AB, u s v } € uma base deste espago e, portanto, estes
trés vetores sdo ndo-coplanares.

2) Encontrar o vértice oposto a B no paralelogramo ABCD, sendo dados A3, -2, 4),
B(5, 1,-3)e C(O, 1, 2).

Solugao
O ponto D (Figura 1.62) € dado por D c
D=A+BC ou D=C+ BA
Como BC=C-B= (-5, 0, 5), pela 1° igualdade
obtemos A B
D=(3,-2,4+(50,3) Figura 1.62
D=(2,-2,9)
3) Sabendo que o ponto P(-3, m, n) pertence a reta que passa pelos pontos A(l, -2, 4) e
B(-1, -3, 1), determinar m e n.

Solugao
Como os pontos A, B e P pertencem 2 mesma reta (Figura 1.63), qualquer dupla de veto-

res formados utilizando estes trés pontos sio paralelos. Tomemos a condi¢do AB // AP

ou seja
(-2,-1,-3)// (-4, m+2,n-4)
e, portanto, A B P
—2 -1 3
Figura 1.63

—4 T m+2 n-4

ou
2m+2)=
2m-4)=12
sistemna de soluggo m=-4 en =-2.
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4) Seja o tridngulo de vértices A(4, -1, -2), B(2, 5, -6) e C(l, -1, -2). Calcular o compri-
mento da mediana do tridngulo relativa ao lado AB.

Solucao

A mediana em questdo, de acordo com a Figura 1.64, é o segmento que tem como extremi-
dades o ponto médio M de AB e o vértice oposto C. Entdo, o comprimento da mediana € o

médulo do vetor MC . c
442 -1+ 5 -2-6
M (—2 5 ———) ou M@, 2,-4)
e >
. A M
MC =C-M=(1,-1,-2)-(3,2,-4=(-2,-3,2)
Portanto Figura 1.64

IMCl=/(-2)? +(-3)2 +2? =J4+9+4 =17

¢ voblemas Propostos

) Dados os vetores u =2 - 3} , v=i- j ew =21 +T,deternﬁnar

:1)2i1—\/ )16-2;-—
2

1 —

b) v-u +2w & 3u-Lv- Ly
2 2

2) Dados os vetores ﬁ =(3,-1e v = (-1, 2), determinar o vetor X tal que
2) 4(3-v)+ %g —25-x

b)3X -2V - u)=2(4x -3u)

Dados os pomos A(-1, 3), B(2, 5) C@, -l)eO(O 0), calcular

a) OA - AB b) oC - BC c) 3BA -4CB

Dados os vetores u= (2, -4), v=(-5, 1) e w = (-12, 6), determinar a, e a, tais que

3

~—~

4

-~

w=au+a,v
5) Dados os pontos A(3, -4) e B(-1, 1) e o vetor ; = (-2, 3), calcular
a) (B-A)+2v ¢) B+2(B-A)
B) (A-B)- v d) 3v-2(A-B)
6) Sejam os pontos A(-5, 1) e B(1, 3). Determinar o vetor v= (a, b) tal que

a)B=A+2v b) A=B+3v
Construir o grafico correspondente a cada situacéo.
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7) Representar no grifico o vetor AB e o correspondente vetor posigao, nos casos:
a) A(-1,3)eB(@3,5) c) A4, 0)eB(0, -2)
b) A(-1,4)e B4, 1) d) A3, 1)eB@3, 4
8) Qual o ponto inicial do segmento orientado que representa o vetor v = (-1, 3), saben-
do que sua extremidade estd em (3, 1)? Representar graficamente este segmento.
9) No mesmo sistema cartesiano xOy, representar
a) os vetores u=(2,-1)e v=(2,3), com origem nos pontos A(1, 4) e B(1, -4), res-
pectivamente;
b) os vetores posiciode u e v.
10) Sejam os pontos P(2, 3), Q4. 2) e R(@3, 5).
a) Representar em um mesmo grafico os vetores posicio de u, v e w de modo que
Q=P+u,R=Q+veP=R+w.
b) Determinar u o+ ; + W.
11) Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para
a) A(-3,-1), B, 2)eC(5,5)
b) A5, 1), B(7,3)e C(3, 4)
12) Sabendo que A(l, -1), B(5, 1) e C(6, 4) sdo vértices de um paralelogramo, determinar
o quarto vértice de cada um dos trés paralelogramos possiveis de serem formados.
13) Dados os pontos A(-3, 2) e B(5, -2), determinar os pontos M e N pertencentes ao

— —_— == 2= . e
segmento AB tais que AM = % AB e AN = 3 AB . Construir o grafico, marcando

— 3 —_
os pontos A, B, M, N ¢ P, devendo P ser tal que AP = 5 AB.

14) Sendo A(-2, 3) e B(6, -3) extremidades de um segmento, determinar
a) os pontos C, D e E que dividem o segmento AB em quatro partes de mesmo com-

primento;
b) os pontos F e G que dividem o segmento de AB em trés partes de mesmo comprimento.

15) O ponto P pertence ao segmento de extremos A(X;,Yy) € B(x,,y,) € a distincia
dele ao ponto A € a terga parte da distancia dele ao ponto B. Expressar as coordena-
das de P em fungio das coordenadas de A ¢ B.

16y Dados os vetores u = (1, -1), v=(3,4)e w = (8,-6), calcular

a) lul olwl el2u - wl )~
vl

R - - - - u
b) vl dlu + vl flw -3ul b| =
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17) Calcular os valores de a para que o vetor u = (a, -2) tenha médulo 4.

u
u

18) Calcular os valores de a para que o vetor u = (a, i) seja unitdrio
5 .

19) Provar que os pontos A(-2, -1}, B(2, 2), C(-1, 6) e D(-5, 3), nesta ordem, sdo vértices
de um quadrado.

20) Encc;ntrsr um ponto P de eixo Ox de modo que a sua distdncia ao ponto A(2, -3) seja

iguala 5.

Dados os pontos A(-4, 3) e B(2, 1), encontrar o ponto P nos casos

a) P pertence ao eixo Oy e é egiiidistante de A e B;

b) P é eqiiidistante de A e B e sua ordenada é o dobro da abscissa;

¢) P pertence a mediatriz do segmento de extremos A e B.

21

22) Enfontrar o vetor unitdrio que tenha (I) o mesmo sentido de Ve (II) sentido contrario
a Vv, nos casos:
a) v=-1 + ] b) v=3i -]
0 v=(1,43) d) v=(0.4)

23) Dado o vetor v = (I, -3), determinar o vetor paralelo a v que tenha:

~

a) sentido contrério ao de v e duas vezes 0 médulo de v ;
b) o0 mesmo sentido de v e médulo 2;

¢) sentido contrério ao de v e médulo 4.
Tragar no mesmo sistema de eixos os retingulos de vértices
a) A0, 0, 1), B(0, 0, 2), C(4, 0, 2) e D(4, 0, 1)
b) A2, 1, 0), B(2, 2, 0), C(0, 2, 2) e D(0, 1, 2)
25) Tragar o retdngulo formado pelos pontos (x, y, z) tal que
a)x=0,1<y<4 e0< z<4
b)-1<x <2, 0<y<3 ez=3
26) Construir o cubo constituido dos pontos (x, y, z), de modo que
a)4<x <2, 1<y<3e0<z<2
b) 2<x<0,2<y <4 e 4<z <2
27) Construir o paralelepipedo retdngulo formado pelos pontos (x,y,z), de modo que
I <x<3,3<y<5e0<2z<4. Quais as coordenadas dos oito vértices do paralelepipedo?
Calcular a distancia do ponto A(3, 4, -2) -

24

=

28

P

a) ao plano xy;
b) ao plano xz;
¢) ao plano yz;

d) ao eixo dos x;
€) ao eixo dos y;
f) ao eixo dos z.




G F
' z
H Ir E \
| 3
E 29) A Figura 1.65 apresenta um paralelepi-
i 42 pedo retingulo de arestas paralelas aos
i ,// eixos coordenados e de medidas 2, 1 e
Bl-—ooo-e- W ,’/1 3. Determinar as coordenadas dos
/ 14l v vértices deste solido, sabendo que
e
C 2 D AQ2,-1,2).
Figura 1.65 Z\ z
5 C
|
D i ) y
30) O paralelepipedo retingulo de dimensdes 3, i
4 e 5 esta referido ao sistema Oxyz con- i
forme a Figura 1.66. Considerando um [
segundo sisterna chamado de O'x'y'z', onde S y
Ox//0'x', Oy//Q'y' e 0z//0'Z', e sendo O' //" """"""" 4 ’
um dos vértices do paralelepipedo de s
acordo com a figura, determinar as coor- 3 ) B
denadas dos pontos O, A, B, C, D e O' A
em relagdo aos sistemas dados. X
Figura 1.66
31) Dados os pontos A(2, -2, 3) e B(1, 1, 5) e o vetor v = (1, 3, -4), calcular:
a) A+3v ¢) B+2(B-A)
b) (A-B)-v d) 2v -3(B-A)
32) Dados os pontos A(3, -4, -2) e B(-2, 1, 0), determinar o ponto N pertencente ao seg-

33

~

N —

mento AB tal que AN = §AB .
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Dados os pontos A(l, -2, 3), B(2, 1, -4) e C(-1, -3, 1), determinar o ponto D tal que

AB + CD= 0.

44

34

~

35)

36

37)
38)
39)

40)

41)

43)

-

44)

45)

46)
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Sabendo que3a —4;=2Q,dcterminar a, b, e ¢, sendo ﬁ:(z, -1, ¢), ;z(a,b—Z, 3e
w=(4,-1,0)
Dados os vetores u= (2,3, -1), v=(1,-1, ew = (-3, 4, 0),

a) determinar o vetor X demodoque3u - v + x=4Xx +2w;

b) encontrar os nimeros a,, a, € as tais que a; u+ a, v+ aj w= (-2, 13, -5).

Representar no mesmo sistema Oxyz o vetor v= (1, -1, 3) com origem nos pontos

0(0, 0, 0), A(-3, 4, 0), B(-2,4,2),C(3,0,-4) e D(3, 4, -2).

Sendo A(2, -5, 3) e B(7, 3, -1) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD e

M(4, -3, 3) o ponto de intersecdo das diagonais, determinar os vértices C e D.

Determinar os trés vértices de um tridngulo, sabendo que os pontos médios de seus

lados sdo M(5, 0, -2), N(3, 1, -3) e P(4, 2, 1).

Dados os pontos A(1, -1, 3) e B(3, 1, 5), até que ponto se deve prolongar o segmento

AB, no sentido de A para B, para que seu comprimento quadruplique de valor?

Sendo A(-2, 1, 3) e B(6, -7, 1) extremidades de um segmento, determinar

a) os pontos C, D e E, nesta ordem, que dividem o segmento AB em quatro partes de
mesmo comprimento;

b) os pontos F e G, nesta ordem, que dividem o segmento AB em trés partes de mes-
mo comprimento.

O ponto A ¢ um dos vértices de um paralelepipedo e os trés vértices adjacentes sdo B,

C e D. Sendo AA' uma diagonal do paralelepipedo, determinar o ponto A' nos se-

guintes casos:

a) A(3,5,0),B(1,5,0),C3,5,4)eD@, 2, 0)

b) A(-1, 2, 1), B3, -1, 2), C(4, 1, -3) e D(0, -3, -1)

¢) A-1,2,3), B(2,-1,0),C(3, 1, 4) e D(-2, 0, 5)

Apresentar o vetor genérico que satisfaz a condi¢io:

a) paralelo ao eixo dos x; e) ortogonal ao eixo dos y;
b) representado no eixo dos z; f) ortogonal ao eixo dos z;
c¢) paralelo ao plano xy; g) ortogonal ao plano xy;
d) paralelo ao plano yz; h) ortogonal ao plano xz.

Quais dos seguintes vetores U = (4, -6, 2), v = (6,9, -3), w = (14, 21, 9) e t = (10, -15, 5)
sdo paralelos?

Dado o vetor ; = (3, 2, 5), determinar a e b de modo que os vetores E: 3,2,-)e
; =(a, 6,b)+ 2;/' sejam paralelos.

A reta que passa pelos pontos A(-2, 5, 1) e B(1, 3, 0) € paralela a reta determinada
por C(3, -1, -1) e D(0, m, n). Determinar o ponto D.

Verificar se s3o colineares os pontos:
a) A(-1,-5,0), B2, 1,3)e C(-2, -7, -1)




47)

48)

49)

50)

51)
52)

53)

54)
55)

56)
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b) A2, 1,-1),B(3,-1,0)0e C(1,0,4)

c) A(-1,4,-3),B(2,1,3)eC4,-1,7)

Sabendo que o ponto P(m, 4, n) pertence 4 reta que passa pelos pontos A(-1, -2,3)e
B(2, 1, -5), calcular me n.

Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para

a) A(-1,0,3),B(1,1,2)e C(3,-2,5)

b) A4, 0,1),B(5,1,3)eC(3,2,5)

Verificar se sdo unitdrios os seguintes vetores:
- - 1 2 1
u=(,1,1) e v=(—F.-—,—F—)

J6© Vo e

. - 13, . .
Determinar o valor de n para que o vetor v = (n, -E,Z) seja unitario.

Determinar o valor de a para que u= (a, -2a, 2a) seja um versor.
Dados os pontos A(l, 0, -1), B(4 2, 1) e C(1, 2, 0), determinar o valor de m para que

Ivl_7 sendo v=mAC + BC.

Determinar o valor de y para que seja eqiiildtero o tridngulo de vértices A(4, y, 4),
B(10, y,-2)e C(2, 0, -4).

Obter o ponto P do eixo das abscissas eqiiidistante dos pontos AG,-1,4)eB(1,-2,-3).
Obter um ponto P do eixo das cotas cuja distincia ao ponto A( 1,2,-2) sejaigual a 3.

Dado o vetor v=(2, -1, 3) determinar o vetor paralelo a v que tenha
a) sentido contrério ao de v e trés vezes 0 modulo dev v;
b) o mesmo sentido de v e médulo 4,

¢) sentido contrdrio ao de v e médulo 5.

Respostas de Problemas Propostos

1

2)
3)
4)
5)
0)
8)

10)
11

2) (3.-5) b) (-5, 4) ou¢%> @(%;%
15 15 23 11

D (22 b ()

a) (-4, 1) b) (2, 5) ¢) (-5, -30)

aj=-le a;=2

a) (-8, 11) b) (6, -8) c) (-9,11) d) (-14, 19)

v =G, 1) b v=(2, -%)

@, -2)

b) 0

a) D(-2,2) b) D(I, 2)
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12
13)

~

14

~

15)

16)

29)
30)

31
32)
33)

3 3 5
PR S ) |
a) V2 ) 10 e) 2413 2 (-%, g)
b) 5 d) V13 ) 34 h) 1
+243
L
2
(6, 0) ou (-2, 0)
a) P, 5) b) P(-5, -10) ¢) P(x,3x+5), xe R
11 11 3 1 301
) (=) e (= mm) b (= =) € (e, =
RN A AW TN T LN TR TR
1 ﬁ 1 3
) (5 —2‘ “2', —2‘) d) (0, De(O,-1)
2 6 4 12
a) (-2, 6) b) (=, -— —
NN RN TN T
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2,2, 0.4 ¢ (10,6)
MUﬂLM%n§LHQ4)

3 3
a) C(0, —), D(2,0), E4, -=
a) (( 2) (2, 0), E(4 2)

2 10
b) F(=,1 —, -
) (3,),G(3,1)

Vértices da base inferior: (1, 3, 0), (1,5,0),(3,3,0e((3,5,0)

Vértices da base superior: (1, 3,4), (1,5,4),(3,3,4 e (3,5, 4)

a) 2 c) 3 e) \/ﬁ

b) 4 d) 245 f) 5

B(2, -3, 2), C(3, -3, 2), D(3, -1, 2), E(3, -1, 5), F(2, -1, 5), G(2, -3, 5), H(3, -3, 5)

em relagdo a Oxyz: O(0, 0, 0), A(3, 0, 0), B(3, 4, 0), C(0, 4, 5), D(3, 0,5 e O(3,4,5)
em relagdo a O'x'y'z": O(-3, -4, -5), A(0, -4, -5), B(0, 0, -5), C(-3, 0, 0), D(0, -4, 0) e
0'(0, 0, 0)

a) (5,7,-9) b) (0, -6, 2) c) (-1,7,9) d) (5,-3,-14)

N(1, -2, - ¢ )
5
D(-2, -6, 8)




34) a=-t b=T c=4
207 %
35) a) x—(E % -f)

b) a|_2, az——3, a;=1
37) C6,-1,3)eD(1,-9,7)
38) (4,-1,-6),(6,1,2)e(2,3,0)
39) (9,7,11)

40) a) (0, -1, )(2 -3,2), 4, -5, 3)
257 10 135

b) ( 373 3 =) ( 3’ )
41) a)(1,2,4) b) o, -7, 4) c) (5,-4,3)
42) a)(x,0,0) ¢) (x,5,0) e) (x,0,2)
b) (0, 0, z) 4 ©,y,2) f) x,0)
43) sdo paralelos u vet
44)a=9eb=-
45)D(0, 1, 0)
46) a) sim b) ndo ¢) sim

47) m=5 e n=-13
48) a) D(1,-3,6) b)D(2,1,3)

49) v é unitario
50) +

51)

52) 3ou-—

53) £2
54) P(3,0,0)
55) P(0,0,0) ou P(0,0,-4)

56) a) (-6,3,9) 8 4 -i)

b T s
AN TR R

T i i
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2 (0,0,2)
h) (0,y, 0)

10 5 15
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Produto
Escalar

Definicao Algébrica
Chama-se produto escalar de dois vetores u= X i+ A4 j9+ Z, ke
v= Xo i+ \Z) ]T.+ Zy E , € se representa por u.v , a0 nimero real
U. V=X Xy + Y1 ¥y + 2129 (D
O produto escalar de u por v também é indicado por < u v>esele“u escalar v”.

Exemplos
1) Dados os vetores u=3i —5]. +8kev =41 -2? - E,tem—se

u. v=34)- S +8(-1=12+10-8=14

2) Sejam 05 vetores U = (3,2, e v =(- 1 -4, -1). Calcular:
2) (U+v). QU - v), b)u.u 0. u
Solucao

a) Como u + =(2,-2,0) e
2u - v =(6,4,2)-(-1,-4,-1)=(7, 8, 3), tem-se
(U+v). U - v)=2(7)-28) +0(3)=14-16+0=-2
u=33)+22)+ 1(1)=3 +22+12—9+4+1_14
u=(0,0,0).(3,2. 1)=03)+02)+0(1) =

<l <

b)
)

u.
0.
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9) Calcular U.v+u.w +V. w sabendo que U+v+w _0 Iu|_2 lvi=3elwl=5.

Solugao - - 5 15) & dec ‘ B_sT+6T 10) Os pontos A, B e C sdo vértices de um tnangulo eqildtero cujo lado mede 20 cm.
1 15)¢é ostaem F =81 + R .
1N A Forga F (Figura ) € decomposta e =81+ Calcular AB . AC e AB . CA.
A 6N onde8=1Flcos 6, 6=IFlsen6 e d =201 +0j . 11) O quadrilitero ABCD (Figura 2.16) é um losango de lado 2.
8N O trabalho realizado pela for¢a F pode ser calcu- Calc_u}aL o ,
A d B lado por a) AC.BD d) AB.BC
w =IE . d (produto escalar) —_— - ., — b
Figura .18 - 4 (ro calan) b) AB.AD e) AB.DC
W=@8i +6j).(201i +0j) _B_AB_é tB_CEA; /
W=16017 o BA.BC D BC.DA
ou por 12) galcularlu + vllu-vle (l_l.+ Va) . (u-v), sabendo que
; W =IF11d!cos & lul=4,lvl=3eoanguloentre u e v éde 60°.
W = (10N)(20m)(cos 36,9°) 13) Sabendo que lul = V2, ivi=3e que U e v formam angulo Ei 216
— 160 J 37[ igura 4.
de T rad, determinar
Problemas Pl:opostos ) D128 -3y (5-2v)] blg - 251
D Dad(is os vetores u = (2.-3,-Dev =£1’ __,1’ 4),_'cal4cular 14) Verificar para os vetores U= -1,2)e v =(-3,2,-2) as desigualdades
2u.(v) o ) (usv).(u-v) a) 1u.v| < 1ul1v | (Desigualdade de Schwarz)
b) (u+3v).(v-2u) RACRAPR D ro 12 4 Determinar a d b) 14 + v1 < 101 +17 | (Desigualdade Triangular)
i =2 - = -2 = -1, -2, 4). Determinar a de ) - - - - - - -~
2) Sejam 0s velores u = 2 a, DV 3.1, Dew =(a 15) Qual o valor de ¢ para que os vetores a = 0ti+2j -4k eb =2i+(1-20)j + 3k
modo que u . V=(u+V). (V+W). N sejam ortogonais?
- t = e
3) Dados os pontos A (4, 0, 1) B (2,-2,1)eC (1,3, 2) e os vetores u= ( 16) Dados os vetores a = (2 1, (x) b (a+2,-52)e c = (7(1 8, o), determinar o valor
v = E L _2L3)' (lbter o vetor X» tal que b) (BC.3)x .3 )y -3 - de o, para que o vetor a + b seja ortogonal ao vetor c-a.
2v = v)x=(u. v)v -3x. .
A)3x +2v =x+ (AB uv )¢ -~ - . 17) Dados os pontos A(-1, 0, 5), B(2, -1, 4) e C(1, 1, 1), determinar x tal que AC e BP
4) Determinar o vetor v, para]elo a0 vetor u (2 -1,3), tal que v . u=-42. : sejam ortogonais, sendo P (x, 0, x - 3).
5) Determinar o vetor v, sabendo que Iv1=5, v é ortogonal ao eixo OX, v.w=6e 18) Provar que os pontos A(-1, 2, 3), B(-3, 6, 0) e C(-4, 7, 2) sdo vértices de um tridngulo
w=T+ 2] retdngulo.
' ) . ] -~ - - = 3 d 19) Dados os pontos A(m, 1, 0), B(m - 1, 2m, 2) e C(1, 3, -1), determinar m de modo que
6) Determinar o vetor v, ortogonal ao eixo Oy, v. v =8 e v . va=-3, sendo o tridngulo ABC seja retangulo em A. Calcular a drea do tridngulo.
Vi = (3, 1,-2e va = (-1, 1, ). 20) Encontrar os vetores unitdrios paralelos ao plano yOz e que sdo ortogonais ao vetor
7) Dados os vetores u= =(1,2,-3), v= (2 0,-1)e w = (3, 1, 0), determinar o vetor X v=041-2).
talquex . u_-16 Xx.v=0¢e X .w=3. 21) Determinar o vetor u tal que lul=2, o 4ngulo entre u e v=(1,-1,0)€45°e u ¢
8) Sabendo que lul= 2, Ivi=3 e 0.v= -1, calcular ortogonal a w = (1, 1, 0).
a)(u-3v). u o) (u+v).(v-4u)

b)2v-u). Q2v) ’ q),§3ﬁ‘+4§).’(-2§-5§)
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22) Seja o vetor v = =, -1, 1). Obter

23

b
4
-

27)

28)

29
30)

~ ~—

31)

~—

32)
33)

34)
35)

a) um vetor ortogonal a v ;
b) um vetor unitdrio ortogonal av ;
¢) um vetor de médulo 4 ortogonal av.
Sendo a LB, lal=6elbl= 8, calcular la + blela - bl,
Demonstrar que sendo u , Vv e w vetores dois a dois ortogonais, entao
alu + vE=luP+IvE
- - =0 -9 =5 — 5
bylu+v +wl=lull+Ivl+]wl.
Determinar o éngulo entre os vetores
a) u—(2 -l,-ye v =(-1,-1,2).
b) u_(l 2, e v—( 1, 1, 0).
Seja o tridngulo de vértices A(3, 4, 4), B(2, -3, 4) e C(6, 0, 4). Determinar o angulo
interno ao vértice B. Qual o Angulo externo ao vértice B?
Calcular os angulos internos do tridngulo de vértices A2, 1, 3), B(1,0, -1) e
C(-1,2, 1.
Calcular o valor de m de modo que seja 120° o angulo entre os vetores u = (1,-2, 1)
ev=(21m+1).
Calcular n para que seja de 30° o Angulo entre os vetores v = (-3, 1,n)e K.
Selul=4,1vI=2e 120° 0 Angulo entre os vetores ue v, determinar o angulo entre

- - - -

U+ v eu - v econstruir uma figura correspondente a estes dados.
Seja o cubo de aresta a representado na Figura 2.17. z
Determinar:
a) OA.OC d)I0BlelOG E D
b) OA.OD ¢) EG.CG .
¢) OE.OB f) (ED.AB)OG
£) o dngulo agudo entre a diagonal do cubo e uma

aresta; [0 SUE— i S
h) o angulo agudo formado por duas diagonais do cubo.  A) a

Calcular os angulos diretores do vetor ; =(6, -2, 3).
Os éngulos diretores de um vetor a sio 45°, 60° e 120° * Figura 2.17
elal=2. Determinar a.

Os angulos diretores de um vetor podem ser de 45°, 60° e 90°? Justificar.

Mostrar que existe um vetor cujos angulos diretores sio 30°, 90° e 60°, respectiva-
mente, e determinar aquele que tem médulo 10.
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36) Determinar um vetor unitdrio ortogonal ao eixo Oz e que forme 60° com o vetor i.
37) Determinar o vetor a de médulo 5, sabendo que ¢ ortogonal ao eixo Oy e ao vetor
v=i-2 k e forma dngulo obtuso com o vetor i.
38) Determinar o vetor v nos casos
a) vé ortogonal ao eixo Oz, Ivi= 8, forma angulo de 30° com o vetor ie angulo
obtuso com T;
b) v é ortogonal ao eixo Ox, Ivl= 2, forma angulo de 60° com o vetor ; e angulo
agudo com K.
39) Ovetor v é ortogonal aos vetores u = =(1,2,0)e w =(2, 0, 1) e forma dngulo agu-
do com o vetor j . Determinar v sabendo que Ivl= V21,

40) Dados os vetores u = 3,0, 1)e v = (-2, 1, 2), determinar proj\ju e proj v

~

41) Determinar os vetores projegiode v =41 -3 + 2k sobre os eixos cartesianos x

-~

ez
42) }};ara cada um dos pares de velores Uev, encontrar a prOJegao ortogonal de v sobre
u edecompor V como soma de v| comw sendo V, /! u e VvLu
a) u= 1,2,-2) e v = 3.-2, 1)
bu=1,1L1) e v=31,-1)
) u=(2,0,00 e v=(354
du=@G.1,-3) e v=(2-31

43) Sejam A(2, 1, 3), B(m, 3, 5) e C(0, 4, 1) vértices de R

um tridngulo (Figura 2.18).

a) Para que valor de m o tridangulo ABC é retangulo !
em A? ij

b) Calcular a medida da projecdo do cateto AB sobrea B m C
hipotenusa BC.

¢) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vér- Figura 2.18
tice A.

d) Mostrar que AH L BC.

44) Determinar o valor de k para que os vetores u = (-2, 3) e v = (k, -4) sejam
a) paralelos; b) ortogonais.
45) Obter os dois vetores unitdrios ortogonais a cada um dos vetores

a)4i +3] b) (-2, 3) Q) 1, -1)
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46) Determmar um par de vetores unitarios e ortogonais entre si, em que um deles seja

paralelo a v=6i +8)
47) Determinar, aproximadamente, o 4ngulo entre os pares de vetores

Bu=@21ev=04-2
by u=(l,-De v =(-4,-2)
L)u_(l 1) ev_(l 1)
48) Dados os vetores u=i- J ev =21+ J determinar o médulo e o angulo que os

seguintes vetores formam com o vetor i

a) u c) U+ v e) v-u
b) v d)u-v

49) Determinar o valor de a para que seja 45 © o dngulo entre os vetores u= 2, e
v =(,a).

50) Para cada um dos pares de vetores uev , encontrar o vetor projecdo ortogonal de v
sobre u e decompor v como soma de ;1 com ;2, sendo ;1 //ue ;QJ_G.
ayu=(1,00e v =4,3) Qu=@3ev =(1,2)

b u=(,Dev =(2,5)

Respostas de Problemas Propostos
1) a)-2 b) 21 c)-4 d)4

5
2) a=—
) 8

2

1
3) 3,6,-9) b) (-—,-—,1
a)( ) )(3 3 )

4) (-6, 3,-9)
5) (0,3,4) ou (0,3,-4)

6) (2,0,-1)

7 x=(2,-3,4)

8) a)7 b) 38 c) 4 d)-181

9) -19

10) 200 e -200

11) a)0 b) 2 )2 dy2 e 4 f) -4

12) 437, V13e7

13) a) 37 b) /50
15) -5

16) 3 ou-6
17) x= £l
2
18) BA.BC =0
19) m=1le @
2
20) ( ) ou (0, -
b Nl
2D (L1, v2) ou (1, -1, -2)
22) a) Dentre os infinitos possiveis: (1, 1, -1)
1 1 1
b) Um deles: (—, —,-—)
ﬁ V3T 3
4 4
¢) Um deles: (—
f 5B
23) 10e 10
25) a) 120° b)150°
26) 45°¢ 135°
27) A =50°57", B =57°1, C =722
28) Oou-18
29) 30
3
30) arc cos — = 49°'
J21
31) a)0 )0 e)a’

32)

33)
34)
35)

36)

b) 0 d) av2 e a3 f) @ a’, a%)

O = arc cos (2)531"

Y =arc cos (%) = 65°

a= (V2,1,-1)
Nio, cos? 45°+cos® 60°+cos? 90° # 1
(54/3,0,5)
1 f 1 V3
(— —,0 o

—,-—,0
u(2 5 )

B =arc cos (—%) =107
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g) arc cos @ = 54°44'

h) arc cos (%) =70°31
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37)

38)
39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

a= (245, 0, V/5)

a) (44/3.-4,0) b) (0, 1, /3)
(-2, 1. 4)

8 4 8 6

Z—, = .0 -=

(5795 € (202

47,37, 2k

- 1 2 2. - 10 4

a) vi=(-—, -—, ==, =
e B G y

m%=anew=uaa>
¢) vi=(3,0,0)e vo =(0, 5, 4)

d) ;1 =(0,0,0) (ae v sdo ortogonais) e 37 =v

aym=3 b)i\/% c)H(ﬂ, £9—4
26 26" 26° 26
8
a) — b) -6
)3 )
3 4 3 4
0 Gh e (5D b) (. o) e (e

NN ERES

1 1
)

1 1.
ﬁf’ AN

3 4 3 4 4 3
(5 5 ( ) (g g)e (g,-g)
1 .
a) arc cos (——)553" b) arc cos (-——) = 108
5 "o

d)\/g, arc cos (—L) =117

NG

e) \/g, arc cos (L) =63°

J5

a) 2, 45°

2
b) \/g, arc cos (—) = 26°
A

c)3,0°
30u—l
3
@) vi=(4.0), v2= (0, 3) ov1<——> —2Y
5 5
- 7 7. - 3 3
b) V|7(5~ EJ, V_*('Ea E)

2

NE

=)

c) 90°
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Produto
Vetorial

Preliminares

Antes de definirmos produto vetorial de dois vetores u ¢ v, faremos algumas considera-
¢Oes importantes:

a) O produto vetorial é um vetor, ao contrdrio do produto escalar u.v que ¢ um escalar

(nimero real).
b) Para simplicidade de cdlculo do produto vetorial, faremos uso de determinantes. Um

determinante de ordem 2 ¢ definido como

Xy
X2 Yo

Por exemplo,

= X1¥2 - X))y

302
4 5

¢) Algumas propriedades dos determinantes serdo utilizadas nesta secdo:
¢)) apermutacdo de duas linhas inverte o sinal do determinante.
Em relacdo ao exemplo anterior, temos

3)5) - (4)2) = 15+8 = 23

4
3

¢») se duas linhas forem constituidas de elementos proporcionais, o determinante €
zero (duas linhas iguais € um caso particular).

= (42)- 35 = 8 -15 = -23
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Uma Aplicacio na Fisica
O produto vetorial € uma imporiante ferramenta matematica utilizada na Fisica. Dentre
algumas de suas aplicagdes pode-se citar o forque.
O torque € uma grandeza vetorial, representado por T, e estd relacionada com a pos-
sibilidade de um corpo sofrer uma tor¢do ou alterar seu movimento de rotagdo.
A equagio para o célculo do torque é
t=r X F

onde | r | € a distdncia do ponto de aplicacdo da forga F ao eixo de rotagdo, ao qual o cor-
po esta vinculado.
Lembrando o calculo do médulo do produto vetorial visto em (3) tem-se

T l=IrlIFlsen® 2

onde 8 € o Angulo entre reF. \

‘b
Exemplo

Calcular o torque sobre a barra AB (Figura 3.11), A
onde AB = r =2f (em metros), F = 107 (em
newtons) e o eixo de rotagfio é o eixo z.

-

B
>0}

T
F

!

bR

Solucao *

O vetor torque, para o caso desta figura, é

dado por Figura 3.11
T=07+2] +0K)mx (107 +0] +0K)N

ou

=01 +0] -20K)mN

A

ou

= (-20k )mN

A

A intensidade (médulo) do torque pode ser calculado por

1T1=1711FIsen © = (2m)(10N) (sen 90°) = 20mN
ou por

IT1= (-20)2 =20mN
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Observacao \ )
Caso a forga lE seja invertida (Figura 3.12), isto é, > F
F=-101 (em newtons), o torque € dado por A 7 B /
A >y
T=01+2] +0k)mX(-10i +0j +0K)N
ou |))
7= (20k )mN. X

Fi 3.12
Problemas Propostos ur

1) Seﬁ=3_i’- T-ZE, ; =2T+4;- 1_: ew =-T+E,delerminar
1) UX YV + 10 X W
DUXv). v

K (UXv). w

Du.(vXw)

e) (U-v)X w
f)(ﬁx?)x@
2 ux(vXw)
h)u X(v+w)

aylu x ul

b)Y (2v)X(3V)

) (uXw)+(wxu)
d)(uXx v)X(vXu)

2) Efetuar

Q) ixk 9B1).2j)
b) j x(21) HBI)IXQ2))
9B1)x2K) 2. xi)
& 7. xk) . xk)

i)(?xf)xﬁ
DCxixj
Kix(xj)

D(j xk).i

3') Dados os pontos A(2, 1, -1), B(3, 0, 1) e C(2, -1, -3), determinar o ponto D tal que

AD = BCXAC.

4) Determinar o vetor x tal que x . (1,4,-3)=-7 e xX (4, -2, 1)=(3, 5, -2).
5) Resolver os sistemas
) xxj =k

X.(4i-2]+K)=10

D Xx@i-j +3K)=0
x.(i+2j -2k)=12

6) Dados os vetores u =
Xu=v.

que x L wex

G, 1,1, v=(4,1,3) e w = (1, 2, 0), determinar x de modo




f

88 Vetores e Geometria Analitica

7) Levando em conta a Figura 3.13, calcular z
a) OF x OD d) EC x EA B D
J— — —_ —_ —_— 1
b) ACx FA e) OA. (OCxOE) |
o) ABx AC f) GB x AR pft o |
A R = _ Ofecccec - f—Y
8) Sejamos vetores u =(1,-2,1), v=(1, 1, e w = /! 4
(1,0,-1).
a) Utilizar o produto escalar para mostrar que os v, a B
vetores sio, dois a dois, ortogonais.
Figura 3.13

b) Utilizar o produto vetorial para mostrar que o
produto vetorial de quaisquer dois deles € paralelo ao terceiro vetor.

¢) Mostrar que u X (v X w ) = 6
9

Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores U+2vev-u , sendo

u=(320ev=(0,-1,-2).

10) Obter um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos A(2, 3, 1), B(l, -1, e
C4, 1, -2).

11) Dado v ;= (1, -2, 1), determinar vetores ;z e ;3 de modo que os trés sejam mutua-

mente ortogonais.

~

12) Dados os vetores u = (1, 1,0)e v =(-1, 1, 2), determinar
a) um vetor unitdrio simultaneamente ortogonal a u e \7 ;
b) um vetor de médulo 5 simultaneamente ortogonal a uev.

13) Determinar um vetor de médulo 2 ortogonal a u= 3,2,2)ea v = ©, 1, 1).
14) Com base na Figura 3.14, calcular

o A
a) 1AB x ADI 4

- . 2 30 2
b) IBA x BClI
c) Iilf X EI » B - D
d) IAB x CDI N

Tt 2 2
e) IBD xAC! -
f) IBD x CDI ¢

15) Sendolul= 22, l;l=4e45°oangulo entre u e v, calcular Figura 3.14
a)l2u x v b) —ﬁxl;
5 2

16) Determinar u . v, sabendo que lu X vI=12, lul=13e v é unitdrio.

17)

18)

19)

20)

21

22)

23)
24)

© 25
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Dados os vetores U = (3,-1,2)e ; =(-2, 2, 1), calcular
a) a area do paralelogramo determinado por u ev;

b) a altura do paralelogramo relativa a base definida pelo vetor v .

Mostrar que o quadrilitero ABCD de vértices A4, 1, 2), B(5, 0, 1), C(-1, 2, -2)
e D (-2, 3, -1) é um paralelogramo e calcular sua area.

Dois vértices consecutivos de um paralelogramo sdo A(2, -4, 0) e B(l, -3, -1) e o
ponto médio das diagonais € M (3, 2, -2). Calcular a 4rea do paralelogramo.

Calcular o valor de m para que a drea do paralelogramo determinado por u = (m, -3, 1) e
v =(1, -2, 2) seja igual a +/26 .

Sabendo que lul= 6, Ivi=4 e 30°0 angulo entre u e;, calcular

a) a drea do tridngulo determinado por uev;

b) a drea do paralelogramo determinado por ue (—\; );

¢) a drea do paralelogramo determinado por U+veu- v
Calcular a drea do paralelogramo determinado pelos vetores ue v, sabendo que
suas diagonais sdo u + v = (-1,3,4)eu - v =(1,-1,2).

Calcular a distancia do ponto P(4, 3, 3) a reta que passa por A(l, 2,-1)e B(3. 1. 1.
Calcular a area do tridangulo ABC e a altura relativa ao lado BC, sendo dados

a) A4, 1, 1), B(1, 0, 1) e C(0, -1, 3)

b) A4, 2, 1),B(1,0, HheC(1, 2,0)

Encontrar um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos P, Q e R e calcular
a 4rea do tridngulo PQR.

a) P(3,0,0). Q, 3,0), R(,0, 2)

b) P(2.3,0), Q. 2, 1),R(2,0,2)

Calcular z, sabendo-se que A (2, 0, 0), B(0, 2, 0) e C(0, 0, 2) sdo vértices de um tri-
angulo de drea 6.

Dados os pontos A(2, 1, -1) e B(0, 2, 1), determinar o ponto C do eixo Oy de modo
que a drea do tridngulo ABC seja 1,5 u.a.

Sabendo que os pontos A(4, 0, 0), B(0, 0, 2), C(0, 3, 0) e D(4, 3, -2) s@o coplanares,
calcular a drea do quadrildtero ABCD.

Os pontos médios dos lados do tridngulo ABC sdo M(0, 1, 3), N(3, -2, 2) e P(1, 0. 2).
Determinar a drea do tridngulo ABC.

Respostas de Problemas Propostos

b a0 d) 0 0) (-6,-20, 1) 00
b) 0 &) (-5, 0, -5) ) (8. 2. 13) s
i) (8,-2,13) s
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2) a)-j )0 o
b) -2k f) 6k D-i
0)-6j 20 K) 0
a1 h) 0 D1
3) D(4,-1,1)
4 x=(,-1,2)
5) a) x=(1,-3,0) b) X = (-4, 2, -6)

6) Nio existe x pois u ndo é ortogonal a v .

7) a)(-a*,-a%, a’)

b) (-a’,-a>, 0)

) (0,0, a%)

d)(-a?,-a’%, -a%)

9) Um deles: (u+2v)X (v-u)=(-12, -18, 9)
10) Um deles: AB x AC = (12, -3, 10)

11) Uma das infinitas solugdes: vi= (1,-2, 1), va= (1, 1, 1) e v3=(-1, 0, )

A T T 11 1
12) a)(—=,-—,—) =, =
BRSO E AR
5 5 5 5 5 5
b) (=, -, (=,
BHEEY BER
13) (0,2, +/2) ou  (0,-v2, V2)
14) a) 243 )0 e) 43
b) 243 d)0 f) 243
15) a)l6 b)%
16) 50u-5 »
17) a) 3410 b) 410
18) V122
19) 274
20) Oou?2
21) a)6 b) 12 c) 24
22) /35

e)a

Ho

2435
24) a)V35 e T
25) 12,23 te R e 2N
26) 4 ou-4
27) C(0,1,0) ou C(O,%,O)
28). 24/61
29) 442
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7 7
b)—e —
)2

NG

b)t(1,4,6),te R ¢

J53

7




	lista1_Paulo_Winterle
	lista2_Paulo_Winterle
	lista3_Paulo_Winterle
	lista4_Paulo_Winterle

