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Sistemas de Equacdes Lineares

Uma equagdo linear em n varidveis x1, xp, ..., x; € uma equagdo da forma
A1x1+axs +...+ayx,; = b,

em que aq,4ay,...,a, € b sdo constantes reais;

Um sistema de equagdes lineares ou simplesmente sistema linear é um conjunto de
equacoes lineares, ou seja, € um conjunto de equagdes da forma

apnxy  +  apxy o+ - + apxp = b
ayx; + axx2 + ...+ amx, = Db
Am1X1 + AmeX2 + ces + AmnXn = by

em que a;; e by sdo constantes reais, parai,k=1,..., mej=1,...,n.
!

Usando o produto de matrizes que definimos na seqdo anterior, o sistema linear
acima pode ser escrito como uma equacdo matricial

AX =B,

em que
ay  ap o ... a1y X1 by
ay  ap ... a2 X2 by
A= , X = e B=
Om1 w2 ... Amn Xn bm
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Uma solugdo de um sistema linear é uma matriz S = , tal que as equagdes
Sn

do sistema sdo satisfeitas quando substituimos x; = s1,x2 = s,..., % = s5. O
conjunto de todas as solug¢des do sistema é chamado conjunto solu¢io ou solugio
geral do sistema. A matriz A é chamada matriz do sistema linear.



Exemplo 1.10. O sistema linear de duas equacgdes e duas incégnitas

x 4+ 2y = 1
2x + Y 0
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A solucdo (geral) do sistema acima é x = —1/3 ey = 2/3 (verifique!) ou
=]

Uma forma de resolver um sistema linear é substituir o sistema inicial por outro que
tenha o mesmo conjunto solugdo do primeiro, mas que seja mais facil de resolver. O
outro sistema é obtido depois de aplicar sucessivamente uma série de operagdes, que
ndo alteram a solugdo do sistema, sobre as equacdes. As operacdes que sdo usadas
sdo:

pode ser escrito como

| 23—

e Trocar a posicao de duas equagdes do sistema;

e Multiplicar uma equagdo por um escalar diferente de zero;
e Somar a uma equagdo outra equacdo multiplicada por um escalar.

Estas operagdes sdo chamadas de operagdes elementares. Quando aplicamos
operacdes elementares sobre as equagdes de um sistema linear somente os coefici-
entes do sistema sdo alterados, assim podemos aplicar as operacdes sobre a matriz
de coeficientes do sistema, que chamamos de matriz aumentada, ou seja, a matriz

a4 a1 ¢ by

anq [rh)) N A2 : bz
[A|B] = ,

A1 Am2 caa Amn b

Definicdo 1.5. Uma operacdo elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das seguintes operacgdes:
(a) Trocar a posigdo de duas linhas da matriz;
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(c) Somar a uma linha da matriz um miltiplo escalar de outra linha.

O préximo teorema garante que ao aplicarmos operagdes elementares as equagoes
de um sistema o conjunto solu¢do nio é alterado.

Teorema 1.2. Sedois sistemas lineares AX = Be CX = D, sio tais que a matriz aumentada [C | D] é obtida de [A | B]
aplicando-se uma operagdo elementar, entdo os dois sistemas possuemn as mesmas solucdes.

Dois sistemas que possuem o mesmo conjunto solugdo sdo chamados sistemas equi-
valentes. Portanto, segue-se do Teorema 1.2 que aplicando-se operacdes elementares
as equagdes de um sistema linear obtemos sistemas equivalentes.



1.2.1 Método de Gauss-Jordan

O método que vamos usar para resolver sistemas lineares consiste na aplicacdo de
operagdes elementares as linhas da matriz aumentada do sistema até que obtenha-
mos uma matriz numa forma em que o sistema associado a esta matriz seja de fécil
resolucdo.

Vamos procurar obter uma matriz numa forma em que todas as linhas ndo nulas
possuam como primeiro elemento ndo nulo (chamado pivd) o nimero 1 . Além
disso, se uma coluna contém um pivd, entdo todos os seus outros elementos terdo
que ser iguais a zero. Vamos ver no exemplo seguinte como conseguimos isso. Neste
exemplo veremos como a partir do faturamento e do gasto com insumos podemos
determinar quanto foi produzido de cada produto manufaturado em uma industria.

Definicdo 1.6. Uma matriz A = (aj)mxn estd na forma escalonada reduzida quando satisfaz as seguintes
condigdes:

(a) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) ocorrem abaixo das linhas ndo nulas;
(b) O pivé (1° elemento ndo nulo de uma linha) de cada linha ndo nula é igual a 1;
(c) O pivd de cada linha ndo nula ocorre a direita do piv6 da linha anterior.

(d) Se uma coluna contém um piv0, entdo todos os seus outros elementos sio iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (d),
dizemos que ela estd na forma escalonada.

Exemplo 1.12. As matrizes

1 00 1 3 0 2
010 e 0 0 1 =3
0 0 1 0 0 0 0
sdo escalonadas reduzidas, enquanto
1 11 13 -1 5
0o -1 2 e 0 0 =5 15
0 0 5 0 0 0 0

sdo escalonadas, mas ndo sio escalonadas reduzidas.

Este método de resolucdo de sistemas, que consiste em aplicar operagdes elemen-
tares as linhas da matriz aumentada até que a matriz do sistema esteja na forma
escalonada reduzida, é conhecido como método de Gauss-Jordan.

Observacido. Para se encontrar a solugdo de um sistema linear ndo é necessério transformar a matriz aumen-
tada do sistema na sua forma escalonada reduzida, mas se a matriz estd nesta forma, o sistema associado é o
mais simples possivel. Um outro método de resolver sistemas lineares consiste em, através da aplicacao de
operagdes elementares a matriz aumentada do sistema, se chegar a uma matriz que é somente escalonada (isto
é, uma matriz que satisfaz as condig¢des (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (d) da Defini¢do 1.6). Este
método é conhecido como método de Gauss.

O préximo resultado mostra que um sistema linear que tenha mais de uma solugao
nio pode ter um ntimero finito de solugdes.

Proposicdo 1.3. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. Se o sistema linear A X = B possui duas solugoes
distintas Xo # X3, entdo ele tem infinitas solucoes.




