AUTOVALORES E
AUTOVETORES

6.1 INTRODUGAO

Dada uma transformagdo linear de um espago vetorial nele mesmo, T:V >V
gostarfamos de saber que vetores seriam levados neles mesmos por esta trans-
formagdo. Isto é, dada T:V — ¥, quais sio os vetores v € V tais que T(v) =

= v? (v é chamado vetor fixo). Tentaremos elucidar esta questdo, considerando
algumas transformagdes que ja foram estudadas no capftulo anterior.

6.1.1 Exemplos

Exemplo I:
I:R? > R? (Aplicagdo identidade)
(e, ¥y (x, ¥)

Neste caso, todo R? ¢ fixo uma vez que [ix, ¥) = (x,¥), para todo (x, ») €R.

Exemplo 2.
re :R* > R? (Reflexdo no eixo-x}
(x, ¥} (x,-y) ou
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Geometricamente
A A
x
—_—
W
o e v) = v
y o o -
ryled £ W
Figura 6.1.1

Intuitivamente podemos notar que todo vetor pertencente ao eixo-x € mantido
fixo pela transformacdo ry. De fato:

1 0| x|_ 1x
0 -1 0{ 0],
ou seja, ry (x,0) = (x, 0).

Ainda mais, estes vetores sio os unicos com esta propriedade, visto que,

procurando vetores [;j| tais que

caimos no seguinte sistema:

ou

X =X
_y;y

As Unicas solugBes deste sistema sio vetores do tipo (x, 0), ou seja. sdo os
vetores pertencenies ao eixo-x.
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Exemplo 3:
N:R? > R? (Aplica¢io nula)
{x, »}~(0, 0)
Neste caso, o tnico vetor que é fixo pela aplicagio dada é o vetor nulo,
N(0, 0} = (0, 0).

Passaremos agora para o seguinte problema: Dada uma transformagao
linear de um espago vetorial T: ¥ — ¥, estamos interessados em saber quais
vetores sio levados em um mailtiplo de si mesmo; isto €, procuramos um ve-
tor v € ¥V e um escalar X € R tais que

T(v} = Av

Neste caso 7(v) serd um vetor de mesma ‘‘diregdo” que v. Por vetores de mes-
ma “‘diredo” estaremos entendendo vetores sobre a mesma reta suporte,

Como v = 0 satisfaz a equagdo para todo A, estaremos interessados em
determinar vetores v = {) satisfazendo a condigio acima. O escalar A serd cha-
mado autovalor ou valor caracteristico de T e o vetor v um gqufovelor ou ve-
tor caracteristico de T. Vamos formalizar este conceito.

Passaremos doravante a dar a designagio usual de operador linear para
uma transformagdo linear T:¥ - V (de um espaco vetorial nele mesmo).

6.1.2 Definicdo: Seja T:¥ — V um operador linear. Se existirem v € V,
v#0,e A€ R tais que 7v = Av, X é um guiovalor de T e v um aufovetor

de T associado a A,
Observe que A\ pode ser o nimero 0, embora v ndo possa ser 0 vetor
nulo. Daremos a seguir exemplos de como calcular autovalores e autovetores,

usando a definicdo.

6.1.3 Exemplos

Exemplo 1:
T:R* > R?
v 2V

X 2 0 xl 22| _ 4 x

y 0 2|y 2y y
Neste caso, 2 é um autovalor de T e qualquer (x, y) # (0, 0) ¢ um autovetor
de T associado ao autovalor 2. Observe geometricamente:
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Tl = 2v

Figura 6.1.2

De um modo geral toda transformagio

T:R* -+ R?
veav, ¢ = 0

tem « como autovalor e qualquer (x, y) # (0, 0) como autovetor corresponden-

te. Observe que 7(v) ¢ sempre um vetor de mesma dire¢io que v. Ainda mais
»

i) a <0, T inverte o sentido do vetor.
if) Jea| > 1, T dilata o vetor,

@) tal <1, T contrai o vetor.

&)  a=1,Téa identidade.

Exemplo 2:

re iR 5> R? (Reflexdo no eixo-x)

x, v} (x, -p)
x 1 0 x
¥ 10 -1 yi

Os vetores da forma [3:[ sio tais que

BN BRI

Assim, todo vetor (0, y), y # 0, é autovetor de r, com autovalor A = -1.
Como ji vimos no Exemplo 2 da se¢do 6.1.1 os vetores (x, 0) sio fixos por
esta transformacio, r,(x, 0) = 1(x, 0), ou seja, (x, 0) s3o autovetores corres-
pondentes ao autovalor 1.

Y
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i " A
v _—
relu) =u .
” -
r r'x(V' = -V
Figura 6.1.3

Exemplo 3.
T:R? - R? (Rotagio de 90° em tomo da origem)

(x, ) (9. %) [ﬂ ﬁ[? é“i]_ B]

Note que nenhum vetor diferente de zero ¢ levado por T num multiplo de si
mesmo. Logo, T ndo tem nem autovalores nem autovetores. ‘

Este é um exemplo de que nem todo operador linear possui fmtovalores
e autovetores. Este fato serd comentado melhor posteriormente (veja o Exemplo

2 de 6.2.2)
Exemplo 4.

Seja A {g ﬂ
o G 057

e Ty (x, ¥} = 2x + 21, »).

Para procurar os autovetores ¢ autovalores de Ty resolvemos a equagdo

Ty(v) =Avou
p R N Ax
y TNy W

Assim, temos o sistema de equagOes
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Y =Ay

Consideremos os casos quando i) y # 0 ¢ i) y =0.
i) Se y # 0, entdo da segunda equagio A = |.

logo2x + 2y =x e y = -%x. Obtemos assim, para o autovalor
A = 1, os autovetores do tipo (x, - % x), x # 0. Em outras palavras,

como T(x, - —;— x) = 1(x, - % x), 08 vetores sobre a reta x = -2y sdo
mantidos fixos pela transformagio T

i) Se y = 0, x deve ser diferente de 0, pois sendo o autovalor (x, ») seria
nulo, o que ndo pode acontecer pela definicio de autovetor. Da primei-
ra equagdo, 2x + 0 = Ax ou A = 2. Portanto, outro autovalor € 2 e qual-
quer vetor nao nulo (x, 0) é um autovetor correspondente. Entdo, todos
os vetores sobre o eixo-x sfo levados em vetores de mesma dire¢do:

T(x, 0) = (2x, 0) ou T(v) = 2v.
Temos assim, para esta transformagdo 7, autovetores (x, -% x),

x # 0, associados a0 autovalor 1 e autovetores (x, 0}, x # 0, associados a0
autovalor 2. Todos os outros vetores do plano sdo levados por T em ve-
tores de dire¢Bes diferentes.

6.1.4 Teorema: Dada uma transformagio T:V = ¥ e um autovetor v
associado a um autovalor A, qualquer vetor w = av (o # 0) também ¢ autove-
tor de T associado a A.

Observe isto nos exemplos ¢ mostre que em geral isto é vdlido. Mais
ainda, mostre que o conjunto formade pelos autovetores associados a um auto-
valor \ e o vetor nulo é um subespago vetorial de V, isto €, =
= {v € V:T(v) = v} ¢ subespago de V. (Veja o Exercicio 20 da secgao 6.3).
Vamos dar um nome a este subespago.

6.1.5 Definigdo: O subespago V) = {v € V:T(¥) = Av} ¢ chamado o
Subespaco associado ao autovalor \.

As nogbes de autovetor e autovalor de uma transformagdo linear (ou
matriz) sio fundamentais por exemplo em Fisica Atdmica porque os niveis de
energia dos dtomos e moléculas sdo dados por autovalores de determinadas ma-
trizes. Também o estudo dos fenémenos de vibragdo, andlise de estabilidade de
um avido e muitos outros problemas de Fisica levam & procura de autovalores e
autovetores de matrizes,
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No Capitulo 12 voceé terd uma idéia de como as nogdes de espago veto-
rial, autovalores € autovetores sdo utilizadas na resolugdo de sistemas de equa-
¢oes diferenciais, ¢ muitas situagdes fisicas sdo descritas por um sisterna de
equagoes diferenciais. (Veja 0 Exemplo 3 de 12.2.1 ¢ os Exercicios de 12.4.}

Outra aplicagdo importante que estamos visando ¢ a classificagdo de cont-
4 vista no Capitulo 11. Nela, autovalores ¢ autovetores

formas quadridticas. Mais especificamente, eles
que permitam identificar

cas e quddricas que ser
serio usados para “‘normalizar”
serdo usados para encontrar mudangas de referencial
quais as figuras geométricas que representam certas equagoes no plano ¢ no

espago.
6.1.6 Autovalores e Autovetores de uma Matriz

Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n, estaremos entendendo por
autovalor e qutovetor de A autovalor e autovetor da transformacao linear
Ty ‘R" 5> R, associada 4 matriz A em relagdo & base canonica, isto €,
Ty(v) =A-v (na forma coluna). Assim, um autovalor A € R de A, e um
autovetor v € R™, sdo solugDes da equagdo A + v = M, v = 0O

Exemplo: Dada a matriz diagonal

a1 0 vee 0
A= 0 daa 0
0 0 e fpp

e dados os vetores ¢; = (1, 0, ..., 0), &2 = (0, 1, 0,..,0), ..eqp =
={0, 0, ..., 0, 1), temos

A- € = . =d.1e; € em geral,
0
sdo autovetores

A - ¢; = a;e;. Entdo, estes vetores da base canonica de R”
para A, € 0 autovetor &; ¢ associado ao autovalor ay.
xima sec¢do que dada uma transformagdo lincat

zir 0 problema de encontrar

30 de autovalores para a matriz

Veremos na pro
TV > V e fixada uma base § podemos redu
autovalores e autovetores para T 4 determinag

718 .
H,B
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6.2 POLINOMIO CARACTERISTICO

Observamos N
ches de autorx:;)lsof ?Tﬂgjefjr Segag') anterior que se nos basearmos nas defini-
valores, estaremos adotando u' para efe.tuar os cilculos que determinam seus
mos procurar um métod Um procedimento muito complicado. Por isto va-

0do pratico para encontrar autovalores e autovetores de

uma matriz real A de ordem n, F 0 em que
n. Faremos um q
. _ exemplo para o cas
n = 3, ¢ em seguida generalizaremos para n qualquer

Exempio:
4 -2 0
A=!-1 1 0
o 1 2

Plrlocura;n?s vetores v € R? e escalares A € R tais que A - v = Av. Observe

e . . . - '

que se I for a matriz identidade de ordem 3, entdo a equagdo acima pod
escrita na forma Av = (Al)v, ou ainda, (A - Myv =0 poce st
Escrevendo explicitamente . .

4 2 0 A 00 x 0
-1 1 0|-]/0 X O y|=10
o 1 2 0 0 A z 0
Temos entdo a seguinte equagdo matricial:
4-2 2 0 x 0
-1 F-2 0 yi1=10
0 1 2-X =z 0

Se escrevermos explicitamente o sistema de equagdes lineares equivalent
equagdo matricial, iremos obter um sistema de trés equagBes e trés | n'e a esta
Se o determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero lr?(gogmtaS.
que este sisterna tem uma tnica solu¢dao, que € a solucic nula Ou’ S'f‘ eremos
=y =2z = 0. (Veja a observagdo final de 3.7.2.) Mas estamos ;"t Sejadx =
calcular os autovetores de A, isto €, vetores v 3 0, tais que (A el"?i!ISSa 05 em
Neste caso det(A - M) deve ser zero, ou seja - Mv = 0.
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3 2 = 0.

- POft;“:l?os— b Lu;r d7e?:(A- —1 ?\?1\)2' 1u2m pgh'némio em \. Este polindmio ¢ chama-
do o p(?liném?o caracteristico de A. Continuando a resolugao, temos

2 =
- 2!103(;\?\— =3 )Z_eo?‘\ = 3 sio as raizes do polinémio caracterl’stic:(: 3:1 ::ése
portanto os autovalores da matriz A sio 2 e 3. Conhecendo 0s au oua )
podemos encontrar 05 autovetores correspondentes. Resolvendo a equag
Av = Av, para 0§ casos:

H o A=2
4 2 offx x awty =X
g1 oflyi=2y| =yt Y =
o 1 2 z z y+2z=22

i i egunda que
A terceira equacio implica que y = 0 e por isso .veimos na seg . ‘1 s
x = 0. Como nenhuma equa¢do impOe uma restrigdo em z, O8 beepaco
- ) . . u
associados a A = 2 sio do tipo (0, 0, z), ou seja, pertencem ac § p

[(Or 01 1)]'
iy A=3
Resolvendo a equagdo Av = 3v, temos
ax + 2y = 3x
x4+ ¥ = 3y
y+2z=3

Tanto da primeira equag¢do quanto da segunda vemos que X = =2y e d;o
terceira vem z = y. Os autovetores associados ao autovalor A = 3 530
tipo (~2y, ¥, ¥), ou seja, pertencem ao subespago (-2, 1, Nl

6.2.1. O que fizemos neste exemplo com uma matr}z t} de o:::(r;ai;[gso-
de ser generalizado. Seja A uma matriz de ordem a. Quais 530 08 owlores
e autovetores correspondentes de A? Sdo exatamente aqu‘a-lesE que :zrl‘do e
equagdo Av = Av ou Av = (ADv ou ainda (A - A)v = 0. Escrev
equagio explicitamente, temos

Escrevendo esta equagdo explicitamente, temos

0
ay - iz din )xcl 0
aay aq2 -A d2n 2 =
- X 0
ani dn2 Gpn A n
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Chamemos de B a primeira matriz acima. Entdo B - v = 0. Se detB =+ 0, sa-

bemos que o posto da matriz B é n e portanto o sistema de equagdes lineares
homogéneo indicado acima tem uma dnica solugdo. Ora, como x, =x, = ... =

= x, = 0 (ou v = 0) sempre ¢ solugdo de um sistema homogéneo, entdo esta
inica solucdo seria a nula. Assim, a Gnica maneira de encontrarmos autoveto-
res v (solugdes nfo nulas da equagdo acima) é termos detB = 0, ou seja,

det(A - A} = 0.

Impondo esta condi¢do determinamos primeiramente os autovalores A que
satisfazem a equagdo e depois os autovetores a eles associados. Observamos que

ap - aes A

P(A) = det(A - Al) = det

am e a,m —h

¢ um polinémio em A de grau n

PN = (@ - N ... @y - A) + termos de grau < n, ¢ os autovalores

procurados so as raizes deste polindmio. P(A) é chamado polindomio caracteris-
tico da matriz A.

Consideremos mais alguns exemplos para fixar melhor o processo envol-
vido no calculo de autovalores e autovetores através do polindmio caracterfs-

tico.
6.2.2 Exemplos

Exemplo I:

a-[24]

-3-2A 4
det(A - M) = det[ 1 5 Ajl

=(-3-0)(2-N)+4
=AM + X -2=PQ.
PAN=0 =Q-1D(A+2)=0 ou A=1 ou A=-2

Entio os autovalores de A sio [ ¢ -2. Procuramos agora os autovetores asso-
ciados.

Bibtioteca de g
Cigncia & Tecrnolygla
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i a=1
Temos

Logo
SBx tdyl | x -dx + 4y =0
-x t 2y ¥y x+ y=0

Entdo, temos que x = y.
Portanto os autovetores associados a A = 1 sdo os vetores v = (x, x),

x # 0.
iy A =-2.
3 40 x | x SBx t4y | | -2
[-1 2][y]“2[y] 0"[ -x+2y]“[-2y]
Entdo

x+t4y=0 _
{~x+4y=0 ou x =4y.

0Os autovetores cotrespondentes ao autovalor X = -2 sdo da forma

v=(ay, )y #0(ou v=(x7x)

V=TV
X = 4y

Figura 6.2.1

As retas acima sio “invariantes” em relagdo a esta aplicacio.

Autovalores € Autovetores

Exemplo 2:
I V3ooa
A { 1 \/—3}
POV = det(A - Al) = det[\ﬁl"‘ \/él- J
=W3I-n+1
=2 -2vV3a+4a.

189

P(A) = 0 ndo admite raiz real (A = -4), logo a matriz A ndo admite autova-
lores (nem autovetores). Isto significa que a transformacdo dada pela matriz A

ndo preserva a dire¢do de nenhum vetor. Ty (v) # Av, v == 0.
Geometricamente, eomo

— J3 -l
Aol V3 L2 o] T 2
1 V3o 2]l /3
2 2

_ 2 0 cos30°  -sen30°
0 2 ||sen30° cos30° |,

a transformagdo T, dada pela matriz A é uma rotagdo de 30° composta com uma

dilatacao.

T,(x, ») =(V3x-y.x+V3p)
T,(1,0) = /3. 1) ¢ T3(0,1) = (-1,V3).

TiO, 1)

. 1) T, 0)

L=
30

(1,0

Figura 6.2.2
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6.2.3 Observacac

Observe que se estivéssemnos trabalhando com um espago vetorial complexo
(isto €, os escalares 3o nimeros complexos), o polinomio caracterfstico P(A) =
=22 - 2/ 3 2 + 4 do exemplo anterior feria as rafzes A = V3tiens=
= v 3 - i Os autovetores encontrados, da mesma maneira que no caso real,
sio do tipo (x, -ix) e (x, ix) respectivamente. Assim, toda aplica¢dio linear so-
bre espacos vetoriais complexos sempre admite autovalores, uma vez que seu
polindmio caracteristico sempre admite raiz. Neste caso nio se tem a visio
geométrica de autovetor como vetor que tem sua diregdo preservada pelo ope-
rador. Veremos no Capitulo 12 que autovalores e autovetores complexos apa-
recem na resolugdo de um sistema de equagGes diferenciais, provindo de uma
situa¢do real.

6.2.4 Vamos apresentar agora duas matrizes que tém 0 mesmo polindmio
caracteristico e, portanto, 08 mesmos autovalores, porém, com autovetores di-
ferentes. Além disso, vamos resolver os sistemas de equagdes lineares que nos
ddo os autovetores usando matrizes escalonadas.

6.2.5 Exemplos

Exemplo 1:
3 0 -4 3-A 0 -4
A=|0 3 5| e A-AM=| 0 3-A 5
0 0 -1 0 0 -1 -2

Entio, P() = det(A - AD) = (3 - W)2 (-1 - ).
Os autovalores de A sio Ay =3 e A; = -1,
i) Autovetores associados a A; =3

3 0 -4 X x
0 3 S1hy =31y
0 0 -1 z z
3x - 4z = 3x -4z =0
3y +5z=3y = 5:=0
=z = 3z -4z =10
Matriz ampliada do sistema:
0 0 -4 0 0 0 1 0 0 0 1 0
o 0 5 0f(~[0 O 5 0|]~|0 0 0 O
0 ¢ -4 O 0 0 -4 0 O 0 0 O
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A solugio é: z = 0 e X, ¥ quaisquer.
Portanto os autovetores sdo do tipo v = (x y, 0)

if} Autovetores associados a A, = -1,
30 -4|]|=x X 3x -4z=x
0 3 S y = - _}’ E——"N 3y - 52 - _y
0 0 -1 V4 z -z = =Z
4x - 42 = 0
= 4y - 52 = 0
0=0
Matriz ampliada do sistema:
4 0 -4 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0
04_50~04_50~0 -5
00 0 0 00 0 0 P 0 ’
0 0 0 0
X - z=
=] y —iz =
7%=
0z =
Solugdo: x =z, y :% z, z qualquer.
Os autovetores sdo do tipo v = (z,—i z, z), z # 0.
Exemplo 2:
3 -3 -4
A=(0 3 5
0 0 -1
3-a2 -3 -4
PQ) = 0 3-A 5 = (3 -2 (-1 - ).
0 0 -1-A

Observe que este polinomio € o mesmo que o do exemplo anterior. Entdo os
autovalores sio A, = 3 e Ay =-L.
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i) Parad; =3
3 -3 -4 j]x x 3x -3y -4z =3x
0 3 5 ||y|=3y|=— 3y t+ 5z =3y =
o 0 -1 z z =z =3z
3y -4z =9
— 5z =0
-4z =0
0 -3 -4 0 140 1o+ 0
0 0 5 01~y g 5 o|T]o 0 1 O
0 0 -4 0 0 0 -4 0 0 0 -4 0
0O 1 0 0
~10 0 1 O
0 0 0 O

y =0, z = 0, x qualquer.
Os autovetores sdo do tipo

i) Para Ay = -1

v=(x,00),x+*0

3x -3y -4z =x 4x -3y -4z=0
3yt 5z =-y —_— 4y + 5z = 0
-z = -2 0=20
4 3 4 0 1_%10 1_%10
0 4 5 01~ ~
0 4 5 0 5
0 1 = 0
0 00 0 o 0 00 4
0 0 0 0
31
1 O Te 0
~lo 1 % o | € vemos que
0O 0 0
31 __ S
x=_ﬁz,y- Tz,zqualquer.

Os autovetores sio do tipo v = (-i—

1 5
- 0.
ik iies 2}, 2 #
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6.2.6 Nesta sec¢io definimos polindmio caracteristico de uma matriz,
ou seja, da transformagdo linear 7: R? - R7 3 eja associada como em 6.1.6.

Podemos estender este conceito para qualquer transformagdo linear
T: V-V, partindo do seguinte argumento.
Seja  uma base de ¥/, entdo temos as equivaléncias:

Tv = Av =

Brol -
[T].B[vjﬁ = )\[VJB oy

B_ _
[mﬁ M]mﬁ-o -
@uwg-u):o

Observamos que a ultima condigdo é dada por P(A) = 0 onde P(A)} é o poli-
némio caracteristico da matriz [718 conforme o conceito dado em 6.2.1.
Neste caso P(A\) também seri chamado polindmio caracteristico da transforma-
gdo T e suas raizes serfo os autovalores de 7. O fator fundamental nesta defi-
ni¢do € sua independéncia da base § escolhida.

De fato, seja @ uma outrabase de Ve d = {T]g . Entdo (veja 5.4.10),

det (| T3 = M) = det (A{T]g,q‘l - MIATY = det [A([T]g-)u)-A”]

= @uAyquTg-An-@tuﬂ)=daqrg-u)zpmy

6.2.7 Exemplos

Exemplo I: Seja T:R? > R? dada por 7(x, y) =(-3x +4y, -x + 2y).
Procuremos seus autovalores e autovetores, Notemos que se o é a base cand-
nica de R?

-3 4
o _
[T]a = [_ | 2] e, portanto,

podemos dar ¢ polindmio caracteristico de T como PAA) = det ( T]g - ).
Vocé pode agora concluir o exemplo copiando de 6.2.2 — Exemplo 1.

Exemplo 2; Seja P, o espago vetorial dos polindmios reais de grau menor
ou igual a um e seja T:P, - P, a transformag@o linear que leva o polindmio
1+x em 5+2x e o polindmio 4+x em -2+ (4 +x). Note que w, = [ +x e
w, = 4 +x sdo vetores LI, e portanto formam uma base o de P, e portanto
T ests bem definida. Observe ainda que T(w,) = w, + wy e T(wy) = -2wa.
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Portanto [T]g = E _g]

O polindmio caracteristico é AA) = (1 - A)(-2 - A) e os autovalores serdo, por-

tanto, A, = 1 e A, = -2. Calculemos os autovetores associados:

) 171§ - vl = 1lvl, o que implica [v], = [ﬂ ,a €R

Assim, os autovetores associados a A; = 1 sfo da forma
¥ = aw; + 3aw, = 13¢ + dax, Va
Ainda, os autovetores associados a A, = -2 sfo da forma

v=0-w, + bwy = 4b + bx

6.2.8 Vamos aproveitar os exemplos de 6.2.5 para introduzir o conceito
de multiplicidade de um autovalor. Chamamos de multiplicidade algébrica de
um autovalor a quantidade de vezes que ele aparece como raiz do polindmio
caracteristico. No Exemplo 1 de 6.2.5 o autovalor A, = 3 tem multiplicidade
algébrica igual a 2. (Ou ainda, 3 é uma raiz dupla do polindmio caracteristico.)
No Exemplo 2 o autovalor X; = 3 tem multiplicidade algébrica 2.

Observe que no Exemplo 1 encontramos para o autovalor Ay = 3 autove-
tores do tipo v = (x, », 0). Note que {(x, y, 0) € R*;x, y € R} =
= {x(1,0,0) + 0,1, 0):x, y € R} = [(1, 0, 0), (0, 1, 0)] e portanto a

dimensdo deste subespago associado ao autovalor A; = 3 é 2 (dois vetores LI).

Neste caso dizemos que a multiplicidade geométrica de X, = 3 ¢ 2. Mais pre-
cisamente, a multiplicidade geométrica de um autovalor \ é a dimensio do
subespago V de autovetores associados a A. No Exemplo 2, o auto-

valor A, = 3 tem multiplicidade geométrica 1, visto que a dimensdo de
{(x,0,0);x €R} = {x(1,0,0)x €R} ={(1,0,0)] é 1. Observe ainda
que se a multiplicidade algébrica de um autovalor for 1, a multiplicidade geo-
métrica serd necessariamente igual a 1.

6.3 EXERCICIOS

1. Seja T:R? »R?

(x, ¥} (v, ).
Mostre que A = 2 é um autovalor de T e vetores da forma (x, 2x) sdo os
autovetores correspondentes.
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Ache os autovalores e autovetores correspondentes das transformagdes linea-
res dadas:

. T:R*>R? 1l que Tix, y) - 2y, x)
. T:R* > R? tal que T(x, y) = (x+y, 2x +y)
CT:RPR? tal que (x, , 2} (x+y, x-p+2z, 2x+y-12)

.T:Py > P, tal que Tlax® + bx + ¢) =ax? +cx + b

T:M,-M, tal que Ars A" (Isto ¢, T € a transformagdo que leva uma
matriz na sua transposta.)

CT:R*»R* tal que T(x, y, z, w) = (x, x +y, x +y+z, x+y+2+w)

. Encontre a transformagao linear 7:R? -+ R?, tal que T tenha autovalores

-2 e 3 associados aos autovetores (3y, y) e (-2y, y) respectivamente.

Ache os autovalores e autovetores correspondentes das matrizes:

12
9. A=
\_0 -l:|
[
10.A = | 1} .
- 0 1 0
"1 2 3 15 A=| 0 0 1
11.A=j0 1 2 L-1 0 0
0 0 1
- [ 1 3 3
(3 3 -4 16. A= 0 4 0
122A=|0 3 5 | -3 3 1
0 0 -1 _
-1 -4 14
Ty o0 2 17. A = -7 14
13.A=-1 0 1 [ 2 -4 11
L1 2 _
2 01 0
11 2 8.A-| 0 2 0 1
14.A=|1 2 1 12 0 3 0
(2 1 1 0 -1 0 ©
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26,

-1 -2 0
SejaA= |0 -1 1] Quais sio os autovalores e autovetores de A de
1 0 0

um espago vetorial:
a) Real b) Complexo

Se X ¢ autovalor da transformagdo linear T: V' — V e v é um autovetor asso-

ciado a ele, mostre que

a) kv é outro autovetor associado a A se £ # 0.

b) O conjunto formado pelos autovetores associados a A e o vetor nulo ¢
subespago de V.

Suponha que A; e X\, sejam autovalores distintos e diferentes de zero de
T:R? » R%. Mostre que
a) Os autovetores v; ¢ v, correspondentes sdo LI

» T(v,) e T{v;) sio LI

. 0o 2
Seja A = l:l l:l.

@) Ache os autovalores de A e de A™'.
b) Quais s3o os autovetores correspondentes?

Suponha que A seja autovalor de T:V - V' com autovetor v € & um nimero
nio nulo. Ache os autovalores e autovetores de af.

Suponha que v € V seja autovetor de 7: ¥~ ¥ e §:¥V~ V, ao mesmo
tempo com autovalores A, e A, respectivamente. Ache autovetores e auto-

valores de
ayS+T b) SoT.

Seja T:V — V linear

a) Se A = 0 é autovalor de T, mostre que T ndo ¢ injetora.

) A reciproca ¢ verdadeira? Ou seja, se T ndo € injetora, A = 0 € autova-
lor de T?

1 3
Sejam A = -1 lie B=(0 2 O
0 0

o O -

matrizes inversiveis.
a) Calcule AB e BA ¢ observe que estes produtos sdo distintos.
) Encontre os autovalores de AB e os de BA. O que vocé observa?

11.

13.

16.

17.

18,

19.

22.

23
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¢) Encontre os autovetores de AB ¢ os de BA. O que vocé nota?

d) Motivado pelos itens anteriores, mostre que: se A e B sd0 matrizes in-
versiveis de¢ mesma ordem, 0s autovalores de AB ¢ BA sd0 0s mesmos.
Mostre mais ainda: se A, € um autovalor de AB com autovetor v, entdo
h; ¢ autovalor de BA com autovetar Bv, Da mesma forma, se A; é um
autovalor de BA com autovetor w, entdo A, ¢ autovalor de AB com
autovetor Aw.

6.3.1 Respostas

'-Al = 1+\/-2;V1 = (x,\@), R2 = 1‘\/7,\’2 = (x,-\/_jx)
A=1 v=ax? +bx + b

LA =1,v=(0,0,0 w)
. Tx, y) = (69, x +y)

A=l = (x, 050 =-1, v = -y, »)

A=l v=(x, 00
N=hv =600, 0y Az =-1,v2 = (x, 2¢, x); A3 = 3, ¥3 = {x, 0, x)

M4 v = -z, =22 V= Cx)oud =4
v =()’, y! 0); AZ =49 ¥ =('Z: 0’ Z), R3 =—23 ¥3 =(x: 0; x)

M=-3,v = (-T2, 2 A =9, V2 = {x, x, x)

?\l = I’ vy = (0; Y, 05 —}’), 7\2 = -1! v: = (x’ 0’ -Zx’ 0); 'A3 = 6a
v; =(x, 0, 4x, 0)

a) A =-2,v=(2x, x, x)
P)A = -2, v = (2% x ) A =hva =[(-1 + 9y, p, (1 +iW]
Az = -, vz =[(-1-D3. ¥ (1 - iyl

@) Os de A sio -1 e 2; os de Al -l e%,
b) Os de B sio (-2y, y) ¢ (x, 2x); os de A™', (=2y, y) e (x, x)

Autovalor a) com autovetor v.
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25. @) Como A = O é autovalor, existe v-= 0 tal que Tv = 0-v = 0.
Entdo T0 = 0 ¢ Tv = 0. Portanto, T ndo ¢ injetora.
k) Como T ndo ¢ injetora, existe v = w tal que Tv = Tw.
Entio Tv - Tw = T(v - w) = 0 = 0 . (v - w). Portanto, 0 ¢ autovalor

de T com autovetor v - w.

26. b) S3o iguais, X, = 1, Ay = -2, A3 = -3
5
¢) Sdo diferentes. v, = (x, 0, 0), v, = (%y, y, 0), vy = (T z, =2z, )
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DIAGONALIZACAO DE
OPERADORES

No Capitulo 5 foram introduzidas as aplicagbes lineares e as matrizes a elas
associadas. Nosso objetivo neste capitulo serd encontrar uma base do espaco
vetorial na qual a matriz de um determinado operador linear seja a mais sim-
ples possivel. E ficil deduzir as conveniéncias priticas de se trabalhar com 0s
operadores, usando tajs matrizes. Por muitos motivos, como vocé verd, a me-
lhor situagdo possivel é aquela em que conseguimos uma matriz diagonal asso-
ciada a um operador.

7.1 BASE DE AUTOVETORES

Dado um operador linear T: ¥ - V, nosso objetivo & conseguir uma base § de
V na qual a matriz do operador nesta base ([T]g) seja uma matriz diagonal,
que ¢ a forma mais simples possivel de se representar um operador. Observe-

mos inicialmente a seguinte propriedade dos autovetores,

7.1.1 Teorema: Autovetores associados a autovalores distintos sdo linear-
mente independentes.



