TRANSFORMACOES
LINEARES

5.1 INTRODUGAO

Fungbes lineares descrevem o tipo mais simples de dependéncia entre varidveis.
Muitos problemas podem ser representados por tais fungGes. Por exemplo: Se

de um quilograma de soja, sdo extrardos 0,2 litros de ¢leo, de uma produgdo
de x kg de soja, seriam extraidos 0,2x litros de 6leo. Escrevendo na forma de
funcgdo, teremos

Q(S) = 0,23,

onde Q = quantidade em litros de 6leo de soja e s = quantidade em kg de soja.

Estes dados podem ser colocados graficamente:

o

o =025

— - 5

Figura 5.1.1
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Vamos analisar neste exemplo simples duas caracteristicas importantes:

1) Para calcular a producgdo de éleo fornecida
e por (s, + s5;) kg de soja, pode-
mos tanto~mult1phcar (5; + s,) pelo fator de rendimento 0,2, comoj Cajgular
a}s produg:oes de oleo de cada uma das quantidades s, e S, e somd-las, isto
€, Q(si +53) = 0,2(5; +5,) =025, + 0,25, = Q(s5,) + Q2(s,). ,

2) Se a quantidade de soja for multiplicada por um fator k, a producio de

oleo serd multiplicada por este mesmo fator, isto & k
! 1 $) = =
= k(0,25) = k - Q(s). Qks) = 0,2(ks)

. Estas duas pr.opnedades, que neste caso sdo Obvias, servirio para caracte-
rizar o que denominaremos “transformagdo linear”. Vejamos ainda um segundo
exemplo de uma situagio envolvendo mais fatores e que apresenta 0 mesmo
comportamento.

A qugntidade em litros de 6leo extraida por quilograma de cereal segundo
um determinado processo pode ser descrita pela tabela.

Soja Mitho Algodao Amendoim

Oleo (k) 0,2 0,06 0,13 0,32

A quantidade total de 6leo produzido por x kg de soja, y kg de milho
z kg de algoddo e wkg de amendoim é dada por @ = 0,2x + 0,06y + 0,13z ’+
0,32w. Observe que a quantidade de 6leo pode ser dada pela multip]ica(::io da
“matriz rendimento” pelo vetor quantidade.

¢g=1[02 006 013 032] =0,2x + 0,06y + 0,13z + 0,32w

T oNoe ok

Formalmente, estamos trabalhando com a fung¢io Q.4 C R*+R

——[0,2 006 013 032]

T N R
T e X
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que, como no exemplo anterior, goza das propriedades:

1) X1 X3 X1 X2
F1 Y2 M1 Y2
+ = +
Q Zy Zs Q Z Q Zy
W Wy W Wy
2) x X
Y _ . Y
Q |k f =k« Q0 f
w w

Vocé deve verificar e interpretar estas propriedades.
Pensemos agora em termos de espagos vetoriais. Uma fungio entre espa-

gos vetoriais, satisfazendo as condigdes 1 ¢ 2, é a “mais natural possivel”, pois
respeita toda a “‘estrutura” de espago vetorial.

5.1.1 Definigdo: Sejam V ¢ W dois espagos vetoriais. Uma fransformagdo
finear (aplicagdo linear) é uma fungio de V em W, F:¥V— W, que satisfaz as
seguintes condigOes:

i) Quaisquer que sejam u € v em V,
F(u +v) = F(u) + F(v)

#) Quaisquer que sejam k € ReveEV,
F(kv) = kF(v)

5.1.2 Exemplos

Exemplo I: As fungbes apresentadas ao introduzirmos este caprtulo, uma
vez que as varidveis sZo positivas, sdo restriges das seguintes aplicagbes lineares:

iy V=wW=ReQ:R>R
x—»0,2x

i) V=R*" W=ReQ:R">R

~ [0,2 006 0,13 0,32]

P A
T =M

Exemplo 2:

V: R e W = R
F:R->R definida por u=ou ou F(u) = au

Transformagdes Lineares 145

C = -
omo Flu +v) = alu + V) = qu + av = F(u) + F(v), F satisfaz a primeira

candig¢do, & como F(ku) = a(ku) = k{
0 = k{ou} = kF i i
o, Logo F ¢ uma transformaso lmear.} (u}, F satisfaz a segunda condi-

o fa?gal}s: (a:)ldza, P{(o;la- t;e)msformat;ﬁo %inear de R em R s6 pode ser deste tipo,
De F(x,- ) = I ¢ como F' € uma transformagao linear ¢ x um esca-
, } = x « F(1). Chamando F(1) = @, temos F(x) = ax
0 nome transformagdo linear certamente foi inspirado neste‘ caso, V =
= W = R, pois o grifico de F(x) = ax ¢ uma reta que passa pela origf,:m.

Exemplo 3.
FR-R
u-u? ou F(u) = v’
Vocé jd pode concluir que £ ndo é linear pelo que foi mostrado no exemplo

al’lteI’iOI'. Se Yoce deSCOHhCCCSSE QO resu ‘ad() ( a(l() IEIia {Ille m Sll I ¢ ea-
I ! P -

F(u+v)=(u+v)2=u2+2uv+v2
e F(u) + F(v) = u* + v2

Portanto,

F(u+ v} # F(u) + F(v)

Exemplo 4:
V=R* e W=R?
F:R? - R?
(x, )= (2x, 0, x +y) ou Fix, y) = (2x, 0, x + p).
Por exemplo, F(I, 2) = (2, 0, 3) € R°.
Dados u, v € R?, sejam u = (x,, ¥1) € v = (X3, ¥;) onde x;, y; € R. Temos:

Flu +v) = F((x;, y1) + (x2, ¥2)) = F(x; + x5, 3y + y,)
(2(x; + x3), 0, (x1 + x3) + () + 1))

= (le, 0, x; t yl) + (2x2: 0! X7 +y‘2)

= F(u) + F(v)

Logo, a primeira condigdo € satisfeita. Mais ainda,

Flku) = F(k(x, )} = Flkx, ky)
= (2kx, 0, kx + ky)
= k(2x, 0, x + y) = kF(u)

e a segunda condigdo ¢ satisfeita, Entdo F € uma transformagdo linear
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Observagio: Decorre da definigio que uma transformagdo linear T:V—+ W leva o
vetor nulo de ¥ no vetor nulo de W, isto é,se 0 € V, T(0) =0 € W. Isto nos
ajuda a detectar transformagGes ndo lineares. Se T(0) # 0, T ndo é linear (veja
o Exercicio 1 da secgdo 5.6). Mas cuidado 7(0) = 0 ndo ¢ suficiente para que

T seja linear (veja o Exemplo 3 acima}. Assim, por exemplo, T:R* -~ R? onde
T(x, y, z) = (x + 1, y, z) ndo & linear.

Exemplo 5:
Sejam ¥ = W = P, (polindmios de grau < n) e D:P, > Py, a aplicagio derivada
fof
que a cada polindmio f associa sua derivada, a qual também € um polindmio
(com 1 grau a menos). Como para quaisquer funcdes derivdveis,
D(f +g) = D(f) + D)
e D(kf)y = kD(),

D é uma aplicagdo linear.

Exemplo 6: A aplicagio nula
FV-V
ur 0 € linear. Seria conveniente que vocé demonstrasse esta afirmago, pois
assim vocé poderia compreender melhor a definigdo 5.1.1.
O préximo exemplo € muito importante. O que mostra este exemplo é
que a toda matriz m X n estd associada uma transformagdo linear de R” em

R™. Em outras palavras, podemos dizer que uma matriz produz uma transfor-
magio linear. A implicagio inversa também ¢ verdadeira, isto é, uma transfor-
magdo linear de R” em R pode ser representada por uma matriz m X n. Isto

serd mostrado posteriormente.

Exemplo 7:
V=R'¢e W=R"
Seja A uma matriz m X 1. Definimos
La:R" > R™ por

vie d < v
X1
onde v é tomado como vetor coluna, v = | !
Xn
Xy Y1
La(w = A =
xn Ym
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Das propriedades de operagOes de matrizes:

ﬁc(u +v)=A(u+v) = Au+ Av = La(u) + La(v) e La(ku) = A(ku) =
= k(Au) = kLA(u), e portanto L4 é uma transformagdo linear.

. 20
Como caso particular suponhamos que A = |0 0
11

Ly:R?+R?
2 0
o 0o of.[x 2
X, ol = 0
1 1 2
Xy + Xy

Entdo La(xy, x3) = (2x;, 0, X, + x;).
Surpresa! Esta € a aplicacdo linear do Exemplo 4,

Seria interessante que vocé também notasse o relacionamento que existe
entre 0 Exemplo 1, ¢ o Exemplo 7.

5.2 TRANSFORMACOES DO PLANO NO PLANOQ

Agora iremos apresentar uma visio geométrica das transformacdes lineares, dan-
do alguns exemplos de transformagbes do plano ( R*) no plano. Vocé vera,i assim
que, por exemplo uma expansdo, uma rotagdo e certas deformagdes podem ser ,
descritas por transformagBes lineares.

5.2.1 Expansio (ou Contracio) Uniforme:
T:R’'- R} a€R
Ve i - v
Por exemplo: T:R? - R?
v 2v, ou T(x, ¥i = 2(x, »)
Esta funcdo leva cada vetor do plano num vetor de mesma diregio e sentido
de v, mas de médulo maior.

Tiv)

Figura 5.2.1
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Observe que, escrevendo na forma de vetores-coluna,
=)= =0 2l
Y ¥y Y o 21|
Se tomdssemos F:R? - R? tal que F(x, y) = %(x, y), F seria uma contragao.

5.2.2 Reflexao em Torno do Eixo-x:

FR?>R?
(xr y)"_)' (x' —y)
A |
v F
—_—
Flv)
Figura 5.2.2

— ]Gl 310

5.2.3 Reflexdo na Origem:
T:R* > R?
ves~v, ou seja, T(x, ¥) = (-x, =)

A

Y

Tiv)

Figura 5.2.3

Escrevendo na forma de vetores-coluna, temos

HESR ORI
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5.2.4 Rota¢do de um Anguio 6: (no sentido anti-horério)

i i

-
T
1
1
-
1
|
|

R Ry

2
/
]

Figura 5.2.4

x =rcos(e+6)=rcosa cost) - rsena senf

Mas rcos@ = x e rsenf = ).

Entio x' = x cosf - ysené.

Analogamente, ¥’ = rsen{a + () = r(sena cosd + cosa senf) = y cos @ +
+ xsen@.

Assim Rg(x, ¥) = (xcos® - ysenf, ycosf + xsen#} ou na forma coluna,

X xcosd - ysend cos -senf x
I L =
¥y ycosf + xsend sen @ cos @ ¥y

. . w
Consideremos o caso particular onde 8 = 5 Neste caso, cosf =0 e
senfl = 1.

Entédo, X
_
¥

v Rglv) W
/ Ry
\

Figura 5.25

Y
Y
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6.2.5 Cisalhamento horizontal:
T(x, ) =(x +ay, y), 0 €R
Por exemplo: T(x, y) = (x + 2y, »)

— 17l ID

T (v}

Figura 5.2.6

Como j4 ressaltamos, as transformagGes do plano no plano apresentadas
através dos exemplos anteriores sdo lineares, pois sio dadas por v~ A - v onde
A é uma matriz 2 X 2. A aplicagio a seguir ndo ¢ linear,

5.2.6 Translagio:
T(x, y) =(x ta,y t b)

x 1 0| 41
¥y 0 1 ¥y b
Esta é uma translagdo do plano segundo o vetor (g, b) €, a menos que a = b =

= 0, T nio é linegr. Por qué?
(Veja a observagdo depois do Exemple 4.)

ou

5.3 CONCEITOS E TEOREMAS

Separamos nesta secgdo os resultados que dardo uma estrutura para um estudo

mais fecundo das transformagBes lineares.
Um fato importante sobre aplicagdes lineares é que elas sdo perfeitamente

determinadas conhecendo-se apenas seu valor nos elementos de uma base.
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5.3.1 Teorema: Dados dois espagos vetoriais reais ¥ ¢ W e uma base de V,
jL\'%, oy V:n}, sejanl Wy ..., W, elementos arbitrdrios de W. Entio existe uma
dnica aplica¢do linear T:V—~ W tal que T(vy) = wy, ..., T(vg) = Wyn.

Esta aplicagio é dada por:
se V=ag;v; + ..t ayvy,,
T(v) = a,T(v) + ... + a,T(v,)
=aw, + ...+ AWy

Verifique que T assim definida € linear e que é a Unica que satisfaz as
condigdes exigidas.

5.3.2 Problemas

Problema 1: Qual é a transformagdo linear T:R? - R? tal que T(1, Q) =
= (25 ,_ly O) e T(Os 1) = (03 0: 1)")

(1, 0) e e; = (0, 1) base de R%e w; = (2, -1, 0)

It

Solugdo: Temos neste caso e
ew, =(0, 0, 1)
Dado v = (x,, x,} arbitririo,
V= Xxye T Xqey
e T(v) = x,T(e;) + x,T(e;)
=x(2,-1,0) + x;(0,0, 1)
(2xy, =xy, X3)

il

Problema 2: Qual € a transformagdo linear 7:R* - R® tal que T(1, 1) =
=(3,2,1)e T(O, -2) = (0, 1, O
Resolva o problema como exercicio, mas, cuidado! Aqui nio temos base cand-

nica. Veja o Exercicio 4q da secgio 5.6.
Vamos analisar mais profundamente as transformagdes lineares, obtendo

alguns resultados dteis ¢ ac mesmo tempo interessantes, Para comecar necessita-
mos definir imagem e niicleo, que sdo dois subconjuntos especiais dos espagos
vetoriais envolvidos na definigdo da transformagao linear.

5.3.3 Definigio: Seja 7:F— W uma aplica¢go linear. A imggem de T é o
conjunto dos vetores w € W tais que existe um vetor v € V, yue satisfaz
T(v) = w. Ou seja

Im(T) = {we W, T(v}=w paraalgum ve& V)

Observe que /m(T) é um subconjunto de W e, além disso, é ym subespago ve-
torial de W. (Veja o Exercicio 16 da secgdo 5.6.) As vezes Jm(T) & escrito co-

mo T(V).
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5.3.4 Definigdo: Seja T: ¥V — W uma transformagdo linear. O conjunto de

todos os vetores v € V tais que 7(v) = 0 é chamado nmicleo de T, sendo deno-

tado por ker(T). Isto é
ker(Ty={vE V; T{v) =0}

Observe que Ker(T) C V é um subconjunto de ¥ e, ainda mais, € um subes-

paco vetorial de V. (Veja o Exercicio 16 da sec¢do 5.6.)

Figura 5.3.1

5.3.5 Exemplos

Exemplo I:
T:R*—+R

(x,))>x+y ,
Neste caso temos ker T = {(x, y) ER?*; x + y =0}, isto &, kerT & a reta

y = -x. Podemos dizer ainda que kerT = {(x, -x); x € R} = {x(1, -1);
xER} =[(1, -D]. ImT = R, pois dado w € R, w = T(w, 0).

4iy

4‘9,)‘
ImT =R

Figura 5.3.2
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Exemplo 2: Seja a transformagdo linear
T:R*~R? dada por T(x, y, z) = (x, 2y, 0),
Entao a imagem de T
Im(T) = «x, 2p, 0): x, y & R}
= {x(1,0,0) + »(0, 2, 0). x, y € R}
= {(1, 0, 01, (0, 2, O
Observe que dim /m(T) = 2,
O nacleo de T é dado por:

ker(T)

{(x, 3, 2: T(x, », 2) = (0, 0, 0)}
f(x, », 2): (x, 20, 0) = (0, 0, 0)}
{(0, 0, z): z € R}

{z(0, 0, 1): z € R}

= [(0,0, 1)]

Observe que dim ker(T) =],

Vamos recordar agora as nogdes de fungio injetora e sobrejetora e posterior-
mente estabelecer o relacionamento entre estes conceitos e os de ntcleo e ima-
gem quando a fungdo ¢ uma transformagio linear.

5.3.6 Defini¢do: Dada uma aplicacio (ou fun¢do) T:¥ -~ W, diremos que
T & injetora se dados w € V, v € ¥ com T(u) = T(v) tivermos u = v. Ou equi-
valentemente, 7 € injetora se dados u, v € ¥ com u # v, entdo T(u) # T(v).

Em outras palavras, T ¢é injetora se as imagens de vetores distintos sio

distintas.

v T w Figura 5.3.3

5.3.7 Definigdo: A aplicacio T: V' —~ W serd sobrejetora se a imagem de T
coincidir com W, ou seja T(V) = W.

Em outras palavras, T serd sobrejetora se dado w € W, existir v € V tal
que T(v) = w,

VJ—»W

Figura 5.3.4
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Exemplo

T:R—+R?

xe(x, 0)
Mostremos agora que s¢ T ¢ injetora, entdo ker T = {0 }. Seja v € ker(7), isto.
Entdo (x, 0) = (y, 0) implicando que x = y. Logo T é injetora. Mas T ndo é
sobrejetora uma vez que Im(T) # R2.

A transformagio do Exemplo 1 de 5.3.5 ¢ sobrejetora mas nio € injetora,
¢ a do Exemplo 2 de 5.3.5 nfo é nem injetora nem sobrejetora. Um bom exer-
cfcio seria vocé examinar os exemplos de transformagdes lineares dados até
aqui e decidir se s3o injetoras ou sobrejetoras.

O proximo teorema afirma que uma transformagdo linear injetora s6 tem
o vetor nulo no seu niicleo. E, por outro lado, se uma transformagdo linear ti-
ver somente 0 no niicleo, entdo quaisquer dois vetores distintos devem ter ima-
gens distintas também.

5.3.8 Teorema: Seja 7V — W, uma aplica¢do linear. Entdo ker(T) = {03,
se e somente se T € injetora,

Prova: Mostremos primeiro que se ker T = {0}, entdo T ¢ injetora.
Suponhamos que u, v € ¥ tais que T{w) = T(v). Entdo T(u) - T(v) =
=T(u-v) =0, isto &, u - v € ker(T). Mas por hipotese o inico elemento do
nicleo é 0. Entdo u - v = 0, isto é, u = v. Em resumo: como T(u) = T(v)
implica que v = v, T € injetora.

Mostremos agora que se T é injetora, entdo ker f = {0}. Seja v € ker(T), isto
é, T(v) = 0. Como necessariamente T(0) = 0, T(v} = T(0). Logo v = 0, pois
T é injetora. Portanto, o unico elemento do nicleo é 0, ou seja, ker(T) = {0}

Voltando ao Exemplo de 5.3.7, observe que podemos dizer se T ¢ injeto-
ra simplesmente calculando o seu nicleo. Para que (x, 0) seja o vetor nulo, de-
vemos ter x = 0 ¢ portanto ker T = {0}, donde concluimos que T ¢ injetora,

Uma conseqiiéncia da proposigio 5.3.8 é que wma aplicagdo linear injeto-
ra leva vetores LI em vetores LI. (Veja o Exercicio 9 da secgdo 5.6.)

Um resultado importante, que relaciona as dimensdes do niicleo e imagem
de uma transformagdo linear T: V= W, com a dimensao de V ¢ dado pela se-

guinte proposigZo.

5.3.9 Teorema: Seja F:V — W uma aplicagiio linear.

Entio dimkerT + dimim T = dim V.
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Prova: Considere v,, ..., v, uma base de x¢r 7. Como ker T C V ¢ subespago.
de ¥, podemos compietar este conjunto de modo @ obter uma base de V.

Seja entdo {v, ..., vy, Wi, ..., w,.} 3 base de ¥. Queremos mostrar que
T(wy), ..., T(w;;) 6 uma base de Im T, i51q ¢

iy (T(wy), o, Twpy)l = Im T
i) {T(w), ..., T(wp)} € linearmente independente.
Provemos i}

Dado w & Im T, existe w € V 1al que T(u) = w. S¢ u € V, entdo
Uu=a\v t .. tagvy tbhw t .+ b,w,  Mas,

w=T)=T@v, t . +a.v, + byw, + ..+ byWp)
=, T(vy) + .+ a,T(v;) + B, T(w) + . + by T(Wy)
Como os vetores vy, ..., v, pertencem ao ker T, T(vy)) =0 para i = 1, ... n.

Assim,

w=DbT(w) + ...+ b, T(wp)
e a imagem de T € gerada pelos vetores T(w,), ..., T(Wp,).
if) Consideremos agora, a combinaco linear

a\T(wy) + a;T(wy) + .. +apT(wy,) =0

€ mostremos que 05 4; sdo nulos,
Como T ¢ linear, T(a,w, + a,w, + ... + ayw,,) = 0.
Logo ayw, + ... + a,wy,, € ker T,
Entio a,w, + ... + a,w,, pode ser escrito como combinagio linear da base
{v1, ..., v} de ker(T), isto é, existem by, ..., b, tais que
aywy + . tagpw, = bivy + .+ by, on ainda,
Wt ot Wy = Bv, - = by = 0

Mas {v, ..., vy, W}, ..., W, } € uma base de V, e temos entdo @, = a, = ... =

=@y =b =..=b, =0

Decorrem desta proposigdo dois resultados:

5.3.10 Corolério: Se dim I/ = dim W, ent@o T linear é injetora se e somente
se T ¢é sobrejetora.

Faga a demonstragio como exercicio.

5.3.11 Corolirio: Seja 7:V - W uma aplicagdo linear injetora. Se
dim ¥V = dim W, entdo T leva base em base.
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Prova: Considere {vy, ..., v,} base de V. O conjunto {T(vy), ..., T(vp)} C W é LI

pois dados escalares Ay, ..., k, tais que &, 7(v;)} + ... + kT (vp) = 0, temos
T(kv, + ... + kpvy) = 0. Logo kv, + ... + kv, = 0. Mas {v,, ..., vn} é LL
Logo ky = ... = k, = 0. Desde que dim V = dim W = n, {T(v,), ..., T(vp)} &

base de W. (Veja 4.68.)

5.3.12 Quando uma transformagdo linear T: V'~ W for injetora e sobreje-
tora, a0 mesmo tempo, dé-se o nome de isomorfismo. Quando hd uma tal trans-
formagdo entre dois espagos vetoriais dizemos que estes sdo isomorfos. Sob o
ponto de vista de Algebra Linear, espagos vetoriais isomorfos sio, por assim di-
zer, idénticos. Observe que devido & proposicdo 5.3.9 espagos isomorfos devem
ter a mesma dimensio. Portanto, pelo corolério 5.3.11, um isomerfismo leva
base em base. Além disso, um isomorfismo T:V — W tem uma aplicagdo inver-
sa TV:W— ¥ que ¢ linear, como vocé poderia provar, ¢ também ¢é um isomor-
fismo.

Exemplo: Seja T:R®—> R® dada por T(x, y, 2) = (x - 2y, z, x + y). Va-
mos mostrar que 7 é um isomorfismo, e calcular sua inversa T,

Se pudermos mostrar que T € injetora, teremos que 7 € um isomorfismo
pelo coroldrio 5.3.10. Isto equivale a mostrar que ker T = {(0, 0, O)}. Mas

kerT = {(x, v, 2); T(x, y, 2) =(0, 0, O)} e T(x, y, z) = (0, 0, 0) se e somen-

te se (x - 2y, z, x + ¥) = (0, 0,'0). Resolvendo o sistema de equagBes lineares

x-2y=0
z=0
x+ y=0

achamos que X = y = z = 0 é a Unica solugdo e portanto T ¢ um isomorfismo.

Tomando a base candnica de R?, sua imagem pela 76 {T(1, 0, 0), T(0, 1,0)
T(0, 0, 1)} = {1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, 0)} que é ainda uma base de R*. E
conveniente que vocé verifique isto. Calculemos agora a aplicagdo inversa de 7.
Como T(1, 0, 0) = (1, 0, 1), T(0, 1, 0) = (=2, 0, 1) e T(0, 0, 1} = (0, 1, 0),
temos que T7(1, 0, 1) = (1,0, 0), T7(=2,0,1) = (0, 1,00 e T7(0, 1, 0) =
= (0, 0, 1). Queremos caleular T-(x, y, z). Para isto escrevemos (x, y, z} em
relagio 4 base {{1, 0, 1), (-2, 0, 1}, (0, 1, 0)}, obtendo:

oy == +322 (1.0, 1) + Z55(=2,0, 1) + 50, 1, 0).

Entdo T-'(x, y, 2) = 2

3 3

Ou seja,

+ - x
Tx, y, 2) = (x 32'2'—2—2*—‘ )

—221"“{1, 0, 1)+ 22X 2,0, 1) + yT7Y0,1,0).
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5.4 APLICACOES LINEARES E MATRIZES

Nesta segdo veremos que num certo sentido o estudo das transtormagdes linea-
res pode ser reduzido ao estudo das matrizes. Vocé jd viu no Exemplo 7 de
5.1 que a toda matriz # X #n estd associada uma transformagao linear: T:R" - R™.
Vamos formalizar, a seguir, este resultado para espagos vetoriais Ve W e
também estabelecer o seu reciproco, isto €, veremos que uma vez fixadas as
bases, a toda transformagdo linear 7:V —~ W estard associada uma f{inica matriz.
inicialmente veremos como, dados dois espagos vetoriais ¥ e W com bases
B e f e uma matriz A, podemos obter uma transformacgdo linear.

5.4.1 Considereincs R? e as bases

= {(1,0, (0, h} ¢ F={1 1, (1, D}

] 2 0
eamamzA—[O l].

Queremos asscciar a esta matriz A uma aplicagdo linear que depende de A ¢
das bases dadas 8 e §', isto é, .
Th:R*—=R?
vi> Ta(v)

X
Y

20 2x
et 8]

Considere v = (x, ¥). Seja X = [v]ﬁ = [ }

Figura 5.4.1

Entd3o, Ta(v) = 2x(1, 1) + y(-1, 1) = (2x -y, 2x + y)_
Por exemplo, se v = (2, 1), entdo Ta(2, 1) = (3, 5). Note que se tivéssemos
partido de 8 = 8" = {(1, 0), (0, 1)}, temamos obtido Tx(v) = (2x, y) = Av.

vix,y) Talvl

Figura 5.4,2
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- ’ -
De um modo geral, fixadas as bases § = {v,, ..., vo} ¢ B = {Wy, oo Wik,
a matriz
an in
A= :
Ami Umn| mxn

podemos associar
Ta:R">R™.
vi> Ta(v) como:

Xy
Seja X = [v]B =
Xn
dq, w.  dip X 1
A-X-= =
am1 . dmp Xn Ym

Entdo, TA(V) = ¥,W, + ... + ymWp onde y; = A; - X e A; é a i€sima linha

de A.
Em geral, dada uma matriz A, xp, ela ¢ encarada como uma aplicagdo

: U P n m
linear T4:R”" = R™ em relagdo 3s bases canonicas de R” ¢ R™.

Exemplo:

1 -3 5 ;
A=y 3 3)e- oo

g = {(1,0, 0, (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

Ta:R® - R2 Encontremos esta transformagdo linear.

X
Seja X =
z

{1 -3 5 | x -3tz
A'x_[2 4 -1]'[ }_[ﬁﬂy— Z}

Entdo Talx, y, z) = {x - 3y + 52)(1, 0) + (2x + 4y - 2)(0, 1) =
=(x -3y + 5z, 2x + 4y - 2)

N oR
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5.4.2 Agora iremos encontrar a matriz associada a uma transformagio
linear. Seja TV > W linear, 8 = {v,, ..., v,} base de ¥V e 8’ = {w,, ..., wp}
base de W. Entdao T{v,}, ..., T(v,) sio vetores de W e portanto

T(V]) = d; W + ...t U1 Win

Tlvp) = appwy + o ¥ QW

A transposta da matriz de coeficientes deste sistema, anotada por [T ]ﬁr ¢ cha-
mada matriz de T em relag@o as bases § e §'.

a“ e a"l
T = | L =A

Oy . dmn

Observe que T passa a ser a aplicagdo linear associada 4 matriz A ¢ basesf e
g, istoé T =T,.

5.4.3 Exemplos

Exemplo 1.
Seja T:R>->R? tal que T(x, y, z) = (2x + y - z, 3x - 2y + 42).
Sejam g = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} e 8" = {(1, 3), (1, 9}
Procuremos [T}gf.
Calculando T nos elementos da base §, temos:

T, 1, 1) = (2,5) = 3(1,3) - 1(1, 4)
T(1, 1,0y = (3, 1) = 111, 3) - 8(1, 4)
7(1,0,0) = (2, 3) = 5(1, 3) - 3(1, 4)

il 5
28 2]

Observe que se fixarmos outras bases § e B', teremos uma outra matriz
para a transformagdo 7.

Exemplo 2:
Seja T a transformagdo linear do Exemplo 1 e sejam § = {(1, 0, 0),

(0, 1, 0), {0, 0, 1)} e 8" = {(1, 0), (0, 1)}.
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Calculemos | T}gr.

T(1,0,00 = (2,3)= 2(1,0 + 300, )
7O, 1,0y =(1,-2) = 1(1,0) - 20, 1)
TO,0, 1)y =(-1,4) = -1{1, 0) + 40, 1)
Entdo [T]ﬁr _[2 1 -1
B 3 -2 4
Observaggo: Usa-se denotar simplesmente por [T] 4 matriz de uma trans-
formagdo linear T:R™ -+ R" em relagio as bases candnicas. Assim, no Exemplo 2

[T]g- = |[T]. Também é comum usar-se a notagdo simplificada: Tv = T(v).

Exemplo 3: Seja T:V >V
Ve v
Isto é, T é a identidade.
Sejam 8 = {v,, ..., vo} e 8’ = {v}, ..., v;;} bases de V. Calculemos lT]ﬁr.

F '

Como Tvi=v, =uajv, + .. tayv,
I U
Tvp = vy = aypvi * o+ dppVy,

ag, I1n

- [f]g,

T8
Uy . lpn
a matriz mudancga de base. Veja 4.7.1.

Exemplo 4: Dadas as bases § = {(1, 1), (0, 1)} de R* e 8" = {(0, 3, 0),
(-1, 0,0, (0, 1, 1)} de R?, encontremos a transformagao linear 7:R* - R? cuja
matriz é

T -

»—A-I-lo
w O

Interpretando a matriz, temos:
T(1,1) =0, 3,0) - 1(-1,0,00 - 1{0, 1, 1) =(1, -1, -1)
T(0, 1) =200,3,00 + 0(-1,0,0) + 3(0,1,1) = (0,9, 3)
Devemos encontrar agora T(x, y}. Para isto escrevemos (x, ») em relagdo i ba-
se f:
(x! y) = x(la 1) + (}' _x)(os l)
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Aplicando T ¢ usando a linearidade. temgg:
T(x, y) = xT(L, 1) t(y - x)TO, D
x(1, ‘])+(y-x)(0 9,3)
(x. 9}' - 10x, 3y - 4x)
O resultado a seguir dé o significado da matrdz de uma transformagao
linear,

5.4.4 Teorema: Sejam V e W espagos vetoriais, a base de V, § base de W
e T:V— W uma aplicagio linear.
Entio, para todo v € V vale:

[T(wlg = [TTy + Lvl,

Figura 5.4.3

Para ficar mais ficil a compreensio faremos a demonstragio no caso dim V' = 2
e dim W = 3. O caso geral é totalmente andlogo e pode ser feito como exerci-
Cio.

Prova: Sejam o = {v;, v,} base de V" ¢ 3 = {w;, W;, w3} base de W e

ay iz xi Y1
[T]g =| ay; @Gy |. SejamaindaveE Ve vl = [xz] e [Tv]g = | v,
a3 4y Y3

Da matriz [T]g sabemos que
Tv) = 4w, +dnWw, + dyw,
Tvy = apwy T apws tapw;
Além disso, v = x;¥, + x,v; ¢ como T ¢é linear,
Tv = x\T¥; + x;Tv,
xp(@ Wy + aywy +aywi) + X{dnw + anw, +anw,;)
(@, +ayxy)w, + (€% T a22X2) Wy + (@yx; + agx;)ws.

Mas Tv = y,w, + y,w, + y;w; ¢ como as coordenadas em relagdo a base 8

I

s30 Gnicas, temos by = e+ apx

Yy =Xy T dnX,y

vy =dnX; ¥ aypx; Binsi
Cvénc:?graet?:g
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ou seja,
Y1 a1 dp X
Ya| = |8 dpf - [x
Y3 a; djp :

Isto é, [Tv]ﬁ = [T]g (vl

Através deste teorema, o estudo de transformagGes lineares entre espagos
de dimensdo finita ¢ reduzido ao estudo de matrizes. Quando V=We T =1,
observe que o resultado ¢ o mesmo da matriz de mudanga de base dado em
4.7.1.

Exemplo: Seja a transformagZo linear T:R? -+ R? dada por

. |
[Tlz= |0 1
g 2 3

onde a = {(1, 0), (0, 1)} é base de R*, $ = {(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, O)} &
base de R*. Queremos saber qual ¢ a imagem do vetor v = (2, -3) pela aplica-
¢do T. Para isto, achamos as coordenadas do vetor v em relagdo 4 base a,

obtendo [v}, = [_i}-, a seguir, usando o teorema, temos

(7v]g = [T [¥] o i 2] ;
Iv]p = IT v = 0 1 ]: = -3
g g 2 3|3 -13

ou seja,
Tv=5(0,0,1) -3(-2,0,1) - 13(0, 1, 0)

(11, -13, 2)

O relacionamento entre as dimensdes do nicleo e da imagem de uma
transformagdo linear e o posto de uma matriz a ela associada é dado no teore-
ma a seguir, cuja demonstracdo deixamos 10 seu encargo.

5.4.5 Teorema: Seja 7:F — W uma aplicagio linear e & e  bases de Ve
W respectivamente. Entdo

dim fm(T) = posto de [T]g
nulidade de [T]g

dim ker(T)

nimero de colunas - posto de [T]S.
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5.4.6 Teorema: Sejam 7,:V—= W e T,: W 7 (ransformagBes lineares ¢ a,
B, v bases de ¥V, W e U respectivamente. Entip composta de 7, com T,
TyoTy: V= U, € linear e

[TzOTlf;- = [TZIQ/ : [Tl]a

v - U
T,0T,

Figura 5.4.4

A demonstracdo desse teorema & direta mas bastante trabalhosa. Por esta
razao nio a faremos aqui, indicando apenas suas etapas. Podemos efetud-la sim-
plesmente lembrando a construgio das matrizes das transformagdes T} e T,
obtendo desta forma suas atua¢Bes sobre as bases respectivas. A seguir, por
composi¢io achamos o que T,07, faz na base de ¥, ¢ chegamos entdo 3 matriz

[T,0T, ]'?r’ observando que esta é exatamente o produto das matrizes anteriores.

5.4.7 Exemplos

Exemplo I: Consideremos uma expansio do plano R? dada por
T.(x, ») = 2(x, »), e um cisalhamento dado por Ta(x, ¥) = (x + 2y, ). Ao
efetuarmos primeiro a expansio ¢ depois o cisalhamento, teremos 2 seqiéncia

T,0Ty

Figura 5.45
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As matrizes (em relagio 4 base candnica de R*. §) das transformagdes s3o

¢ ]

Entfo, a matriz (em relagdo 2 base candnica de R?) da aplicagdo que expande
e cisatha (que é justamente a composta T,0T,) serd

IR B

Exemplo 2: Sejam as transformagSes lineares T,:R*->R%e TR~ R?
cujas matrizes sao

lm‘g:[g 2] ¢ 1T

1 0
o o 1 -l
(7] = (1) 'i ¢ mﬁ:[o 0 0]

em relagio as bases o = {(1, 0), (0, D}, § = {(%. 0, -3), (1,1, 15). (2, 0, 3)}

ey = {(2, 0), (1, 1)}. Queremos encontrar a transformagio linear composta
T,oT;:R*> R?, ou seja, precisamos achar (T,07,)(x, ).
Para isto, usamos o teorema anterior para achar a matriz da composta.

1 0
a |0 1 -i -2
lTQUTI],Y‘ lto 0 0] I -1 = [0 0
0o 1
Escrevemos agora as coordenadas do vetor (x, y) em relacio 4 base a.

X
[(x’ .y)]a- - li}
2

Entdo, usando o teorema 5.4.6, temos
x
1 -2 x -y
emie s [ %) H -[5]

Portanto, (T,0T)(x, ¥) = (x - y}(2,0) + 0(1, 1) = (2x - 2y, 0).
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5.4.8 Corolario: Se T:}' > W é uma transformagio linear inversivel (T ¢
um isomorfismo) e a ¢ § sio as bases de ¥ e W, entao T-1: W— V' é um ope-
rador linear ¢

i f = AT

Figura 5.4.6
Prova: A matriz identidade, [[]% = [T 0T = (TR T2
o o ot B

5.4.9 Corolsrio: Seja 7: ¥~ W uma transformagdo linear e a e § bases de

Ve W, Entio T é inversivel se e somente se det IT]g #* 0.

Exemplo: Seja T:R* ~R? uma transformagdo linear dada por

TRE

onde £ é a base candnica de R?. Como det [T]'E = 1, o coroldrio 5.4.9 afirma

que T ¢é inversivel. Pelo coroldrio 5.4.8 sabemos que

1T-‘1§ - (mfgr‘ -

|
—
I W
w B
| SO — |
|
Il
1
[PV
]
[FRT
PE—

It

_ . _ | X 3 -4 . x| 3x - 4y
werre 2] (2 30 (E58]
ou seja, T7Hx, ») = (3x - 4y, -2x + Iy).

Se T:¥— W é uma aplicacdo Jinear, a, o' bases de V e 8, § bases de W,
podernos relacionar as matrizes [T]g ¢ [T]g' do seguinte modo:
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5.4.10 Corolario:

Figura 5.4.7
[T]g.' = [1o T<'J1]‘B’: = [I]ﬁ' lT}g [112'

Em palavras, conhecendo a matriz de uma transformagao linear em relagdo a
r t

certas bases & ¢ § ¢ as matrizes de mudanga de base para novas bases & e §,

podemos achar a matriz da mesma transformacdo linear, desta vez em relagdo

& novas bases a' e 3.

Como caso particular da situagio anterior temos:
Se T:V— ¥V ¢ uma transformagdo linear ¢ o e § sdo bases de V, entio

@ , joTol=T , @

Figura 5.4.8

[T}g = Uorory = UB (TR UK,
=l

Lembrando que [I]g i ]g)'1 e chamando []]g = A, vem que

[T]ﬁ AL [T AT

Dizemos neste caso que as matrizes [T]: e [T]g sio sermelhantes.

Pelo coroldrio anterior, observamos através de mudangas convenientes de bases
qual a modificagdo que a matriz de uma transformagdo linear sofze.
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Exemplo: Seja a transformacdo linear T:R*~> R? cuja matriz em relagio
i base canénica ¢ é

) -2 4 -4
(TE=]1 2 1
3 -6
Calculemos a matriz desta transformagdo em relagio & base § = {(0, 1, 1),

(-1, 0, ). (1, 1, D}. Para isto, usamos a relagio [T]g = [1]'.,3 [T% [7 ; onde

0 -1 i -1 2 -1
m‘g =f1 o o e(mg)= [115)"= 0 -1 1
I | 1 1 -1 1

Entio

=B S I
o N O

-1
rE-=1|o
o

Isto nos sugere a pergunta: Dada uma transformagdo linear, hi um proce-
dimento pritico para se calcular uma base em que a matriz desta transformagio
seja a “‘mais simples possivel”? A resposta a esta pergunta serd um dos nossos
objetivos nos proximos dois capitulos,

*5.5 APLICACOES A OPTICA

Consideraremos nesta sec¢o o caso de um feixe de luz de raios paralelos (cuja
direcdo pode, portanto, ser dada por um vetor) que se reflete em espelhos
planos.

Iniciamos observando a situagdo mais simples possivel: a propagacio se da
no R? (isto ¢, estamos observando o fenomeno de perfil) e o espelho estd co-
locado no eixo horizontal (veja a Figura 5.5.1)

v &
o de | raio de luz
ir:::?desteuz refletido na
ente dire¢do (¢, d)
na direcdo I % ’
{a, b} )
| espelho
/_“.,_’ p
BAGIAR AL R AR R R R Y YN AN SN A R R
~ :
.
~ |
~ I
******** Nz, b)
Figura 5.5.1
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Dado um raio de luz incidente na direcio do vetor (g, b), perguntamos
em que diregdo (c, d) estard o raio refletido?

Para responder a esta pergunta devemos recordar um pouco sobre as leis
que regem a reflexdo da luz em um espelho. Sao elas:

{) O raio de luz incidente, a normal ao espelho no ponto de incidéncia
e o raio refletido estdo no mesmo plano.

ii) O angulo entre o raio incidente e a normal a0 espelho é o mesmo que ©
angulo entre a normal e o raio refletido.

iif)  Supondo que o espelho é perfeito, isto ¢, nao ha absorgdo da luz, a luz
se reflete com a mesma intensidade que tinha na incidéncia.

No caso simples que temos, ndo precisamos nos preocupar com (f) pois
as propagacoes se ddo no mesmo plano. Se o comprimento do vetor indicar a
intensidade da luz, (iif) indica que o vetor refletido terd o mesmo tamanho que
o incidente. Estes resultados, juntamente com (i), implicam que ¢ = a ¢ d =-b,

ou, em forma de matriz
cl_ 1 0 a
d 0-1 b

Podemos concluir, portanto, que um espelho plano atua sobre os raios
luminosos como uma transformaggo linear £ (compare com 5.2.2).

Passemos agora a estudar qual é a matriz associada a um espelho numa
posi¢io um pouco mais geral (veja a Figura 5.5.2), isto ¢, formando um
ingulo 6 com a horizontal.

. 1 d (. o

Figura 5.5.2 espelho

(a, b}

Podemos fazer este caso cair na situagao anterior considerando uma mu-
danga de base. Tomamos a base § = {e,, e;} onde e, = (cos B, sen ¢) esta na

diregio de x' (espetho) e e; = (cos (-% + 8), sen (% +8) = (-sen 8, cos 3)

estd na direcdo normal ao espelho. Em relagdo a esta base

B S
[‘E]g" [(} -1]
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Portanto, em relagio 4 base candnica temos (verifique, calculando

U, )
(£]2" = [I]B EP [jean - | cus28 2
B R e (2 )
e, portanto:

551 [c J _ [ cos 28 sen 20 a
d sen 20 -cos 26 b
A matriz {E];‘; pf:)deria ser obtida diretamente simplesmente observando
0 que a transformagao linear (o espelho) faz nos vetores da base candnica

{raios luminosos na direcdo do eixo dos x e dos ¥). (Veja a Figura 5.5.3)

bv by
{cos 20, sen 20)
(0, 1)
3 espelho
)
VI
V2T 0
\
’ 7]
‘.;:; 1 - X
i
%_ 204\ leosl 5 - 20), —ssn(%- 2t
Figura 5.5.3 = sen 26, - cos 26)

Note que ao colocarmos as componentes dos vetores refletidos em coluna
obteremos a mesma matriz que antes.

Como podemos tratar o problema em que hajam vdrios espelhos e, con-
seqientemente, reflexdes sucessivas? Simplesmente pela composicio das t,rans-
formagdes lineares associadas a cada espelho na ordem em que ocorrem as
reflexdes ou, em termos de matriz, pelo produto das matrizes na ordem
correta (veja 5.4.6).

Vamos exemplificar analisando a situacdo seguinte: um feixe de Juz se
propagando na diregdo do vetor (1, -1) e refletindo nos espelhos da figura:

Em que diregiio estard o feixe ap6s as reflexdes?
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m
Para responder a isto basta utilizar a matriz de 5.5.1 com 0 = e paraa

i _ 57 .
primeira reflexdo ¢ 6 = —— para 2 segunda. Temos entdo (verifique):

¢ 1 -J3fl1 J3 1 1+J3
| |7 2 R
-3 /3o S| 1=
d 2 2 Jl2 2 -1 2
. _ . -1+ 1-v3
Concluimos, entdo, que o feixe estard na diregdo de (—1—2—@ ) 2\/_ )

0O mesmo raciocinio podera ser feito quando estamos com espelhos planos
no espago. Fagamos um exemplo. Vamos mostrar que se tivermos 3 espelhos
colocados dois a dois perpendiculares, qualquer feixe de luz de raios paralelos
que incide sobre o conjunto saird paralelo a direggio de incidéncia apés as refle-
x0es (veja a Figura 5.5.4).

Figura 55.4

As matrizes associadas a cada espelho podem ser obtidas observando o que ele
faz com cada um dos vetores da base candnica. Obtemos entao:

-1 0 0O 1 0 o0 1 0 O
Ml = 0 1 0 , Mz = 0 -1 1] \ M3 = 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 -1

para os espelhos [, Il e [l respectivamente (verifique). Se o feixe de luz
incidente estd na diregio (a, b, c) a diregdo do feixe refietido pelo conjunto

serd

d a ~a
€ = M3' M:' Ml' b = |-b
f 4 -

O mesmo resuitado serd obtido se as reflexdes se derem em outra ordem
(MyM3M,, M;M;M; etc.). Podemos concluir, portanto, que a diregdo de saida

¢ paralela e contriria 4 de entrada.
A reflexdo da luz (ou som) feita em espelhos ndo planos ndo ¢ descrita
por transformagdes lineares. Vocé verd alguns exempios de espelhos ndo planos

em 11.7. Aguarde!
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5.6 EXERCICIOS

1. Seja T: ¥V - W uma fungio. Mostre que:

a) Se T é uma transformacio linear, entj
. + do T(o =0,
b} Se T(0) # 0, entio T nio é uma transl‘orma)gﬁo linear

2. Determine quais das seguintes fungbes sio aplicagSes lineares:
a) f:R? > R? '
x ) (x+ty x- ¥)
b) g:R* >R
(x. ¥} xy
c) h-M,>R

d b a b
[c d}k—v det[c d]
d) k:P, - P,

2 .
ax® + bx + ¢ —— ax® + bx* + ox
e) M:R*-> R?

1 2
>y (x 3 2) [0 -1
1 1
D N:R->R |
xr|xl

3. a) Ache a transformagfo linear T:R?-> R? tal
: que 7(1, 0, 0) = (2, 0
T(0,1,0) = (1, 1) e T(0, 0, 1) = (0, -1). )= 2.0,
b) Encontre v de R? tal que T(v) = (3, 2).

4. a) Qual é a transformagdo linear 7:R? —» R? tal
: que 7(1, 1) = (3
T(0, -2) = (0, 1, 0)? =G 2 1)
b) Ache T(1, 0) e T(0, 1).
¢) Qual é a transformagdo linear S:R* ~ R? tal que 83, 2
. 3 L~y 1) = 1, 1 ,

S(0, 1, 0) = (0, -2) & §(0, 0, 1} = (0, 0)? =

d) Ache a transformagio linear P:R*~ R?® tal que P = SoT,

5. @) Ache a transformagdo T do plano no plano que é uma reflexdo em torno
da reta x = y.
b) Escreva-a em forma matricial.

6. No plano, uma rotagio anti-hordria de 45° € seguida por uma dilatacdo de
V2. Ache a aplicagio 4 que representa esta transformagio do plano.
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4. Seja ¥ o espago vetorial de matrizes 2 X 2 com base

o-{la ol [0 SL[2 SLIS 0

Se T:V > R? ¢ a b
e R edadaporT(L dn =@+d b+o),

7. Qual é a aplicagdo A que representa uma contragio de 717“ seguida por

uma rotagio hordria de 45°?

8. Verifique qual o niicleo ¢ imagem ¢ suas respectivas dimensoes das transfor-

magoes dadas nos exemplos do pardgrafo 5.1.

s LI em U, mostre
ug, vetore a) Ache {T]g onde o ¢ a base candnica de R?

9. Dados T:U~ V linear e injetora e uy, uy, ...,

que {T(uy), ... T(ux)} é LL
2 1
10. Sejam R, S e T trés transformagGes lineares de R® em R®. Se S RZ> Ve lSJg oA
10 0 1
R]=|2 1 1] e
Se [R] 0 -1 1 b) Ache S e, se for possivel, (g, b) tal que S(a, b) = [1 0]
' 0 1j.
201 -l 15. Seja T:R? - R? tal que [T] = [_(l) _ﬂ Ache os vetores u, v tal que
(S1=13 1 2|, ache
1 iy 0 d) T(u} =u
b) T(v) = —v

16. Mostre que se 7: ¥~ W é uma transformagio linear,

T tal que R = §oT.
q @) Im(T) é um subespago de W,
b) ker(T) é um subespago de V.

11, Sejam « = {(1, -1), (0, 2} e g = {(1,0, -1), (0, 1, 2), (1, 2, 0)} bases de
R? ¢ R? respectivamente e _ .
i 17. Sejam § e T aplicagBes lincares de ¥ em W. Definimos § + T como

(§ + T)v = S(v) + T(v) para todo v € V e definimos &S como (aS)v =

1 0
] =a-S8v)paatodloa€EReveE V.
[T]g =1 1
0 1 a) Mostre que S + T é uma transformagdo linear de ¥ em W.
b) Mostre que a8 € uma transformagdo linear de V em W,
& Ache T c} Mostre que X = {T | T:V—> W} € um espago vetorial sobre R,
d) Suponha que dim ¥V = 2 e dim W = 3. Tente procurar dim X,

b) Se S{x, y) = 2y, x = y, x), ache [S]g.

-0 o

}

1 2 1 0 -1
= = RoS,
12. Se IR] Ll 3] e 5] [2 X 1}, ache

13. 8¢ R(x, ) = Qx, x =y, y) e Stx, y, 2) = - 2, 2 = X),

a) Ache [ROS).
b) Ache [SOR].

1
¢) Ache uma base v de R* tal que [T]g = [0
0

18. No Exercicio 11 determine ker T, Im T, Im S, ker S ¢ comprove a validade

dos teoremas 5.3.9 e 5.4.5 para estas transformagdes.

19. Considere a transformacdo linear

T:R® > R? dada por T(x, y, 2) = (z. x~y, -2).

a) Determine uma hase do nicleo de T.

b) Dé a dimensdo da imagem de T.

¢) T é sobrejetora? Justifique.

d) Faga um esbogo de ker Te Im T. s ""g
Ciéncia & Tecnol
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20. Dé, quando possivel, exemplos de transformagoes lineares T, S, L, MeH

satisfazendo:

a) T:R® - R? sobrejetora

p)S :R* - R?, com ker S = {(0, 0, 0)}

ey L :R® - R? com iml = 1(0, 0)}

d)yM:R* - R, com kerM= {(x, ) €ER*; x = y!}
€) H:R® - R3, com ker H= {(x, »,z) € R} z = ~x}

21. Seja P = conjunto dos polindmios com grau menor ou igual a 3, ¢
T:P3 ‘-“)'Pa
f—f" (derivada)
a) Mostre que P; € um espago vetorial de dimensdo 4.

b) Mostre que T é uma transformagio linear.
¢) Determine ker T ¢ Im T e encontre uma base para cada um destes

subespagos vetoriais.

22, SC_]E D:Pg, ¥ P3
frf" (derivada segunda)
Mostre que D ¢ linear e determine uma base para ker D,

23. Sejam a = {(0, 2), (2, -1)} ¢ B =1{(1,1,0), (0,0, -1}, (1, G, 1)} bases
de R*e R,

2 0
[s]‘g =4 0
0 -4
Dé a expressdo para S(x, y).
24. Seja
0 1 0 0 O
A= |0 2 B = 1 2 1
0 1 -1 0 ¢
Encontre ker T, ImT,, ker Ty Im Tg. ker (Tg 0 TA)Im(TB o TA ). Determi-

ne bases para estes seis subespagos.

Transformagbes Lineares 17§

25. Seja T: R* > R? uma reflexdo, através da Tetay = 3x
a) Encontre T(x, y). .

b) Encontre a base a de R?, tal que [7]% = {1 0]
4 O
0 -t

26. SejaT:R?®->R3?

[s) d . —
Tt 24, nde T(v) é a proje¢do do vetor v no plano

@) Encontre T(x, y, z).

b) Encontre uma base ordenada g de R?, tal que

0
0

1
(7§ = | o0
0 1

o0

. Ia L . R > R Ollde L €a Ieﬂexaﬂ t p

a) Encontre L(x, y, z).

b} Encontre uma base ordenada y de R?, tal que

1 0 0
T= [0 1 o
0 0 -l

28, a a0 Ii
Encontre a expressdo da transformago linear T : R® > R3 que € uma

rotagdo de w/3 em tormno da reta que passa pela orj ireca
do vetor (1, 1, 0). wepEm S ¢ fom  diesio

®
29. Um espelhc; plano estd apoiado em uma parede vertical formando um in-
g.ulo de 30° com ela. Se um feixe de luz de raios paralelos for emitido ver-
ticalmente (do teto para o chdo) determine a diregdo dos raios refletidos
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*30. Um espelho plano triangular é apoiado no canto de uma sala da forma des-

crita na figura abaixo.

x 14

Em que diregdo serd refletido um feixe de luz de raios paratelos emitidos
verticalmente de cima para baixo?

5.6.1 Respostas

3.9)T(x, y,2)=(x+y. ¥ - 2)
byv=(x 3-2x 1-2)

5.a) T(x, y) = (%, %) b) [;
x+y x-y
7.A(x.y)=( 3 ,—2—>

1. 7, y)=(’%”, ir—;1,2x+y)

0 2 -2 -
13.a) [ROS]= |1 1 -2 b) [SoR] = [_2 1]
101

15. a) v = (x, -x) b) v=1(x 0)

17.d) dimX =3 X 2=06
19. ) ker T = [(1,1,0)] base = {(1, 1,0)}

b) dimIm T =3 - dim ker T=2 Veja (5.39).
¢) Ndo. dimIm T = 2.
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d) z

ker T x

21. a) (Veja Exemplo 4 de 4.22)  base de
L. ste e . 2 ,3
b) (Veja Exemplo 5 de 5.1.2) spago: {1,x, x*, °}

¢) ker T = {P(x) = k (constante)} base: {1}
InT = {Ax)=ax®+ bx + ¢, a, b, ¢ € R} base: {1, x, x*}

3
B.S6y) = (¢ -5 ¥+, -3x-2).

U . kerTp ={x,y,z)ER: x =0 = -

B ; ez =2y} base:{0,1,-2

ImT, =1(0,1,0), (0, 1,-1)] base: {(0, I, 0)?8(60,%1 -} ’
ker T, = [(1,0)] ImT, =[(1,2,1)) ’

kerTgo Ty = [(1,0)] InTyoT, = [(0,0,1)]

1
25. )T (x,y) = T(— 4x + 3y, 3x - 4y)
b) a pode ser qualquer base {v,, v, } tal que v, pertenga i reta e v, e v, sejam
perpendiculares, por exemplo, @ = {(1, 3), (-3, 1)}
1
27. @) T'(x,y,2) —T(-Zx -6y ~3z,-6x+ 3y -22,~-3x - 2y + 62)

b) v pode ser qualquer base {v,, v;, v; }do R? tal que v, ¢ v, pertencam

a0 plano e v seja normal ao plano dado. Por exempl —
g plo,y = {{1 -
0, 1,-2),(3,2, D}. {1,0,-3),

] Leituras Sugeridas e Referéncias

b 1
2Gelfand, I. M.; Lectures in Linear Algebra; Interscience Publishers, New York, 196]
- Hoffman, K. e Kunze, R.; Algebra Lineor; Fditora Poligono, $io Pauio 19‘:‘1 .

Ciéncia & Tacn

Bibiioteca deo&la
UFPe



