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A derivada do determinante é a soma dos determinantes das matrizes obti-
das da original, diferenciando as linhas, uma por uma.

a) F b v Y d) F
a3 ¢) Possivel e indeterminado.
b) 3 d) As linhas de A como vetores sio LD.

Considere as dreas do trapézio AXYC e dos tridngulos AXB e CYB.

I 3 c

B

23. b) A matriz-chave nfio tem inversa.
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ESPACO VETORIAL

4,1 VETORES NO PLANO E NO ESPAGO

Imagine uma forga atuando sobre um corpo. Vocé conseguird precisd-la deter-
minando sua intensidade ¢ direcdo. Forga € um exemplo tipico de grandeza
que serd representada por um vetor. Qutros exemplos sfo velocidade e deslo-
camento. Neste capitulo desenvolveremos o conceito de vetor de uma forma
bem ampla, de modo que, por exemplo, solugGes de sistemas de equagdes li-
neares ou de equagBes diferenciais também possam ser representadas por ve-
tores.

Figura 4.1.1
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4.1.1 Vetores no Piano

Inicialmente, introduziremos a idéia de vetor, restringindo-nos ao plano.
Para isto, consideremos o plano cartesiano que consiste de um sistema de
coordenadas dado por um par de retas ortogonais, com orientagio. Fixada
uma unidade de comprimento, um ponto £ do plano pode ser identificado
com o par (g, b) de nimeros reais, que sdo suas coordenadas.

Y

Figura 4.1.2

Dados dois pontos £ e ¢ do plano, podemos considerar o segmento de
reta orientado Pa, com ponto inicial P ¢ ponto final (. Note que embora co-
mo conjunto de pontos os segmentos PQ e OF sejam iguais, como segmentos
orientados eles sdo distintos. Diremos que eles sdo segmentos opostos.

Vamos estabelecer que dois segmentos orientados sdo equivalentes se tive-
rem o mesmo comprimento e diregdo. Por exemplo, na figura

Figura 4.1.3

— — - K - - = . —
PG, KL e RS tém a mesma diregio; RT ¢ KL tém o mesmo comprimento; PQ,
- >
RS e ZW tém o mesmo comprimento, mas os inicos segmentos com orienta-

= -
¢des equivalentes s3o PQ e RS. Para qualquer segmento orientado no plano exis-
te outro equivalente a este cujo ponto inicial é a origem. Por exemplo,
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Figura 4,1.4

Vamos passar a considerar agora, apenas 0s segmentos orientados com
ponto inicial na origem, denominados verores no plano. E importante notar que
vetores no plano sio determinados exclusivamente pelo seu ponto final, pois o
ponto inicial é fixo na origem. Assim, para cada ponto do plano P4, b), estd
associado um Unico vetor v = O_I5 e, reciprocamente, dado um vetor, associanos
um tnico ponto do plano, que é o seu ponto final. Isto €, a correspondéncia
entre pontos do plano e vetores é biunivoca.

Usando esta correspondéncia entre vetores ¢ pontos do plano, costumamos

>
representar um vetor v = OP pelas coordenadas do seu ponto final P(¢, B).
Usamos a notagdo da matriz-coluna v = [ﬂ ou mesmo a identificagao

v = (¢, b). Por exemplo, v = [;] ou v = (1, 3). Observe que, deste modo, &

origem do plano ficard associado um vetor que tem os pontos inicial e final
coincidentes com esta, Denominaremos tal vetor (que ¢ s6 um ponto) de vetor
mulo, e este serd representado por (_9, 0). .

O oposto de um vetor v = OF ¢ o vetor W = O(¢), que tem o mesmo
comprimento e dire¢dc oposta. Em termos de coordenadas, se v = (g, b), entdo
w = (~a, -b) e, por essa razio, denotamos W = -V.

4.1.2 Operagdes com Vetores no Plano

a) Multiplicaggo de um vetor por um nimero.

Multiplicar um vetor v por um nimero £ > 0 € considerar um novo ve-
tor w = kv, que possui a mesma dire¢do de v e tem como comptimento £ ve-
zes o comprimento de v. Se £ < 0, 0 vetor W = kv serd igual ao oposto do
vetor 1kl - v. Se k = 0, w = kv serd o vetor nulo.
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w =25y

|

Figura 4.1.5

Observe que a multiplicagio de vetor por um nimero corresponde d multipli-
cagdo da matriz-linha (ou coluna) por esse nimero. Assim, se v = (g, b) e
w = kv, entdo W = (ka, kb). Por exemplo, para v = (2, -5}, w = 3v = (6, -15).

b) Adigio de dois vetores,

Para introduzir 2 soma de vetores, vamos voltar ao exemplo de forgas
atuando num corpo. Uma for¢a que atua num ponto pode ser representada por
um veter, de comprimento igual A intensidade da forga, com a mesma direcio
em que a forca atua. (Estamos supondo que a origem do sistema de coordena-
das estd no ponto onde a forga atua.)

Suponhamos agora que temos duas forgas F; ¢ F, atuando no mesmo
objeto. Podemos representar o resultado destas duas forgas por uma tnica for-
¢a R? Em outras palavras, 0 que é a “soma” de duas forgas?

e
[ " F)

v 7, Figura 4.1.6

A experiéncia mostra que a forga resultante é representada pelo vetor diagonal
do paralelogramo construido a partir dos vetores Fy e F,. Chamamos a forga
resultante de soma de F, com F; e denotamos R = F; + F,. Agora, pensemos
em termos de coordenadas. Se F, = (g, b) e F, = (¢, d), quais s8o as coordena-
das de R?

Figura 4.1.7
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Usando congruéncia de triangulos, vocé pode notar que as coordenadas de R
sio (@ t ¢, bt d) _

Foram resultados como este que motivaram a definigio formal de soma
de dois vetores no plano, Se v = (a, b) e w = (¢, d), entdo o vetor-soma serd
v+ w=(a+c btd). Observe que somar vetores corresponde simplesmente a
somar as matrizes gue os representam. As operagGes entre vetores herdam, por-
tanto, todas as propriedades das operagGes correspondentes para matrizes.

Podemos ainda observar que a soma de um vetor v = (g, b} com seu
oposto w=-v=(-a,-b) ¢0 valor nulo. Isto é, v +w=v +{-v)= (g - a,
b-b)=1(0,0) o

Por diferenga entre dois vetores v e w, entendemos a soma do primeiro
com o oposto do segundo vetor, v - w = v + {-w). Isto ¢ mostrado geometrica-
mente, pela Figura 4.1.1.

Y

- e

Figura 4.1.8

4.1,3 Vetores no Espago

Da mesma forma que fizemos no plano, podemos considerar vetores no espago.
Teremos entdo um sistema de coordenadas dado por trés retas orientadas, per-
pendiculares duas a duas, e, uma vez fixada uma unidad&? de com;‘)rimento, cada
ponto P do espago estard identificado com a terna de nimero reais (x, y, z),

que dd suas coordenadas.

Figura 4.1.9



102 ALGEBRA LINEAR

Também aqui os vetores sdo dados por segmentos orientados, com ponto
inicial na origem, e existe uma correspondéncia biunivoca entre vetores e pon-
tos do espago que a cada vetor OP associa seu ponto final P = {a, b, ¢). Deste

—

modo, o vetor v = OF costuma ser denotado pelas coordenadas de F.

a
v=| b ou v=(g b, ©)
c
Exemplo
A
\\\
v =1{1,2 2
L 1
I
1
1
I - ro
~ [} el o
e T
T
,,,,,,, sl
Figura 4.1,10

A origem fixada para o espago representard o vetor nulo (0, 0, 0).

Assim, se chamarmos de ¥ o conjunto de vetores no espago, podemos
identificar

)

{(x), xz, x3); x; € R}
RXRXR=R?

14

4.1.4 Operagdes com Vetores no Espaco

A soma de dois vetores e o produto de um vetor por um nimero (escalar)
também sdo definidos da mesma forma que no plano
Seu:(xthst) e sz’l)yz’ya)!

et v= (Xt Y, Xt X3 T ys)

e ku = (kx,, kx;, kx3)

Por exemplo, se u = (2, -3, 5)ev=(1,2,0,u+v=(3 -1, 5e
2u = (4, -6, 10).

Como ji observamos no caso do plano, estas operagdes correspondem exa-
tamente 4s respectivas operagdes das matrizes-linha que representam os vetores
e gozam de uma série de propriedades decorrentes daquelas relativas as ope-
ra¢cdes com nimeros reais.

et i+
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Propriedades:
) mtvytw=u+(v+w)

i) utv=v+u

i) Existe 0 € V tal que u + 0 = u. (0 é chamado vetor nulo.)
iv) Existe -u € V tal que u + (-u) = @,

v) a(u+v)=au+av

vi) (@ +byv=av+ by

vii) (ab)v = a(bv)
viif) lu=u

Estas propriedades servirio para caracterizar certos conjuntos que, apesar
de terem natureza diferente dos vetores no espago, “comportam-se” como eles.
Estes conjuntos receberdo o nome de espagos vetoriais.

4.2 ESPACOS VETORIAIS

4.2.1 Definig8o: Um espaco vetorial real é um conjunto V, nio vazio,
com duas operagdes: soma, ¥ X V—5 V. e multiplicagio por escalar,
R X V— V, tais que, para quaisquer u, v, w € V e a, b € R, as proprieda-
des de {) a vifi) sejam satisfeitas.

Se na defini¢do acima, ao invés de termos como escalares, nlimeros reais,
tivermos nimeros complexos, V serd um espago vetorial complexo.

Usaremos doravante a palavra vetor para designar um elemento de um
espago vetorial. Assim, por exemplo, se considerarmos o espago vetorial
V = M(2, 2), os vetores serdo matrizes. {(Mostre que M(2, 2) realmente ¢ um
espago vetorial, verificando as condigGes indicadas na defini¢3o 4.2.1. Lembre
que os vetores u, v ¢ w deste espago vetorial sio matrizes 2 X 2 e os escalares
ainda mimeros reais.) Agora, convém introduzir alguns exemplos de espagos
vetoriais.

4.2.2 Exemplos
Exemplo I: O conjunto dos vetores do espago
V=R = {(x1, X2, x3); x; € R}

¢ evidentemente um espago vetorial real (veja 4.1.3),
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Fxemplo 2. No lugar de ternas de numeros reais consideremos como ve-
tores n-uplas de nimeros reais.

V=R" = {{x,, x5, ..., xn); xi €R}

ese u = (X), X2y v Xph V= V1, V2o o Va) €d ER,

Wt v= (0 Ty, X F Ve, e, X v Yg) € au = (X, X3, aXp)

Neste caso perdemos, é claro, a visdo geométrica de “yetores”, pois safmos de

um espago de “dimensdo” 3 da geometria e passamos a um espago de “dimen-
sio” n. Apesar disto, podemos trabalhar com estes espagos da mesma maneira

que em R*.

Subexemplo: n = 5; ¥V = R®
V= {x,, xa, X3, Xa. X5). X;i € R}
Se u=(1,0 2,-34)
e v=1(0,1,1,-2,95),
entiou - 2v=1(1,0,2,-3,4 -2(0, 1, 1, -2, 5)
=(1,0,2, -3, 4 -(0,2,2,-4,10}
= (1, -2, 0, 1, -6)
Observe que, neste caso, o vetor nulo é (0, 0, 0, G, 0).
As n-uplas de ndmeros reais ou, equivalentemente, matrizes-linha 1 Xn
{ou matrizes-coluna 7z X 1) aparecem naturalmente na descrigio de muitos pro-
blemas que envolvem vdrias varidveis. Como um exemplo para determinar a po-
sigio de uma barra no espago precisamos dar as coordenadas de suas duas
extremidades A = {4,, @3, 3) ¢ B = (b1, by, bs). Assim, sua coordenada serd
dada por (a,, €1, a3 by, by, b3), ¢ estaremos trabalhando com o espago veto-
rial R®.
Exemplo 3. V = M(m, n), o conjunto das matrizes reais m X n com a
soma ¢ produto por escalar usuais.

Subexemplos:
P V=M22) = E Lﬂ:a, b,cood€R

Qual é o vetor nulo deste espago vetorial? (Veja o Exercicio | da secgio
4.8)

iy V=M1, m={lan an - @inl @i € R}.
Observe que este espago vetorial pode ser identificado com ¥V = R (veja

o Exemplo 2 desta segao).
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Exemplo 4. V = i o
d or mplo 4. V Py, 0 c_:on]u.nto dos polindmios com coeficientes reais,
e grau menor (')ullgual a n (incluindo o zero}. As operagdes sio soma de po-
lindmios e multiplicagio destes por nimeros reais

Subexemplo: n = 2
P, = {ay +a,x +a,x*: a; €ER}.

Todf)s os exemplos anteriores foram de espagos vetoriais reais. O préximo
exemplo é de um espago vetorial complexo.

Exemplo 5: V é o conjunto das matrizes 2 X 2, cujos elementos sdo ni-
meros’ complexos. As operagDes sdo adigdo de matrizes e multiplicagio destas
por nimeros complexos.

Exemplificando:
Tt 0 .| 2 6| [9+i 0O
2 =i 240 i 4+i 0
2

, i i-1 2+72
1+ -
1+ | - = .

0 0

E)s espagos .complexos aparecem, por exemplo, no estudo de sistemas de
equacdes diferenciais. (Veja o Capftulo 12.) Salvo mengio em contrério, todos
0s espagos vetoriais que abordaremos a seguir serio espagos vetoriais reais.

4.3 SUBESPACOS VETORIAIS

As vezes, é necessirio detectar, dentro de um espago vetorial F, subconjuntos
W que sejam eles proprios espagos vetorials ““menores”. Tais conjuntos serdo

chamados subespagos de V. Isto acontece, por exempio, em: ¥ = R2, o plano
onde W € uma reta deste plano, que passa pela origem. $O P

3

u+tv

Figura 4.3.1
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Veja que a reta W funciona sozinha como espago yetorial pois, a0 SOMArmos
dois vetores de W, obtemos um outro vetor em W. Da mesma forma, se mul-
tiplicarmos um vetor de W por um numero, o vetor resultante ainda estard em
W. Isto é, o subconjunto W é “fechado” em relagdo 4 soma de vetores e 4
multiplicagdo destes por escalar. Estas s#o as condigBes exigidas para que um
subconjunto W de um espago vetorial ¥ seja um subespago.

4.3.1 Definigdo: Dado um espago vetorial ¥, um subconjunto W, néo va-
zio, serd um subespago vetorial de V se:
i) Para quaisquer u, v € W tivermos u + v € W.
i) Para quaisquer 2 € R, u € W tivermos au e W

Podemos fazer trés observagGes:
@) As condigBes da definigio acima garantem que a0 Operarmos em W (soma

e multiplicagio por escalar), ndo obteremos um vetor fora de W. Isto é
suficiente para afimar que W é ele proprio um espaco vetorial, pois assim
as operacBes ficam bem definidas e, além disso, ndo precisamos verificar
as propriedades de (7) a (viii) de espago vetorial, porque elas sdo vilidas
em V, yue contém W.

b) Qualquer subespago W de V precisa necessariamente conter 0 vetor nulo

{por causa da condigdo (i) quando a = 0).
¢) Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespagos (que sio chama-
dos subespagos triviais), o conjunto formado somente pelo vetor nulo (ve-

rifique (i) e (i)) e o proprio espago vetorial.

4.3.2 Exemplos
Exemplo 1: V = R® ¢ W C V, um plano passando pela origem.

Figura 4.3.2

Veja geometricamente a validade de (i) e (ii).. Observe que se W ndo
passasse pela origem, ndo seria um subespago. Note que na verdade os Uni-
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3 = .
cos subespagos .de R3 840 a origem, as retas e planos que passam pela ori-
gem, ¢ o proprio R”,

o éEx;méJlo 2: 4 =t R; e W= {0, x,, x;, x4, X5); x; € R}
, o conjunto dos vetores de R®, cuja primei
Verifiquemos as condigfes () e (ji). ¢ €% primelra coordenada ¢ mula

i) E =._(O, X2, x3’ Xa, xS)’ v = (09 .y'Z» y3v Y, ys) € W
030 u + v = (0, x; + yz, X3 + ¥y, X4 + ya, X5 + ¥s) que ainda
) ’[zertenfe a W, pois tem a primeira coordenada nuia.
u‘ u = O kxz kx3 ka kxs) c W i i i
, ) , ) , pois a primeira coorden :
para todo k € R. ? e € e

Portanto, W ¢ um subespago vetorial de R®

Exe.mplo 3 ’V: M(n, n} e W é o subconjunto das matrizes triangula-
tes superiores. W é subespago, pois a soma de matrizes triangulares superiores
ginda € uma matriz triangular superior, assim como o produto de uma matriz

;- triangular superior por um escalar.

Exemplo 4: Uma situagdo importante em que aparece um subespago ¢

- obtida ao resolvermos um sistema linear homogéneo. Por exemplo

2Zx+4y + z=20
x+ y+22=0
x+3y- z=20

i Observe que, se colocarmos este sistema na forma matricial, teremos

Desta forma, estamos procurando, dentro do espago vetorial M(3, 1)

fias matrizes-coluna de 3 linhas, aqueles vetores que satisfazem a relacio (+)
Isto &, aqueles vetores-solugdo do sistema. Queremos saber se o conjunto dos ,
. Vetoressolugdo é um subespago de M(3, 1). Para isto, teremos que tomar

i dois vetores-solugo.

X X3 Xt X3
yi| e |y |, e verificar se sua soma |[y,| +{ y,
Zq Zy 21 F2)
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ainda é um vetor-solugdo. Entdo

2 4 1 x, X, 2 4 1 X, 2 4 1 X,

R R R R TN D T N 52 B S S I P

1 3 -1 Zy Z, 1 3 -1 z, 1 3 -1 z,
0]

X1
Isto é, a soma é solugdo. Além disso, se multiplicarmos [yl] por uma cons-
73

tante k, teremos

2 4 1 x 2 4 1| [x 0 0
11 2V (kv =41 v 2| [m]]=k|0] =)0
13 -l z, 1 3 -1 |z 0 0

Isto é, o produto de uma constante por uma solugdo ainda é uma solugfo. Por-
tanto, o conjunto W dos vetores-solugdo de (*) ¢ um subespaco de M(3, 1).

(Considerando a identificagio M = (3, 1), como R3, W pode ser dado geometri-
camente pela intersecgio dos trés planos no espago descritos por cada uma das

equagdes de (#).)

Exemplo 5: O conjunto-solugio de um sistema linear homogéneo de n
incognitas é um subespago vetorial de M(n, 1). Tente provar isto.
Alguns exemplos em que W ndo é subespago de V' s30 0s seguintes:

Exemplo 6. V = R? onde W é uma reta deste plano que nio passa pela
origem,

Figura 4.3.3
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W nio é sub i i
¢ subespago de V, pois existem u e v em W, tal que u + v & W. Outra

maneira de ver que W ndo é subespago de ¥ ¢ notar que o vetor nulo ndo
pertence a W. (Veja a observagio b em 4.3.1)

) Este ultimo fato ¢ usado freqiientemente
;1;;) é sube(sjpago de ¥V, is.to ¢, sempre que 0 € U, podemos afirmar que U/ ndo é
espaco e-V. Mas, cuidado: Nio vale a reciproca, pois podemos ter 0 € {/

sem que U seja subespaco, como mostra o exemplo seguinte.

para determinarmos que U C V

. - 2
. (2Ex:mplo 7:V=R*e W= {(x, x*): x € R}. Se escolhermos u = (I, e
=(2, 9, temos u + v = (-3, §) & W. Assim, W nio ¢ subespago vetorial de I
pois, caso conytrano, a condigdo (7} deveria ser satisfeita para quaisquer u e v €
€ W, e isto ndo ocorre neste exemplo.

w ‘}

¥

0.0 Ew
Figura 4.3.4

Exe<mplo 8: V= M(n, n) e Wé o subconjunto de todas as matrizes em
que 1211’\ 0. Mostre que a condigdo (i) ¢ satisfeita, mas (if) nao é; portanto
W nado é um subespaco. , ‘

Exemplo 9: Se um sistema linear nio for homogéneo, o que acontece
com seu conjunto-solugio? Considere o exemplo:

2x v 4y + z =1
(#)yx+ y+2z=1
X+3y- z=0

Prgve que a soma de dois vetores-solu¢io nem sempre é ym vetor-solugdo, e
assim o conjunto-solugio ndo € um subespaco de M(3, 1). (Veja o Exercf;io
17 da secgdo 4.8.)

Lmbora nes Exemplos 6 e 9, W niio seja subespago, ainda assim ele ¢ um
subconjunto especial que recebe o nome de variedade {inear. Estudaremos me-
lhor este tipo de subconjunto em 4.9. O Exemplo 7 nio é uma variedade linear
Agora veremos as principais propriedades dos subespacos. .

_Biblinteca de |
Ciéncia & Tecnol,
3 B e
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4.3.3 Teorema: {Intersecgdo de subespacos): Dados W, e W, subespagos
de um espago vetorial ¥, a intersecgdo W, N W, ainda é um subespaco de V.

Prova: Observamos inicialmente que W, N W, nunca é vazio pois ambos 08
subespagos contém o vetor nulo de V. E necessirio verificar entdo as condi¢des
i) e i) para mostrar que W, N W, também € subespago vetorial de V.

i) Dados x,y € W, N W;, x ey pertencem a W,, e também a W,. Entao,
x+yE W ex+y€W, sendo W, e W, subespacgos de V. Portanto,
xt+y €W NW,.

i} Agora, vocé deverd provar a segunda condigio como um exercircio.

4.3.4 Exemplos

Exemplo 1: V = R®
W, N W, ¢ a reta de interse¢do dos planos W, e W,.

Figura 4.3.5

Exemplo 2: V = M(n, n)

W, = {matrizes triangulares supericres}
W, = {matrizes triangulares inferiores}
Entio W, N W, = {matrizes diagonais}.

Uma vez que a interse¢do de dois subespagos ainda & um subespago veto-
rial, poderramos esperar o mesmo da reunido. Mas isto ndo acontece, cOmo po-

demos ver no proximo exemplo.
Exemplo 3. V = R?

W,

Figura 4.3.6
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W, e W, sdo retas que passam pela origem. Entdo, W, N W, = {0} e W, U W,
¢ o “feixe” formado pelas duas retas, que nao é subespago vetorial de R3. De
fato, se somarmos os dois vetores u e v, pertencentes a W, U W,, vemos que
u + v estd no plano que contém W, e W, masu + v & W, U W,.

Assim, W, U W, ndo € subespaco de V. Entretanto, podemos construir
um conjunto W, que contém W, ¢ W; e ¢ subespago de V. W serd formado
por todos os vetores de J que forem a soma de vetores de W, com vetores de
W,. W= W, + W, serd chamado “soma de W, e W,”. Serd conveniente colocar-
mos esta afirmagio de forma mais precisa.

4.3.5 Teorema: (Soma de subespacos): Sejam W, e W, subespagos de um
espaco vetorial V. Entfo, o conjunto

Wy + W, = {vEV,v=w, +wy, w, €W, ew, € W,} ésubespago de V.
Prova: (Veja o Exercicio 23 da secgiio 4.8.)

4.3.6 Exemplos

Exemplo 4: No exemplo anterior, W= W, + W, ¢ o plano que contém
as duas retas,

Wy
Wy + Wy

Figura 4.3.7

Exemplo 5: Se W, C R® é um plano e W, é uma reta contida neste pla-
no, ambos passando pela origem, W, + W; = W;.

=

Figura 4.3.8



112 ALGEBRA LINEAR

Exemplo 6: W, ={l}) l[;)]} e W, = {E) 2]} onde a, b, ¢, d € R,
- a b
Entio W, + W, ={|:c djl}: M(2, 2).

Quando W, N W, = {0}, entdo W, + W, & chamado soma direta de W,
com W,, denotado por W, ( W,. Os Exemplos 4 e 6 sdo exemplos de soma
direta, e um contra-exemplo é dado no Exemplo 5. Observe que tanto no Exem-
plo 1, como no 2, temos que o espago todo ¥ = W; + W,, mas a soma ndo ¢
direta.

4.4 COMBINACAO LINEAR

Vamos comentar, agora, uma das caracteristicas mais importantes de um espago
vetorial, que ¢ a obtengdo de novos vetores a partir de vetores dados.

4.4.1 Definigio: Sejam V um espago vetorial real (ou complexo),
Vi, V3, ..., ¥y € Ve ay, .., a, nimeros reais (ou complexos). Entdo, o vetor

¥ =,V + a,vp + ..+ yVy

é um clemento de V ao que chamamos combinaco linear de vy, ..., ¥q.

Uma vez fixados vetores vy, ..., ¥, em ¥, o conjunto W de todos os ve-
tores de ¥ que sio combinagdo linear destes, é um subespago vetorial. (Mostre
isto como exercicio.) W é chamado subespaco gerado por Vi, .., Vp € USEMOS &
notagdo

W= [v, ..., Vu)

Note que, formalmente, podemos escrever

W= [v,, vpl={vEV, v=0v + . tapvp, g, ER 1 <i<n}

ey

Uma outra caracterizagao de subespago gerado ¢é a seguinte: W= vy, .., ¥4}
é 0 menor subespago de ¥ que contém o conjunto de vetores {vy, ..., ¥»}, nO senti-
do de que qualquer outro subespago W' de V que contenha {v, ..., v,} satis-
fars W' D W. (Mostre também esta afirmagdo como exercicio.)

4.4.2 Exemplos

Exemplo I: V=R vE V,v#0.
Entdo [v] = {av: a € R}, isto &, [v] é a reta que contém o vetor v.
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Figura 4.4.1

Exemplo 2: Se v, v; € R? sdo tais que av, # v, para todo @ € R, entdo
[v,, v.] serd o plano que passa pela origem ¢ contém v, e v,,

Figura 4.4.2

v3 >

e Figura 4,43

pode ser escrito como combinagdo linear de vy, ¥y, V3 ¢ uma combinagao linear
apenas de v, e v, (pois v ¢ combinacdo linear de v, e v).

Exemplo 3: V = R%, v; = (1, 0), v, = (0, 1). Logo ¥ = [v,, v,] pois, da-
dov=(x, y) €V, temos (x, ¥) = x(1, 0) + ¥(0, 1), ou seja, v = xv, + yv,.

Exemplo 4:

o |l O] |01
1o o 27|10 o

Entao [v,, v;] = [[(1) b:]:a,bER
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45 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Em Algebra Linear, ¢ fundamental sabermos se um vetor ¢ uma combinagio li-
near de outros. No Exemplo 2 da se¢do anterior, 0 €3pago gerado por vy, vz,
v, é 0 mesmo que o espago gerado por v, v,. A raz#o disso € que v3 € um
vetor “supérfluc” para descrever o subespago, pois é uma combinagdo linear de
v, e v,. No caso geral, dados os vetores vy, ¥, ..., Vg, QUETEMOS saber se nao
existem vetores “supérfluos”, isto ¢, se algum desses vetores ngo é uma combi-
nagdo linear dos outros. Para chegarmos a uma conclusdo, precisamos comegar
definindo dependéncia e independéncia linear.

4.5.1 Definigio: Sejam ¥ um espago vetorial e vy, ..., Vp € V. Dizemos
que o conjunto {vy, ..., ¥,t & linearmente indeperidente (LI), ou que o0s vetores
¥y, .., ¥y s80 LI, se a equagio

avy + .. tapv, =0
implica que @, = 4; = ... = @, = 0. No caso em que exista algum a; # 0 dize-
mos que {v,, ..., V4| € linearmente dependente (LD), ou que os vetores
vy, ..., ¥4 sio LD.

Vetores linearmente dependentes podem ser caracterizados de uma outra
maneira.

45.2 Teorema: {v,, ..., vy} & LD se, e somente se um destes vetores for
uma combinagio linear dos outros.

Prova:
Sejam vy, ..., v, LD e

avy + .t agy oLt dpVe S 0

Segundo a definig@o dada, um dos coeficientes deve ser diferente de zero. Su-
ponhamos que 4; # 0. Entdo

1
v = “ (@v; + . F @ Vi T 1% + ...t apvn)
7
e portanto
d a
V] = it 3 v; + _in ¥n
a
7 7

Logo, v; é uma combinagdo linear dos outros vetores.
Por outro lado, se tivermos {v,, ..., ¥, ..., ¥x} tal que para algum 7,

v = hyvi+ ot b vt bjsVie ¥ o " bnvy
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temos
byvp + ... - Ivi + .+ by, =0 com bi=-~1 e,
portanto, {vy, ..., vy} é LD.

Esta proposicdo também € equivalente a: Um conjunto de vetores é LI
se, e somente se nenhum deles for uma combinagdo linear dos outros.

4.5.3 Exemplos

Exemplo 1: V = R®. Sejam vy, v, € V.
{vi, .vz} € LD se e somente se v, e v, estiverem na mesma reta, que passa pe-
la origem. (v, = Av;). Veja a Figura 45,1,

L]
Figura 45,1

Exemplo 2. V = R?, Sejam v,, v;, v; € V.

{v1, v2, v3} € LD se estes trés vetores estiverem no mesmo plano, que passa
pela origem. Veja a Figura 4.5.2.

€

Figura 4.5.2

Exemplo 3: V=R%* e, =(1,0) e e, =(0, 1)
e e; sio LI, pois
a,e, + aze; =0
a(1, 0) + 4;(0, 1) = (0, 0)
(@, @) = (0, 0)
g, =0 e a,=0
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Exemplo 4: De modo andlogo, vemos que para ¥ = R>, ¢, = (1, 0, 0),
e, = (0, 1,0)ee;=(0,0,1) Entdo e,, e, e e; sd0o LI

Exemplo 5: V = R? . 1
{(1, _1)! (1, 0)! (l: 1)} £ LD: POiS j(l’ _]) - l(la 0) + 7(15 1) = (09 0)

4.6 BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Agora, estamos interessados em encontrar, dentro de um espago vetorial ¥,
um conjunto finito de vetores, tais que qualquer outro vetor de V seja uma
combinagdo linear deles. Em outras palavras, queremos determinar um conjun-
to de vetores que gere F e tal que todos os elementos sejam realmente ne-
cessarios para gerar V. Se pudermos encontrar tais vetores, teremos os alicerces
de nosso espago, com estes vetores fazendo o mesmo papel que i, j, k na Geo-
metria Analitica no espaco. Denominaremos um conjunto de vetores desse tipo
de base.

4.6.1 Definigio: Um conjunto {v, ..., v,} de vetores de ¥ serd uma ba-
se de Vse;

[) {V], ] vn} é LI
i vy, vl =V

4.6.2 Exemplos

Exemplo I: V = R? e, = (1,0) e e, = (0, 1)
{e,, e;} é base de ¥, conhecida como base canonica de R2 (Veja o Exemplo
3 da secdo 4.4.2 e o Exemplo 3 da segdo 4.5.3)

O conjunto {(1, 1), (0, 1)} também é uma base de V = R% De fato:
Se (0, 0) = a(l, 1)+ b(0, 1) = (4, a + ), entdo a = b = 0. Isto ¢, {(1, 1),
(0, 1)} é LL
Ainda [(1, 1), (0, 1)] = ¥V pois dado v = (x, y) € V, temos

()C, y) = X(l, 1) * (y - x}(O, 1)

ou seja, todo vetor de R? é uma combinagdo linear dos vetores (1, 1} e (0, 1).
Veja a Figura 4.6.1.

0, 1 a1

Figura 4.6.1
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Exemplo 2.
{(0, 1), (0, 2)} ndo é base de R?, pois é um conjunto LD,
Se (0, 0) = a(0, 1) + »(0, 2), temos ¢ = -2b e @ e b ndo sio necessariamente
zero. Veja a Figura 4.6.2.

(0, 2

Figura 4.6.2
(0, 1)

Exemplo 3: V = R?
{1, 0,0, (0, 1, 0), (0, 0, 1)} € trma base de R>. Esta é a base candnica de
R3. Podemos mostrar que
D) {e), ey, es) 6Ll e
i) (x, y,z)=xe; + ye, + zeg

Exemplo 4. )
{(1, 0, 0), (0, 1, 0)} ndo é base de R®. E LI, mas ndo gera todo R, isto &,
ft1,0,0), (0, 1, 0] = R3.

Exemiply 5.V = M(2, 2)

I 0 0 1 0 0 0 0 .
I;) JE) J,E Ojiﬂ) 1] é uma base de V.

(Veja o Exercicio 9 da secgio 4.8.)

Existem espacos que ndo tém base [inita. Isto acontece principalmente
quando trabalhamos com espagos de fungdes. Nestes casos, precisaremos de um
conjunto infinito de vetores para gerar 0 espaco. Isto ndo quer dizer que esta-
mos trabalthando com combinagdes lineares infinitas, mas sim, que cada vetor
do espago é uma combinagdo linear finita daquela “base infinita”. Ou seja, pa-
1a cada vetor, podemos escolher uma quantidade finita de vetores da “base”
para, com eles, escrever o vetor dado (veja o Exercicio 16 da secgdo 4.8.). Nes-
te texto, consideraremos sempre espagos vetoriais que tenham uma base finita.

Para obter propriedades acerca das bases de um espago, consideremos as
proposigdes seguintes.
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4.6.3 Teorema: Sejam v,, Vi, ..., ¥; vetores ndo nulos que geram um es-
pago vetorial V. Entdo, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.

Prova: Se vy, v, ..., ¥, 530 linearmente independentes, entdo eles cumprem as
condigGes para uma base, e nfio temos mais nada a fazer. Se v, Va2, ..., ¥n $30
linearmente dependentes, entdo existe uma combinago linear deles, com algum
coeficiente n@o zero, dando o vetor nulo

XV XV t Lt Xy, =0

Seja, por exemplo, X, ¥+ 0. Entao podemos escrever

-x - -Xp_
Vv, = —>v + Ly, + .+ 2L,
Xn Xy Xn
ou seja, v, é uma combinagdo linear de vi, ..., Va1 & portanto, vy, V2, -y Va1

ainda geram V. Se vy, ..., V5, for LD, entdo existe uma combinacdo linear de-
les dando o vetor nulo e com algum coeficiente diferente de zero; portanto,
poderemos extrair aguele veior que corresponde a este coeficiente. Seguindo
desta forma, apés uma quantidade finita de estdgios, chegaremos a um subcon-
junto de {vi, ..., v,}, formado por r(r < n) vetores LI v;y, Vig, .y ¥ir, QUe
ainda geram ¥, ou seja, formaremos uma base.

4.6.4 Teorema: Seja um espaco vetorial V' gerado por um conjunto finito
de vetores vy, v;, ..., ¥,. Entdo, qualquer conjunto com mais de n vetores é
necessariamente LD (e, portanto, qualquer conjunto LI tem no mdximo n veto-
res).

Prova: Como vy, ..., ¥,] = V, pela proposi¢io anterior, podemos extrair uma
base para ¥ de vy, ..., V. Seja vi, ..., Vr, 7 S 1, €512 base {para nic complicar
a notagdo). Consideremos agora wy, Wy, ..., Wy, M vetores de ¥, com m > n.

Existem, entdo, constantes a;;, tais que

Wy = up¥y TV Tt Y
Wy = dg Vi T dpVa T T dyYyr
(1)
W =@V T amaV2 T ot dmrVe
Consideremos agora uma combinagdo linear de wy, ... Wm, dando zero.

() O=xw, +X;W, + ...+ X;mWn
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Substituindo as relagdes (1) em (2) e coletando os termos, obtemnos
0=1(ayx, +daxy + ..+ dpXmvy +

(@12X) + dagXy + ot Xy )V,

(a,x, tagx, + ...+ Ay X W

+ +

Como vy, V5, ..., ¥, 530 LI, entdo

anxy tanx; totdapxy =0

aypxy tdyXy vt ampxy =0

Temos entdo um sistema linear homogéneo com r equagles e m incognitas
X[, w0, X €, cOomo r £ 1 < m, ele admite uma solugdo ndo trivial, ou seja,
existe uma solugdo com algum x; ndo nulo. Portanto wy, ..., wy sio LD.

4.6,5 Corolario: Qualquer base de um espago vetorial tem sempre o mes-
mo niamero de elementos. Este nimero € chamado dimensao de V, e denotado
dim V.

Prova; Sejam {vq, .., vo} & {w,, ..., Wy} duas base de V. Como v,, ..., v,
geram Ve wy, ..., wyy s30 LI, pela proposigao anterior, m < n.
Por outro lado, como w,, ..., W,; geram V e v, ..., v, sdo LI, ainda pe-

lo teorema anterior, # < m. Portanto, # = m.

4.6.6 Exemplos

Exemplo 1: V = R?
{(1, 0), (0, D} ¢ {(1, 1), (O, 1)} sdo bases de V. Entdo dim V = 2.

Exemplo 2: dim R? = 3,

Exemplo 3.V = M(2, 2).
Como vimos no Exemplo 5 da secio 4.6.2, uma base tem 4 elementos. Entdo
dim V' = 4.

Quando um espago vetorial ¥ admite uma base finita, dizemos que ¥V é
um espago vetorial de dimensdo finita.

4.6.7 Teorema: Qualquer conjunto de vetores LI de um espago vetorial ¥
de dimensdo finita pode ser completado de modo a formar uma base de V.

Prova: Seja dim V = n e vy, ..., v, vetores LI {Observe que, pelo teorema
4.64,r < n)Se lvy, .., v] = V, entdo {v;, ..., v,} forma uma base, e nfo
temos mais nada a fazer (neste caso, n = r).

Biblioteca de
Cigéncia & Tecn

M-
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Se existe v,,, € V¥ tal que v, € v, ... v,], isto €, v,,, ndo € uma
combinagdo linear de vy, ..., ¥, entdo {v;, v,. ..., ¥, v, } € LI (prove isto’).

Se {vi, Vo, oo, ¥po Va1 = V. entdo {v,, .., v,,,} ¢ a base procurada. Caso con-

tririo, existe Vy,, €& [vy, ..., Vpy | e, entdo, {v|, ..., v, Vpsof € LI (prove
isto!). Se [vy, ..., ¥r41» ¥r.2] NOSsa prova estd conciuida. Se nao, prosseguimos
usando 0 mesmo argumento. Como ndo podemos ter mais do que » vetores LI
em V (veja o teorema 4.6.4), apés um numero finito de passos teremos obti-
do uma base de ¥ que contém os vetores dados,

Um corolario muito aplicado desta proposicdo ¢é

4.6.8 Corolario: Se dim V = #, qualquer conjunto de n vetores LI forma-
14 uma base de V.

Prova: Se nio formasse uma base. poderiamos completar o conjunto até formd-
Ja e dessa forma terfamos uma base com mais do que n vetores em V, 0 yue
¢ absurdo (veja 4.6.5).

Por exemplo, se vocé souber que a dim ¥ = 2, e encontrar um conjunto
de dois vetores LI, vocé pode afirmar que ele é uma base e portanto gera V.

Uma proposi¢do que relaciona as dimensdes de subespagos de um espago
vetorial é dada a seguir.

4.6.9 Teorema: Se U e W sio subespagos de um espago vetorial ¥ que
tem dimensdo finita, entio dim I/ € dim V e dim W < dim V. Além disso,

dim(U + W) = dim U + dim W - dim(U N W)

A demonstragdo desta proposigdo é feita tomando-se bases para U e W, juntan-
do-as, obtendo um conjunto de vetores que gera U + W e depois estudando
quantos sdo necessirios extrair para se obter uma base para U + W. Deixamos
vocé fazer esta prova, recomendando que resolva primeiro os problemas 27 e

28 da secgdo 4.8. E um bom exercicio !

O resultado a seguir nos permitird falar em coordenadas de um vetor.

4.6.10 Teorema: Dada uma base § = {v;, va, .... v, de V, cada vetor de
V é escrito de maneira Gnica como combinagdo linear de vy, ¥z, ..., V-

Prova: De fato v € V, v = ayv, + ... + 4,¥; pois [vi, - v, =V, e co-
mo, {v,, ..., V4t € LI, 0s a, ..., 4, 530 univocamente determinados. (Verifique!)
Estamos supondo aqui que foi fixada uma ordem para os elementos da base.
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4.6.11 Definigdo: Sejam § = {v,, .., v,} base de V e v E V onde
v =a,v, + ...+ a,¥%,. Chamamos estes numeros a,, ..., 2, de coordenadas de v
em relagio A base § e denotamos por

a4,

l¥lg =

an

Exemplo: V = R?

B = {(1,0), (0, )}
(4, 3) = 4(1, 0) + 3(0, 1),

Porianto [(4, 3”3 = [g:l

Se ' = (1, 1}, (0, 1)}, entdo (4, 3} = x(1, 1) + »(0, 1), resultando x = 4 ¢
y = -1

Entio (4, 3) = 4(1, 1} - 1(0, 1), donde [(4, 3)]6' = [_T}

Observagdo: E importante notar que a ordem dos elementos de uma base tam-
bém influi na matriz das coordenadas de um vetor em relagdo a esta base. Por
exemplo, se tivermos:

ﬁl = {(13 0)’ (0! 1)} € 32 = {(0! 1)7 (1: 0)}3

(4, 3y, = {g] mas [(4, 3]s, = [i]

Em virtude disto, doravante, ao considerarmos uma base § = {vy, v, .., ¥},
estaremos sempre subentendendo que a base seja ordenada, isto €, que os veto-
res estio ordenados na ordem em que aparecem. Outras situagbes onde a ordem
dos vetores é de suma importancia so apresentados em 4.7 e nos Capitulos

Selo.

entdo

4.6.12 Exemplo

Considere:

V= {(x,y,z);x+y-z=0}
W= {y2:;x=yk
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Determine V + W,

Observe que

V=1[(1,0,1),(0,1,1)]
w=[(1,1,0),(0,0, 1]

Entdo
V4 W=1[(1,01,(0,11),(,1,0,(00 1]
(Veja 4.6.9.)

Como, dado (x, y, z) € R® podemos escrever

@, y,2) = of1,0, 1) + §0, 1, 1) + 7(1, 1, 0) + (0, 0, 1)

Com
a=x Observe que a solugdo deste
B=y sistema nfo € Gnica uma
vy=0 vez que 4 vetores no R? ¢
§=z-x-» necessariamente LD.

Portanto ¥V + W = R>.

Usando 4.6.9,

dim R® = dim V + dim W - dim (V' " W)
temos que dim (V' N W) =1

Vamos determinar ¥ N W,

yow = {x,y,z);x+y-z=0c¢ x=y}
= {(x,»,2);x =y =22}
(€1, 1, 1723

(Confira com o Exercicio 25.)

Para concluir esta secgdo gostarfamos de recomendar mais fortemente
alguns exercicios. Os espagos vetoriais mais usados na pritica s3o os R” e seus
subespagos €, por isso, é bom saber obter suas bases de modo rdpido: Um pro-
cesso para tal fim é delineado nos Exercicios 17 e 18 da secgao 4.8.

Volte ao Exemplo 4 da segdo 4.3.2. Se quisermos explicitar o espago-so-
lugdo, teremos que resolver o sistema. Fazendo isto, verificamos que o espago-
-solugiio é o espago gerado por
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i
-1

— rfw ml

e, portanto, é um subespago de dimensdo 1. Observe ainda que o grau de li-
berdade do sistema ¢ 1. Faga o Exercicio 215 ¢ ¢ da secgdo 4.8.

4.7 MUDANGA DE BASE

Vocé jd deve ter visto uma situagdo em que a resolugéo de um problema de
Fisica (de cinemitica ou estitica, por exemplo) torna-se muito mais simples se
for escolhido um referencial conveniente para desciever 0 movimento. Por exem-
plo, num problema em que um corpo s¢ move no plano xy, cuja trajetdria ¢ uma
elipse de equagdo x* + xp + y* - 3 = 0 (veju a Figura 4.7.1), a descri¢do do
movimento torna-se muito simplificada se ao invés de trabalharmos com os
eixos x e y (isto é, o referencial determinado pela base formada por e ]?),
utilizamos um referencial que se ap6ia nos eixos principais da elipse.

¥i X1

N8

(at (b}

Figura 4.7.1
Neste novo referencial, a equagio da trajetéria serd mais simples:
2 2 _
i+ 21 =06
(Depois vocé verd, no Capitulo 11, como foi encontrada esta equagio.)
Numa situagio desse tipo, temos duas questdes a resolver:

1) Como escolher o novo referencial?
2) Uma vez escolhido, qual a relagio entre as coordenadas de um ponto
no antigo referencial e suas coordenadas no novo?
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A primeira questdo € mais delicada e serd estudada no Capitulo 11. Agera,
veremos como solucionar a segunda. Passando a um contexto mais amplo, esta-
mos interessados na seguinte situagdo.

4.7.1 Sejam B = {u,, ..., up} e f = {w,, ..., w,} duas bases ordenadas
de um mesmo espago vetorial ¥. Dado um vetor v € ¥V, podemos escrevé-lo
como:

e (§) v=xu t ..t Xpuy
v=w t .t YWy

Como podemos relacionar as coordenadas de v em relagio a base §,
[~ ]
Xy
lvlg =
Xn
L

com as coordenadas do mesmo vetor v em relagdo i base g,

—_}’ 1—|

B

J4 que {uj, .., Uy} é base de ¥, podemos escrever os vetores w; como combi-
nacdo linear dos wj, isto é,

[vlg =

wy S dg iy Ty vt dmly
Wy = dply tapuy t . tdpls

(8%)

Wy = a1z + aznl]q_ + ...+ [ LY
Substituindo em (§) temos:

V=)Wt YWy
= yil@ny + ot Ggug) + ot yulamty tot Gnnln)
=(apy, *t .. tagpypu .t (@my + ... T @nn¥n)lp

Mas v = x,uy + ... + XU, € como as coordenadas em relagdo a uma base sdo
unicas, temos:

X =apyy tagpy: t ..t dinkn

1 tT dpay2 ¥ o T dandn

Xn
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Em forma matricial

Xy ap dyp Y1
Xn dpr . dpn Yn
Isto é, denotando
1y 23] ap
dyp 43 -

temos

lvlg = U}g vl
A matriz U]g ¢ chamada matriz de mudanca da base B’ para a base §.
Compare {I]g com {(§8§) e observe que esta matriz € obtida, colocando as
coordenadas em relagio a § de w; na i-ésima coluna. Note que uma vez obtida
[ }g podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v.em relagdo 2 base f,

multiplicando a matriz pelas coordenadas de v na base ' (supostamente conhe-
cidas).

O exemplo a seguir esclarece melhor o papel da matriz de mwudanga de
base.

Exemplo: Sejam § = {(2, -1), (3, } e 8" = {(1, 0), (O, 1)} bases
de R?. Procuremos, inicialmente, [/ }g

W, = (1, 0) = a“(z, 1) + {12!(3: 4)
donde (], O) = (m” + 3a;,,-ap + 432])-

N 4 1
Isto implica que @ = m edn = T
wy, = (0,1) = an (2,-1) +a5(3,4)

-3 2
Resolvendo, a5 =47 ¢ an =
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. 4 3
[]]ﬁ =4 Gz} _ |1 1
g dy) dn 2
1

L
11

Portanto,

—

Podemos usar esta matriz para encontrar, por exemplo, [vlg para v = (5, -8).

(5, 9l = LB 16, )
(4 3

11 11 5

TlLo2] |8
11 11

Isto €,
(5,-8) = 4(2, -1) - 1(3, 4)

E claro que se o nosso problema fosse s6 encontrar as coordenadas de (5, -8},
em relagio 4 base §, poderiamos simplesmente resolver o sistema

(5, -8) = a(2, -1) + b(3, 4).

O dcilculo feito através da matriz de mudanga de base é operacionalmente van-
tajoso quando trabalharmos com mais vetores, pois neste caso ndo teremos que
resolver um sistema de equagOes para cada vetor.

4.7.2 A Inversa da Matriz de Mudanga de Base: Se em 4.7.1 comegarmos
escrevendo os u; em fungdo dos wj, chegaremos 4 relagio:

Vg = 18 [¥]g
Um fato importante é que as matrizes [[]gr e [I]g sdo inversiveis e
! -1
= [T,
)y = uy,
Veja o Exercicio 34 da secgio 4.8,

4.7.3 Exemplos
Exemplo 1: No exemplo anterior podemos obter [/ }g a partir de [I]g;.
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Note que [1]?3' é f3cil de ser calculada, pois f' € a base candnica.
(2,-1) =2(1,0) - 1(0, 1)
(3, 4) = 3(1, 0) + 4(0, 1)

donde

3
1
i

[~ e

ewio 1 - [ 237

Exemplo 2: Consideremos em R? a base 8 = {e,, e, e a base
g = {f,, f,}, obtida da base candnica § pela rotagio de um dngulo ¢. Dado
um vetor v € R? de coordenadas

Wl = 2}

2
11 Tt

em relagio & base 3, quais sdo as coordenadas
[Vlﬁ' 1N
M2

em relagio 4 base 87 Temos entdo

Figura 4.7.2

v=xe T X8
= yfy + 32y
e queremos calcular
g = LK g
ou seja, temos que achar a matriz U]g-- Para isto, devemos escrever ey € €, em

fungdo de f, e f,. Veja as Figuras 4.7.3 ¢ 4.7.4, Biblioteca de

Ciéncia & Tecnogg;ia
EDaAal



128 ALGEBRA LINEAR

e, = cos@f;, -~ sen0f,

e
2 ¢,
fy
COSB T~
P "‘-.‘_-
e; = sen df; + cosdf, 0 .
y
’l
senf — !
. Figura 4.7.3
Portanto, [1}6, .| cosé sent
8 ~-senéd  cosd
&2
/ \\\ fl
/ ~.
,
/7
f )
. \ 2
donde | 711 = cosd  sen 8| | X, K
Y2 -send cosd| | x; / fsen 8

Figura 4.7.4

ou seja, ¥y, = xycostl + xysenl
Y2 = -x;senfl + x; cos @

Como subexemplo, quando 8§ = —g— para v = (-2, 3), isto é
_
v = -2e, + 3e,, temos [v]ﬂf = [ E':I

; \t-2, 3
/ ~
I ~
// RN

¥z ~

Figura 4.7.5

e queremos determinar as coordenadas de v na base §' = {f,, f,}.
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Como vimos, [v]ﬁf = [ﬁ’j‘
2
™

onde y, = xqycos0 + xysend = —2005% + 3sen—5-

m
~x; senf + x; cosf = 2sen = + 3c051;-

n

Y2

2+3V3

2
donde ["]ﬁ’ =| 349243
2

ou seja, v = (ﬂ#)fl + (%fz

48 EXERCICIOS

1. a) Seja ¥ o espago vetorial R”, definido no Exemplo 2 de 4.22. Qual ¢ o
vetor nulo de V e o que é -(x,, X3, ..., Xp)7 b) Seja W = M(2, 2) (veja
4.2.2 Exemplo 3 i)} descreva o vetor nulo e vetor oposto.

2. Mostre que os seguintes subconjuntos de R* 530 subespagos

A W={(xyz0E€ Réjx+y=0ez-1=0}
By U ={x » z 1) E R4i2x+y—r=0ez=0}

3. Responda se os subconjuntos abaixo $30 subespacos de M (2, 2). Em caso
afirmativo exiba geradores

g)V:{|:a Ib:|c:om a b d& Reb:c‘}
¢ d

a b -
b)W={[c d]com a,b,c,dGREb—C+1}

4. Considere dois vetores (a, b) e (¢, @) no plano. Se ad - bc = 0, mostre que
eles sio LD, Se ad - be + 0, mostre que eles sio LI

5. Verifique se 0s conjuntos abaixo $30 espago vetoriais reais, com as opera-
¢Bes usuais. No caso afirmativo, exiba uma base e dé a dimensdo.

a) Matrizes diagonais n X 2
b) Matrizes escalares 7 X 7
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C){[Z a;{l:a, bER}

d) V= {a a .,a) € R": a € R}
e) {(1,a,b).a, b ER}

H Areta {{x, x + 3): x €ER}
g) {(a, 22, ) a € R}

6. Considere o subespago de R*
S = [(ls 1’ _2; 4)9 (l’ 1: "'1’ 2)5 (13 4, "'4; 8)]

a) O vetor (%, 1, -1, 2) pertence a &7
b) O vetor (0, 0, 1, 1} pertence a S?

7. Seja W o subespago de M(2, 2) definido por

2a a+ 2B,
W:{‘:O a-b}'a'bER}
a) l:g ‘21] € W? b) [2 ﬂ € W?

8. Seja W o subespago de M(3, 2) gerado por

0 9 0 1 o 1 0 2
11 0 -1|e|0 Of Ovetor |3 4| pertence a W?
0 0,1 O 0 0 5 0

9. Mostre que

(o8 0Ll

& base de M(2, 2).

10. Escreva uma base para o espaco vetorial das matrizes n X n. Qual a dimen-
sdo deste espago?

11. Quais sdo as coordenadas de x = (1, 0, 0) em relagio 2 base § = {1, 1, 1),
(-1, 1, 0), (1, 0, -1)}?

12.

13,

14,

15.

16.

17.

18.
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Qual seria uma base “natural’” para P,? (Veia o Exemplo 4 de 4.2.2). Dé a di-
mensao deste espaco vetorial.

Mostre que os polindmios 1 - 2, (1 - #)*, 1 - ¢ e | geram o espago dos
polindmios de grau < 3. i

Considere [-a, @] um intervalo simétrico ¢ C'{-¢, a} o conjunto das fungBes
reais definidas no intervalo [-2, a] que possuem derivadas continuas no
intervalo. Sejam ainda os subconjuntos ¥y = {flx) € C' [-q, a]| f-x) = Ax),
Vx € [-q, al} e ¥V, = {fx)€C |-a a] | fl-x) =- fix), ¥x E[-a, al}.

@) Mostre que C* [-a, a] é um espago vetorial real.

b) Mostre que ¥, e V, sdo subespagos de C' [-g, al.

¢) Mostre que V,® V2 = C' |-q, al.

Seja ¥V o espago das matrizes 2 X 2 sobre R, e seja W o subespago gerado
por

R AR A

Encontre uma base, e a dimensio de W,

Seja P o conjunto de todos os polindmios (de qualquer grau) com coeficien-

tes reais. Existe uma base finita para este espago? Encontre uma “base” para
P e justifique entdo por que P é conhecido como um espago de dimensdo
infinita.

a} Dada uma matriz A de ordem m X »n, vocé pode considerar as m linhas
como vetores do R” e o subespago V, de R", gerado por estes m vetores.
Da mesma forma para a matriz B, linha reduzida 4 forma escada de A,
podemos considerar o subespago W gerado pelos m vetores, dados por
suas linhas. Observando que cada linha de B é obtida por combinagio
linear das linhas de A e vice-versa (basta reverter as operagSes com as linhas}),
justifique que ¥ = W,

b) Mostre, ainda, que os vetores dados pelas linhas ndo nulas de uma matriz-
Jinha reduzida a forma escada sio LI

Considere o subespaco de R* gerado pelos vetores v, = (1, -1, 0, 0),
Vz = (01 0; l: 1)’ V3 = (_21 2a ]’ 1) € Vg = (1: Oa 0, O).

a) O vetor (2, -3, 2, 2) € [y, v2. V3, va]? Justifique.

b) Exiba uma base para [v, v2, V3, Va ). Qual ¢ a dimensdo?

e) vy, v, v3, val = R*? Pur qué?
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19.

20.

21.

22.

23

25.

Considere o subespaco de R? gerado pelos vetores v, = (1, 1, 0),
VZ = (01 "1: 1) € V3 = (ls ls ]) [vla Vz, v3] = Ra?POI q.ué?

Use o exercicio 17 para exibir uma base para o subespago S, definido no
Exercicio 6. Qual é a dimensio de 57

Considere o sistemna linear
le + 4X2 - 6x3 =4
(§) X, - X + 4x3 =h
6x2 - 14X3 =

Seja W = {(x}, x5, X3) € R¥: (x, x5, x3) é solugdo de (§)}. Isto é, W ¢ o
conjunto-solugio do sistema.

@) Que condigBes devemos impor a @, b e ¢ para que W seja subespago ve-
torial de R3?

b) Nas condigGes determinadas em a) encontre uma base para W.

¢) Que relagio existe entre a dimensdo de W e o grau de liberdade do siste-
ma? Seria este resultado védlido para quaisquer sistemas homogéneos?

Seja U o subespago de R gerado por (1, 0, 0) e W o subespago de R>, ge-
rado por (1, 1, 0y e (0, 1, 1). Mostre que R® = U®W.

Demonstre o teorema 4.3.5, isto €, mostre que, dados u = w; + w; €
EW +Wyev=w, +w; €W, + W, (onde w;, wi € W, e wy, wy € W)),
entiou t vE W, + W, e kuc W, + W, para todo £ € R.

. Mostre que, se ¥V = W, ® W, e a ={v,, ..., ¢} & a base de W,,
B = {w,, ..., w,} é a base de W, entdo y = {v(, ..., Vg, Wy, ..., W,} €
base de V.

Mostre com um exemplo que o resultado ndo continua verdadeiro se a soma
de subespagos nio for uma soma direta.

Sejam Wy ={{x, y, z t)|ER* | x +y=0ez-£=0} ¢
WZ:{(x!y!Z’[)eR4lx_y_z+t=0}
subespagos de R®.

a) Determine W, N W,

b) Exiba uma base para W, N W,

¢) Determine W, + W,.

d) W, + W, € soma direta? Justifique.
e} W, + W, = R*?

26,

27.

28.

29.

30.
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Il

(=9

@

o

1}

™
N

Sejam W, ={|:i g:| tais que a
e W, =4|° btais ue a=c e b=4d
e d q

subespagos de M (2, 2)

a) Determine W, N W, e exiba uma base.
b) Determine W, + W,. E soma direta? W, + W, = M(2, 2)?

@) Dado o subespago V, = {(x, », z) € R?|x+ 2y + z = 0} ache um
subespago V; tal que R® = ¥V, & V,.

b) Dé exemplos de dois subespagos de dimensio dois de R? tais que
Vi+ V, = R A soma é direta?

Ilustre com um exemplo a proposi¢do: “Se U e W sio subespagos de um
espaco vetorial ¥ que tem dimensdo finita, entdo:

dim(U + W) = dim U + dim W - dim (U N W).”

Sejam B = {(1, 0), (0, )}, By = {(-1, 1), (1, D}, Bz = {3, 1), (V3, -1}}
e B, = {(2, 0), (0, 2)} bases ordenadas de R.

a) Ache as matrizes de mudaga de base:

i) U}g' i) [I}gl i) Ulg2 ) [1}23
b) Quais sdo as coordenadas do vetor v = (3, -2) em relagdo 4 base:
] i) 6, iy 8, iv) B3

¢) As coordenadas de um vetor v em relagdo & base 8, sdo dadas por

[vlg, = [3]

Quais sdo as coordenadas de v em relagdo  base:

] iiy B, iif) By
Se o I 1 0]
U =0 -1 1
“ 11 0 -
ache i
-1 -1
a) [vl, onde [viy =| 2 b) vl onde [v], = | 2
3 3
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31. Se §' ¢ obtida de §, a base canonica de R?, pela rotagdo por um dngulo
- % ache

a) [[}g by I ]g.

32. Sejam B, = {(1, 0), (0, 2}, 85 = {-1, 0), (1, D} e B3 = {(-1, -1), (O, -1)}

trés bases ordenadas de R2.
a) Ache
. 3
i) [I}g: ii) [I]g: iii) [I}g? ) [I}g: . U}gz

b) Se for possivel, dé uma relagdo entre estas matrizes de mudanga de base.

33. Seja ¥V o espago vetorial de matrizes 2 X 2 triangulares superiores. Sejam

{5 oo )
o 96 6]

duas bases de V. Ache [I}g‘

34. Volte a 4.7.2 e mostre efetivamente que ([I}g )yt = [I}g.

35. Se a & base de um espago vetorial, qual é a matriz de mudanga de base
[71?
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4.9 RESPOSTAS

4.9.1 Respostas de 4.8

1.0=(0,0, .., 0 e =(xy, ..., xp} = (-xq, ..., =Xp)
2. @) Fagamos os testes, lembrando-nos que o que define W sio as condi¢des
dentro dos parénteses
I) Se.la]n ¥y = (xl!yl; 21, tl) EWe Va = (xz,yz, 2q, tz) c W
Entio v, + v, estd ainda em W? Vejamos:
Vit = (Xt xg, it ya, 2t oz, 4y 1)
Testemos se este novo vetor satisfaz as condicbes que definem W:
it x) ¥t pa) =Gty ) +(x2t 3,)=0+0=0
Gitz)-titn)=(@-0)tE-)=0+0=0
pois vy e v, estio em W e satisfazem as condi¢Bes implicando que
vy + v também o faga. Portanto v, + v, € W,
ify Sejav = (x,y,2,t) €EWe NE R. Entio A-» = (Ax, Ay, Az, \p).
Testemos as condigOes:
ME+A=Ax+y)=A-0=0
-M=AEz-H=A-0=0

Assim Av € W. Portanto W ¢é subespago.

b) O mecanismo ¢ andlogo.

3. @) Fagamos os testes para V.

Sejam | 7t brle[a2 P2 | yetores em ¥ e X € R. Entao
Cy dl Ca dz

ay bl + ds b;_ K + a, bl + bz e
Cy dl Ca dz - c; e dl + d2

vale que by + by =cy + ¢y pois By=cy e by=c,

a b] _ Ml Ml ale My = Ao . _
"[a d,]‘[m m]” ¢ Mz pols b=

Portanto W é subespago de M (2, 2).

b) Fagamos os testes para W. Supondo os vetores acima em W ao fazermos
a soma teremos que testar se byt by =c¢  + ¢, + 1, que é a propriedade
que caracteriza W. Porém by = ¢; t 1 ¢ by = ¢, + 1 e, portanto,
by+tby=e;+ 1+t 1 =01 % cy+ 2 Assim W ndo € subespago.
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0
Poderfamos ter a resposta mais rapidamente se observassemos que[o 0]

nio estd em W pois ndo satisfaz a propriedade que o caractenza.
i = ; ito em
Vamos exibir geradores apenas para V ja que nao existe este conce: o
. e
W(ndo ¢é subespago). Observe que a forma mais geral de um vetor

b 1 0 0 1
\:‘; Z} que pode ser escrita como [‘; d] =da [0 0] +b [1 0 ¢

1 0 0 1 19 9 eua
d[g ?].Alémdisso v1=[0 0],1’2"—\:1 0]ev;—[0 1| a0

em V. Portanto, todo vetor de V é combinagdo linear de vy, v2 € ¥3, OU
seja, ¥1, va, V3 sdo os geradores procurados ¥ = [vy, vs, val.

1. ol | &~ 0 0. .0
i 0 N ™0 i n
5. ﬂ') Sim; "~ » \0\\ 3 avey o \\\1
[0 ol 1, 0
L. O]
b) Sim; S 1
R ™
. 1 1] [o 1
) Slm;{ 1 0], l:o 1:”, 2
Sim; {(1, -, D} 1 /) Nio.
‘2 Nio. g) Sim. {(1, 2, 3)y L
7. a) Pertence b) Nio pertence

7 0 0 O
a b 1 0 0 1 0 }Ld[ ]
9-[0 d ”[0 o]”’[o o|*¢l1 o 0 1

e os vetores sio LI

— b-\l'-‘

11. [x]g =

w|— w}

r
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13.Sejaat®> + b’ + et td=a(l =)+ (1 - +4(1 -D + 6
Entﬁo-a:a!ﬂ=b1-2B_7=C,a+ﬁ+7+6=d
Portanto o = @, 8 =b, y=-2b-¢, 5=a+b+c+d.

14. ¢) Note que toda fun¢io fix) € C" [-a, «] pode ser escrita como
) = Fy(x) + Fa(x) com F, (x) =M e Fy(x) =ﬂx—)'2&‘l.
Além disso Fy(-x) = Fy(x) e F,(-x) = - F,(x) e portanto F;(x) € V, e
Folx) € V5. Assim V) + V3 = C' [-g, a). Ainda que g(x)EV, NV,

devemos ter a0 mesmo tempo g{-x) = g(x) = -g(x) donde g(x) = 0 para
todo x. Portanto ¥V, NV, = {0} e C' [-4, al = V, D V,.

16. Nio; {(1, ¢, £, ... t", ..}
18. @) Temos que saber se existem x, y, z e t € R tais que (2, -3, 2, 2) =

=x(1,-1,0,0)+(0,0,1, 1) +2(-2,2,1,1)+£(1,0,0, 0), ou seja, temos
que saber se o sisterna

X =2z+t= 2
-x + 2z ==3
Yy + z = 2
y + z = 2

¢ possivel ou impossivel. Utilizando as técnicas (operagdes com linhas)
do Capitulo 2 obtemos que o sistema nio somente é possivel como
admite infinitas solugfes. Portanto (2, -3, 2, 2) pertence a

[Vl, Yy, V3, V4].

b) Ji pelo item (a) poderfamos afirmar que {v,, v2, v3, ¥4} nfo formam
uma base pois uma das propriedades de uma base é o fato de qualquer
vetor poder ser escrito de modo dnico como combinagio linear dos
vetores da base e, pelo item (2), como o sistema ¢ indeterminado,
existern infinitas maneiras de se fazer isto. Nio utilizaremos isto,
entretanto, no raciocinio que se segue. Coloquemos os vetotes um sob o
outro obtendo a matriz

1 -1 0 0
0 0 1 1
-2 2 1 1
1 0 0 0

Operagoes com as linhas desta matriz s@o equivalentes no espago vetorial
a fazer combinages lineares e portanto as novas linhas serdo ainda
vetores do subespago. Além disso, sendo as operagfes com as linhas

reversiveis, as novas linhas gerardo os mesmos vetores que as linhas gy jioteca o
ciencia & Tecr
11D
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20,

21
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originais. Assim, a0 operarmos com as linhas da matriz para consegui-la
na forma escada ndo estaremos alterando o subespago e, na forma escada,
as novas linhas ndo nulas representardo vetores linearmente independentes
e que geram o subespago, ou seja, uma base (veja © exercicio 17). No
nosso caso obtemos

1 -1 0 0| |1 0 0 O
o 0 1t 1 lo 1 0 0
2 2 1 1[|o o0 11
i 0 0 0] |0 0 0O

Pelo raciocinio anterior, sendo w, = (1, 0, 0, 0), wp = 0,1,0,0) e

wsy = (0, 0, 1, 1), vy, va, v3, val = [wy, wa, wale {wy, wa, wal éa

base procurada. A dimensdo, sendo o nimero de vetores da base, € 3.
¢) [v1, V2, v3, val ndo é igual a R* pois dim [v,, v, v3, val =3¢

dim R* = 4.

{1, 0,0,0), (0, 1, -1, 2)}; 2

ayea=b=c=0.

b) Resolva o sistema operando com as linhas como no Capitulo 2. Verifique
o grau de liberdade e quais sio as varidveis livres. Atribua valor 1 para
uma delas e zero para as outras e va repetindo o processo para obter as
solugbes basicas {veja 2.5.7). Cada solugio basica fornecerd um vetor da
base de W (por qué?).

¢) A dimensdo de W ¢ exatamente o grau de liberdade pois cada grau
determina uma solugio basica do sistema. O resultado ¢ vdlido para

qualquer sistema homogéneo.

22. dim[(1, 0, 0)] = 1, e diml(1, I, 0), (0, 1, 1] = 2. Os trés vetores sao LI

e portanto geram o R*. Como dim R? = 3, pela proposi¢do 4.6.9
dim {(1, 0, 0) n[{1, 1, 0), (0, 1, 1)]} = 0. Entdo a soma é direta.

24. Sugestao: Suponha que ¥ ndo seja base de V. Entio ou vy, ..., Vi, Wy, ..., W3

ndo geram ¥ ou ndo so LI. As duas situagSes resultam numa contradi¢ao.
Exemiplo: Sejam W, o plano xy ¢ W, o plano xz ¢m R?. A soma nido é di-
reta. Uma base de W, e {(1, 0, 0), (1, 1, 0)} e uma de W, ¢ {1, 0, 1),
(0, 0, 1)}. Mas {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, O, 1)} ndo & base de R.

25. Inicie achando os geradores de W) e W, observando que eles sdo dados

por sistemas lineares e portanto devemos procurar as solugdes fundamentais
para tais sistemas (veja o exercicio 21 e sua resposta). Para W, teremos
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0

x+y
z~-t=0

Portanto x = -y e z = ¢ e teremos dois graus de liberdade fazendo y = 1 e
t=0edepois y = 0 ez =1, teremos os vetores wy = (-1, 1, 0, 0) e

wp = (0, 0, 1, 1) que sdo LI (verifique). Assim W, = [wy, w,]. Para W,
teremos: x - y - z + ¢ = O que fornece x =y + z - ¢ com trés graus de
llberc?lade. Fazendo y = 1,z=0etr=0,depoisy =0, z=1et=0c¢
depois y = 0,z =0er =1 teremos w3 = (1, 1,0, 0), wy = (1, 0, 1, 0)

e ws = (-1, 0, 0, 1} que sao LI (verifique). Portanto W, = [w;, w; v:»s]
Por outro lado Wy N W, = {(x, y, z, Dlx+y=0,z-¢t=0ce , '
X -y -z+1t =0} Para achar W, N W, resolvemos o sistema

x+ty =0
z-t=0
x-y-z+t=90

Operando com as linhas (como no Capitulo 2), obtemos

X =0
y =0
z-t=10

Portanto um grau de liberdade (na varidvel ). Fazendo r = 1, teremos a
solugdo x = 0,y =0,z =1 et = 1, ou seja, o vetor v=(0,0, 1, 1).
Portanto

ay WiNnW,=[(0,0,1, ).

b} Uma base para W, N W, é {{0,0, 1, 1)} (unidimensional).

¢) Wt Wy=1(-1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,1,0, 0),(1,0,1,0),(-1,0,0, 1)]
d) W, + W, nio é soma direta pois W; N W, = {0} o

e) Para responder se W, + W,=R* vamos exibir uma base de W, + W,.

Para isto, considere seus geradpres ¢ opere com eles como no exercicio 18
para obter novos geradores linearmente independentes

-1 1 0 O 1 0 0 O
0 0 1 1 0 1 0 0
11 0 O0(~0 0 1 0
1 0 -1 0O 0 0 0 1

-1 0 0 1 0 0 0 ¢

Portanto, W, + W, = [(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0, 0, 1)]
e dim (W, + W,) = 4 ¢ portanto W, + W, = R*,

27. a) Vamos calcular, inicialmente, os geradores de V,. Observe que o sistema

linear x + 2y + z = 0 tem dois gravs de liberdade. Entdo x = -2y - =
Fazendo y = 1 ¢ z = 0, obtemos a solugio x = -2, y = 1, z = 0, ou seja
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o vetor vy = (<2, 1, 0). Por outro lado, fazendo y= 0 ez= ;., ob~temos
o vetor v, = {-1, 0, 1). Como toda solugdo do sistema ¢ comt inagao
linear dessas solugGes fundamentais, todo vetor de Vl‘é: combmazcsa;J
linear de v, e v,. Portanto ¥, = fvy, v2l (veja exe_rclcmf 21 ? I_,e.mbre
Observe ainda que como vy € ¥y 530 I[_.I, Vyé de dlme]nzao dois.

emos subespacos W, = [w,, w2, ..., Wk
?5:) r: El\::jf t, Wel entﬁlc: %Vl + W,, sendo formado pelos vetores ctuszrito
sdo obtidas por somas de vetores de W, e vetores de W,, pode ser

W+ Wy = [wy, wy, .

] wk’r wk+l: e

we). Portanto para obter ¥2 tal
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Procure outras solucses.

b) Um exemplo seria ¥, = [(1, 0, 0), (0, 1, ®)] e ¥, = [(0, 1, 0), (O, 0, 1)1,
Neste caso a soma ndo seria direta pois ¥; N ¥, = [0, 1, 0)]. Note
ainda que ¥, e V; poderiam ser escritos como V¥, = {(x, y,z) |z =0,
X e y reais quaisquert e ¥, = {(x, ¥, Z)|x = 0 e y e z reais quaisquer}.
Procure outros exemplos mas note que em nenhum exemplo 2 soma
pode ser dircta porque sendo a dimensdo de R? seria 4 (veja o exercicio 29).

35. A matnz identidade.

que V,®V; = R3, V, deve ser gerado por apenz;s um terceiro vetor vj

LI com v, e v, (para completar a dimens3o de R )e(toal guel) .
o, v3 = ,

V, O V, = {0}. Podemos tomar, por exemplo, »3 0, e

V; = [(5, 0, Dl={(x, p,D)lx=0,p=0ez€ R}. A disposi¢io

geométrica deste exercicio ¢
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