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Ementa
Geometria analitica no plano: Translagdo e Rotagdo de eixos; Se¢des conicas.

Geometria analitica no espago: Vetores. Produtos de Vetores e Aplicagdes. Estudo Geral da reta no R3. Estudo
Geral do Plano. Distancias.

Objetivos

Estudo da Geometria Analitica plana e espacial a fim de proporcionar aos alunos o desenvolvimento da
visdo geométrica necessdria a sua formacao.

Metodologia

O curso serd apresentado através de exposicdes tedricas interativas, enfatizando o maior nimero possivel de
exercicios e aplicac¢des, os quais completardo o objetivo da disciplina.

Recursos
Quadro branco. Retroprojetor. Datashow. Softwares Mateméticos: Winplot, GeoGebra, Maple.

Sugestdo Bibliogrdfica
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2. BOULOS, Paulo & CAMARGO, Ivan de. Geometria Analitica: um tratamento vetorial. Pearson Education,
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Conteiido Programdtico
1. Transformagoes
Translacao de eixos coordenados. Simplificagdo de equagdes pela translacdo dos eixos coordenados.

Complemento de quadrados.

2. Conicas
Elipse, Hipérbole, Parabola.

3. Vetores no Espacgo
Definigdo de vetores e propriedades. Combinacao e dependéncia linear; Bases. O IR* como Espaco
Vetorial. Operagdes com vetores: Adi¢do de vetores. Produto por um escalar. Produto escalar: Definicdo e
propriedades. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Angulo entre dois vetores. Projecio ortogonal. Produto
escalar, vetorial e misto: Defini¢do; Propriedades; Interpretacdo geométrica.
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4. A reta e o plano no espaco R3
Equagdes vetorial e paramétricas da reta. Equacgdes vetorial e paramétricas do plano; Posicao relativa
entre dois planos. Posicao relativa entre duas retas ou entre uma reta e um plano. O angulo entre: duas
retas; entre dois planos e entre uma reta e um plano
5. Distancias.
A distancia entre dois pontos, a distdncia entre um ponto e uma reta, a distancia entre duas retas, a
distancia entre um ponto e um plano, a distancia entre dois planos, a distdncia entre uma reta e um plano

Dicas do Professor. Quem avisa amigo é!

1%. Evite fazer segunda chamada. Estude logo para se dar bem nas primeiras provas. Evite também a final,
mas saiba que a prova final faz parte do processo de avaliagdo. Guarde suas provas, elas garantirdo seu
conceito.

22, Estude a teoria e resolva muitos exercicios. Ndo se aprende matemadtica fazendo um ou dois exemplos e
nem estudando na véspera de prova. Nao faga sé os exercicios propostos nas listas, busque mais em
outros livros.

3%. Preste bem atencdo na aula. Nao falte aula, a presenga é indispensavel para a compreensédo da teoria.

4%, Se acostume com a notagdo utilizada no decorrer do curso. A matemadtica possui uma linguagem propria,
por isso, aprenda-a!
52, As Trés Regras de Ouro para se dar bem em Geometria Analitica:
R1. Estude a teoria e faca muitos exercicios;
R2. Se a regra 1 ndo for suficiente, estude mais a teoria e faga ainda mais exercicios;
R3. Se as regras 1 e 2 ndo tiverem o efeito desejado, faga um niimero monstruosamente grande de
exercicios.
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Surgimento da Geometria Analitica

A Geometria, como ciéncia dedutiva, foi criada pelos gregos. Mas, apesar do seu brilhantismo, faltava operacionalidade
a geometria grega. E isto s6 iria ser conseguido mediante a Algebra como principio unificador. Os gregos, porém, nao eram
muito bons em algebra. Mais do que isso, somente no século XVII a dlgebra estaria razoavelmente aparelhada para uma
fusdo criativa com a geometria.

Ocorre, porém, que o fato de haver condigdes para uma descoberta ndo exclui o toque de genialidade de alguém. E
no caso da geometria analitica, fruto dessa fusdo, o mérito ndo foi de uma sé pessoa. Dois franceses, Pierre de Fermat
(1.601 — 1.665) e René Descartes (1.596 — 1.650), curiosamente ambos graduados em Direito, nenhum deles matematico
profissional, sdo os responsaveis por esse grande avango cientifico: o primeiro, movido basicamente por seu grande amor, a
matematica; e o segundo, por razdes filoséficas. E, diga-se de passagem, ndo trabalharam juntos: a geometria analitica é um
dos muitos casos, em ciéncia, de descobertas simultdneas e independentes.

Se o bem-sucedido Pierre de Fermat, zeloso e competente conselheiro junto ao Parlamento de Toulouse, dedicava muitas
de suas melhores horas de lazer & matemaética, certamente ndo era porque faltasse, alguém em sua posicdo, outras maneiras
de preencher o tempo disponivel. Na verdade, Fermat simplesmente ndo conseguia fugir a sua verdadeira vocacéo e,
apesar de praticar matemadtica como hobby, nenhum de seus contemporéaneos contribuiu tanto para o avanco desta ciéncia
quanto ele. Além da geometria analitica, Fermat teve papel fundamental na criagdo do Calculo Diferencial, do Célculo de
Probabilidades e, especialmente, da Teoria dos Ntimeros, ramo da matemadtica que estuda as propriedades dos ntiimeros
inteiros.

A contribuicdo de Fermat a Geometria Analitica encontra-se num pequeno texto intitulado Introdugdo aos Lugares
Planos e Sélidos e data, no maximo, de 1.636, mas que sé foi publicado em 1.679, postumamente, junto com sua obra
completa. E que Fermat, bastante modesto, era avesso a publicar seus trabalhos. Disso resulta, em parte, o fato de Descartes
comumente ser mais lembrado como criador da Geometria Analitica.

O interesse de Descartes pela matematica surgiu cedo, no “College de la Fleche”, escola do mais alto padrao, dirigida
por jesuitas, na qual ingressara aos oito anos de idade. Mas, por uma razio muito especial, ja revelava seus pendores
filosoficos: a certeza que as demonstragdes ou justificativas matematicas proporcionam. Aos vinte e um anos de idade,
depois de freqtientar rodas matemadticas em Paris (além de outras), j4 graduado em Direito, ingressa, voluntariamente, na
carreira das armas, uma das poucas opgdes “dignas” que se ofereciam a um jovem como ele, oriundo da nobreza menor
da Franca. Durante os quase nove anos que serviu em varios exércitos, ndo se sabe de nenhuma proeza militar realizada
por Descartes. E que as batalhas que ocupavam seus pensamentos e seus sonhos travavam-se no campo das ciéncias e da
filosofia.

A Geometria Analitica de Descartes apareceu em 1.637 no pequeno texto chamado “A Geometria”, como um dos trés
apéndices do Discurso do Método, obra considerada o marco inicial da filosofia moderna. Nela, em resumo, Descartes
defende o método matemédtico como modelo para a aquisi¢do de conhecimentos em todos os campos.

A Geometria Analitica, como é hoje, pouco se assemelha as contribui¢des deixadas por Fermat e Descartes. Inclusive,
sua marca mais caracteristica, um par de eixos ortogonais, ndo foi usada por nenhum deles. Mas, cada um a seu modo, sabia
que a idéia central era associar equacdes a curvas e superficies. Neste particular, Fermat foi mais feliz. Descartes superou
Fermat na notagao algébrica.

Hygino H. Domingues

Texto composto em IXTEX 2¢, APC, 2010
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Matematica Basica

Transformacio de coordenadas no R?: translacio e rotacdo

1.1 O Sistema de Coordenadas Cartesianas

Deve-se a René Descartes (1596 — 1650), matematico e filésofo francés, o estabelecer da correspondéncia
biunivoca entre pontos de um plano e pares de ntimeros reais, assim como entre pontos do espago e ternos de
numeros reais. Esse fato deu origem aos que chamamos de Geometria Analitica. Gragas a este principio é que
podemos, por exemplo, interpretar o comportamento de uma funcédo através do seu grafico num sistema de

coordenadas cartesianas.

Dados dois conjuntos nio vazios A e B,sea € Aeb € B, definimos o par ordenado, denotado por (a,b), onde
primeiro elemento éa € A, e o segundo elemento é b € B. O produto cartesiano de A por B é o conjunto de todos
esses pares ordenados e serd indicado por A x B. Em simbolos, escrevemos:

AxB={(ab);x € ANy € B}.

1.1 Observacdo.

(i) Dados (a,b), (c,d) € A x B, temos:
(a,b) = (c,d) &a=bAc=d.
Assim por exemplo, (5,2) e (2,5) sdo pares ordenados distintos;

(i) Quando A = B, o cartesiano A X B é o cartesiano A X A = A2

Podemos fazer a representacéo grafica do seguinte modo. Consideremos dois eixos Ox e Oy perpendiculares
em O, os quais determinam um plano. Um horizontal, que serd chamada o eixo das abscissas (ou eixo-x), e o
outro vertical, o eixo das ordenadas (ou eixo-y). Interpretamos cada uma dessas retas como copias de uma reta
real, de tal forma que as origens de cada uma dessas copias correspondam ao ponto de interse¢do dos eixos, que

serd chamado de origem do sistema cartesiano.

Os ntimeros reais positivos correspondem, na reta vertical, aos pontos da semi-reta superior, e na reta hor-
izontal aos pontos da semi-reta a direita da origem. O Plano Cartesiano é o plano gerado por essas duas retas
perpendiculares, ou seja, o produto cartesiano R x R = R2. Ele auxilia no processo de construgdo de pontos e
de lugares geométricos. Este sistema divide o plano em quatro regides as quais chamamos de quadrantes.

Y A
: . : p
Dado o par ordenado (a, b), localizamos no eixo horizontal o ponto que corresponde bp-—--7
ao numero real a, e no eixo vertical o ponto que corresponde ao ntmero real b. :
Conforme a figura ao lado, localizamos o ponto P de coordenadas a e b. :
a x

1.2 Transformacdo de coordenadas no R?

Frequentemente, em Geometria Analitica, somos levados a passar de um sistema de coordenadas adotado
inicialmente (antigos eixos) para outro mais conveniente (1n0vos eixos). Essa maior conveniéncia pode ser devida
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a vérios fatores, por exemplo: se o primeiro sistema ndo for ortogonal pode surgir a necessidade de mudar para

um sistema ortogonal; outras vezes, o objetivo é simplificar os calculos algébricos, ou explorar melhor certas
simetrias, etc. O problema central serd sempre estabelecer relagdes entre as “antigas” e as “novas” coordenadas.
Esse problema se resolve pela deducdo de férmulas, denominadas férmulas de transformagdo de coordenadas, que
relacionam as coordenadas de um ponto qualquer do plano, referidas ao primeiro sistema, com as coordenadas
do mesmo ponto referidas ao segundo sistema.

A principal aplicagdo da transformacédo de coordenadas é a simplificagdo das equagdes pela escolha conve-

niente dos eixos.

1.2 Definicdo (Transformagdo de coordenadas). Uma transformagio de coordenadas é uma operagdo a qual mod-
ifica uma expressdo, relagdo ou figura e tem como objetivo simplificar equacdes.

Estudaremos dois casos de transformacgio de coordenadas:

(a) Translagao dos Eixos Coordenados;

(b) Rotagdo dos Eixos Coordenados.

1.2.1 Translag¢do dos eixos coordenados

Consideremos uma circunferéncia de raio r # 0 cuja equagédo é dada na forma padrdo
(x —k)?>+ (y — h)* =r? (1.1)
em que as coordenadas (k, 1) do centro O’ sdo ambas diferentes de zero.

Se esta circunferéncia é mudada de posi¢do, sendo colocada com
seu centro na origem O(0, 0), sua equagdo assume a forma candnica y
mais simples

xz—i-]/z =72

Podemos, no entanto, produzir o mesmo efeito sem mover a figura.
Em vez disso, podemos mover os eixos coordenados paralelamente

. . . /
a si mesmo, respectivamente, no plano coordenado de maneira que h © x
a origem O coincida com o centro o4 (k,h) da circunferéncia e os

eixos coordenados tomam as posi¢des paralelas designadas pelos

R"

novos eixos, conforme a figura ao lado. O k

As coordenadas de um ponto P na circunferéncia sdo (x,y) quando referidas aos eixos originais, mas evi-
dentemente sdo diferentes quando referidas aos novos eixos, e designaremos por (x’,y'). Entdo a equacdo da

circunferéncia referida aos novos eixos é dada pela forma canonica

Pyt =1 1.2)

Vemos, entdo, que movendo os eixos coordenados paralelamente a si mesmo, respectivamente, transfor-
mamos as coordenadas (x,y) de um ponto qualquer sobre a circunferéncia nas coordenadas (x,y’), e como
consequéncia, transforma a equacao (1.1) na forma (1.2) que claramente é mais simples. Nesse sentindo, estab-

elecemos a seguinte definigdo:

1.3 Definicdo (Translagdo dos eixos coordenados). A operacdo de mover os eixos coordenados no plano
coordenado para uma posigdo diferente de maneira que os novos eixos sejam paralelos aos antigos eixos,

respectivamente e semelhantemente orientados, ¢ denominada translagio dos eixos coordenados.

A fim de simplificar equagdes por translacdo dos eixos coordenados necessitaremos do seguinte teorema:
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1.4 Teorema. Se os eixos coordenados sdo transladados para uma nova origem O’(k, 1) e se as coordenadas de
qualquer ponto P do plano antes e depois da translacdo dos eixos sdo (x, y) e (x’ , y’ ), respectivamente, entdo as
equagdes de translacdo das antigas para as novas coordenadas sdo dadas por:

x=x"+k
y=y +h

Prova: Consideremos no plano xy um ponto O'(k, ), arbi-
trario e introduzamos um novo sistema de coordenadas x'y’ LN
tal que os eixos O'x’" e O'y’ tenham a mesma unidade de me- Db do - P(x,y)
dida, a mesma diregdo e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy.
Seja P um ponto qualquer do plano tal que suas coordenadas

em relagdo ao sistema xy sdo x e y e, em relacdo ao sistema B

x'y’ sdo x" e y'. Desta forma e de acordo com a figura, temos: O'(k, )

{ x=0C=0A+AC=x"+k

—_ 0D — OR L RD — 4/ L 3>
y=0D=0B+BD =y +h 0(0.0) =

Exemplo 1.1. Por meio de uma translagdo de eixos transforme a equacéo
=3 —y* +3x+4y—5=0

em outra mais simples a nova origem (1, 2).

Solugdo: Pelo Teorema 1.4, as equacdes de transformagdo sdo x = x’ + 1 e y = y’ + 2. Substituindo estes

valores na equagdo, obtemos
(' +1)2 —3(x"+1)2 = (¢ +2)2 +3(x' +1) +4(y +2) -5=0

em que desenvolvendo e simplificando chegamos a

que é claramente uma equacdo mais simples, e que podemos fazer rapidamente o desenho do seu lugar ge-

ométrico em relagdo aos novos eixos.

1.5 Observacdo. Neste exemplo, a nova origem foi especificada. Usualmente, as coordenadas da nova origem
ndo sdo dadas, mas devem ser determinada. Vejamos com o seguinte exemplo, como encontrar essa nova

origem.

Exemplo 1.2. Por meio de uma translagio de eixos transforme a equacéo
2 2 —
=4y +o6x+8y+1=0

em outra desprovida de termos de 1° grau.

Solugdo: Pelo Teorema 1.4, as equacdes de transformagdo sdo x = x’ + k e y = y’ + h. Substituindo estes

valores na equagdo, obtemos

(X +Kk)2 -4y +h)?+6(x'+k)+8y +h)+1=0
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que, apds desenvolvimentos e reducdo de termos semelhantes assume a forma
X —4y? 4+ (2%k+6)x’ — (8 —8)y' + k2 — 4h? + 6k + 8h + 1 = 0. 1.3)

Como devemos encontrar os valores de k e 1 tal que a equagao seja desprovida dos termos de 1° grau, igualare-

mos a zero os coeficientes de x’ e y’ na tltima equacdo. Portanto,

2k +6 =0 k=-3 !
=
8h—8=0 h=1
Dessa forma, a nova origem é o ponto (—3, 1) e substi-
tuindo esses valores em (1.3) obtemos a equagdo procu-

o’
rada /

SN

X —4y? =4

que é uma hipérbole, veja a figura ao lado. \

1.6 Observagdo. Note que nesse ultimo exemplo, a equacéo foi dada sem o termo xy, e isso de certa forma
facilitou nosso trabalho. No caso que equagdes do 2° grau desprovidas desse termo, é possivel também, em

alguns casos, efetuar a transformagao pelo método de completar os quadrados. Lembre que podemos obter a
. 2 - . S &
partir da expressao x“ + bx o trindbmio quadrado perfeito | x + 5 ) se adicionarmos o termo T

Assim completando quadrado em (x2 + 6x) — (4y?> — 8y) + 1 = 0, temos
(X +6x+9)— 4> —2y+1)+1-9+4=0

ou ainda, (x + 3)? —4(y — 1) = 4. Fazendo as substituicdes x¥' = x +3 ey’ = y — 1, obtemos a equagio
x'? —4y"* = 4 e claramente as equacdes de translacio sio dadas por x = ' —3 e y = y + 1, como tinhamos

obtido no exemplo anteriormente.

Notemos entdo,que a principal aplicagdo de Translacdo dos Eixos Coordenados é a remocado dos termos de
1° grau. Vejamos entdo, o segundo caso de Transformagao de coordenadas.

1.2.2 Rotacgdo dos eixos coordenados

1.7 Defini¢do (Rotacdo dos eixos coordenadoss). A operacdo de mover os eixos coordenados no plano
coordenado para uma posigdo diferente de maneira que os novos eixos e os antigos eixos possuam a mesma

origem, é denominado rotagio dos eixos coordenados.

Vejamos como é dada essa rotagdo a fim de simplificar equagdes.

Consideremos o plano Oxy e seja 6 o angulo de rotagdo o qual é obtido um novo sistema tal que os eixos O’x’
e O'y’ tenham a mesma unidade de medida de Ox e Oy.
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U
Seja P um ponto qualquer do plano tal que suas coordenadas em
relagdo ao sistema Oxy sdo x e y e, em relagdo aos sistemas O'x’y’ P
sdo x’ e y'. Desta forma e de acordo com a figura, temos: |\ [T /_/T\
/N
x'=0A"=rcos¢ (1.4) r/ : \
y' = AP =rsen¢ ' / A
~N¢e | !
L NS
01 14
o A x

{ x = OA =rcos(f + ¢) = rcosf cos¢ — rsen dsen ¢ (15)

y= AP =rsen(0 + ¢) = rsenf cos ¢ + rcos f sen ¢

Portanto, substituindo-se (1.4) em (1.5) temos:

x = x'cosf —y' senf
y=x"sen6 +y cosf

que sdo as equagdes de rotacdo. Acabamos de provar o seguinte teorema:

1.8 Teorema. Se girarmos os eixos coordenados de um angulo 6 em torno de sua origem O e se as coordenadas
de qualquer ponto P do plano antes e depois da rotagdo dos eixos sdo (x,y) e (x/,y’), respectivamente, entdo as
equagdes de rotagdo das antigas para as novas coordenadas sao dadas por:

x = x'cosf —y' senf
y=x"sen6 +y cosf

Sob forma matricial, temos:

x | | cos® —senb %
y | | senf cosf Y

Ry — l cos® —senf |

onde

senf cosf

é a matriz rotacdo sob o dngulo 6.

1.9 Observagdo. As equagdes de rotagdo nos ddo as antigas coordenadas em funcédo das novas. Se quisermos as
novas em funcdo das antigas, basta resolver em relagdo a x e y o sistema por elas formado. Ou seja, pela regra
de Cramer, temos;

x —senf cosf «x

, y cosf , senf y
x = =xcosf+ysenf e y = = —xsenf +ycos0
cost) —send cost) —send

senf)  cosf senf)  cosf

Essas duas férmulas querem dizer que, para obter as novas coordenadas em fungdo das antigas, basta sub-
stituir nas equagdes de rotagdo, x por x’, y por y’ e 6 por —6.

Exemplo 1.3. Determinar as novas coordenadas do ponto (3, —4) quando os eixos coordenados sdo girados 45°.
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Solugdo: Pelo teorema acima, as equagdes de transformacao sao

3 = x'cos45° —y'sen45°
—4 = x'sen45°+y’ cos45°

e pela observacdo acima,

2
x" = 3 cos(—45°) + 4sen(—45°) = 3cos45° — 4sen45° = 7%

7\ 2
Yy = 3sen(—45°) — 4 cos(—45°) = —3sen45° — 4 cos45° = fT\/_

Exemplo 1.4. Transformar a equagio 2x* + v/3xy + y = 4, por rotagio de eixos coordenados de um angulo de
30°.

Solugdo: As equagdes de transformacao sdo

\/gl 1/
2 ¥ T2

x = x’ cos30° — iy’ sen30° = — 5

1 3
y = x"sen30° + ' cos 30° = Ex’ + %y’

Substituindo estes valores de x e ¥ na equagdo obtemos,

2 2
2 (ﬁxl - 13/’) +3 (ﬁx' - 13/) (%x’ A ?y’) + <1x’+ @y) iy

que, ap6s desenvolvimentos e simplificagdo, obtemos a equagdo transformada pedida 5x’ L y 2 =3, que é
uma elipse.

1.10 Observagao. Note que neste tltimo exemplo, o angulo de rotacdo foi dado. Geralmente, entretanto, o
angulo de rotagdo deve ser determinado a fim de alcangar alguma condigdo estabelecida.

Exemplo 1.5. Por uma rotagdo de eixos coordenados, transformar a equagao
3x% —2xy + 3y —16 =0

em outra desprovida do termo misto de grau 2.

Solugdo: Substituindo na equagdo as equagdes de transformacao, temos
3(x'cosf — i’ sen)? — 2(x’ cos§ — i’ sen ) (x’'sen B + ' cos @) + 3(x'send + i cos0)? — 16 = 0

2 2 A e
Desenvolvendo e pondo x'*, y'“ e x'y’ em evidéncia, ficamos com:

x’2(3c0529 —2cosfsenf +3sen®0) + x'y'(—6cosfsen + 2sen? § — 2 cos? § + 6 cos O sen 0)
+y/*(3sen? 6 + 2 cos B sen  + 3 cos? 0) = 16

e como queremos eliminar o termo x’y’ dessa ultima equagdo, faremos o coeficiente desse termo igual a zero,

ou seja:
—6cosfsenf +2sen’ —2cos? 0 + 6cosfsend = 0

e portanto 2sen® § = 2 cos? § onde 6 = 45°. Usando este angulo, obtemos 2x’ *+ 4}/’2 = 16, ou simplesmente

2 2 . s .
x'* 4+ 2y'* = 8, que, como no exemplo anterior, também é uma elipse.
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Esses dois tltimos exemplos, serviram para ilustrar que a principal aplicagdo de Rotagdo dos Eixos Coorde-
nados é a remogao do termo misto de 2° grau.

A seguinte figura, ilustra as rotagdes dos eixos, sob 30° e 45°, respectivamente, referentes aos exemplos 1.4 e
1.5. Note que, ap0s a rotagdo, transformamos as equagdes para uma forma mais simples, de facil identificagdo.

A
y y

300 45°

v

v

Note ainda, que o Exemplo 1.5 mostrou que em geral, aplicar as equagdes de rotacdo para uma dada equagdo
do segundo grau a duas vardveis xy, é muito trabalhoso e demorado. O seguinte teorema nos diz como obter o
angulo de rotagdo dos eixos coordenados sem precisar fazer todas as contas feitas no Exemplo 1.5.

1.11 Teorema. A equagéo geral do segundo grau nas varidveis x e y
Ax*> + Bxy+Cy*+ Dx+Ey+F =0
quando B # 0 pode ser sempre transformada na equagao
AX? 4+ Cy?+ DY +Ey +F =0
onde falta o termo x'y’, por rotagdo dos eixos coordenados do angulo agudo positivo 6 tal que

tg20 = % se A#C

0 = 45° se A=C

Prova: Aplicando as equagdes de rotagdo, x = x’ cos6 — i’ senf e
y = x"sen6 + y’ cos 0, obtemos

A(x'cosf — ' sen8)? + B(x' cos 6 — y' sen8)(x'sen @ + v’ cos 0) + C(x'sen @ + ' cos 0)*+
+D(x"cos0 —y'senf) + E(x'sen6 +y' cos0) + F = 0

Desenvolvendo as operagdes indicadas e reduzindo os termos semelhantes nesta tltima equagéo, cheg-

amos a
AX? 4 BYy +Cy* + DX +Ey +F =0 (1.6)

onde
A’ = Acos?0 + Bsen6cos + Csen?
B’ =2(C — A)senfcos® + B(cos? 6 — sen?6)
C' = Asen?6 — Bsen cos 6 + C cos? 0
D’ = Dcos6 + Esenf
E' = Ecos® — Dsen®
F'=F

(1.7)

Para que a equagdo (1.6) seja desprovida do termo misto de grau 2, o coeficiente B’ deve ser nulo, portanto,
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devemos ter

2(C — A)senfcosf + B(cos? 6 — sen? §) = 0.
Como sen(20) = 2sen 6 cos 6 e cos(20) = cos? § — sen? § podemos reescrever esta tltima equagdo como
(C— A)sen(26) + Bcos(26) = 0.
E portanto temos as seguintes relagdes:

(i) tg20 = —Aﬁc se A#C

(ii) cos(20) = 0 se A=C, vistoque B # 0.
Logo 26 = 90° e portanto 6 = 45°.

Exemplo 1.6. Por uma rotagdo de eixos coordenados, transformar as equac¢des em outras desprovidas do termo

misto de grau 2.
@ 2x* +V3xy+y* =4

(b) 3x2 —2xy +3y> —16 =0

(c) 9x? — 24xy + 16y* — 40x — 30y = 0

Solugio:

(@) Temos A=2,B=+3,C=1eF = —4,ecomo A # C, pelo Teorema 1.11, tg(20) = é = /3. Logo
6 = 30°. Usando as equagoes dadas em (1.7), temos que:

A’zg, B' =0, C':%, D'=0,E =0, F =—-4

1
e portanto gx’Z + Ey’Z — 4, ou ainda, 5x"> +y* =8

(b) Temos A = 3 = C, logo 6 = 45°, e analogamente, temos x> + 2> = 8.

—24 24
(c) Temos A=9,B=—-24,C=16,D = —40,E = —30e F = 0,e como A # C, temos tg(20) = 916" 7
Neste caso, é impossivel exibir um 6 sem auxilio de uma calculadora ou uma tadbua trigonométrica. No
24 7
entanto, pelas relagdes métrica num tridngulo retdngulo, temos sen(26) = 5% © cos(20) = 2" Pelas
seguintes identidades trigonométricas
1 — cos(26) e cos2f — 1+ cos(26)

2
9 =
sen 5 >

3 4
temos sen § = ig ecosf = ig. Considerando 0 < 6 < 90°, as equagdes de rotacdo sao:

4

x:_x17§y/ - ]/ngl+ily,
5 5

5 5

substituindo na equacao, temos
9 éJc’—§’2—24 éx’—g’ §x’+é’ +16 §x’+L—L’2—40 éx’—E’
5% "5/ 5¥ 757 J\5F T5Y ) T \EY T5Y 5 T 5Y
3 / 4 ! .
30 (gx + gy) =0

e simplificando resulta em ??? (FAZER)
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1.2.3 Aplicag¢do: simplificacdo de equagées por transformacdo de coordenadas

Dada uma equacao do 2° grau, vimos que a principal aplicagdo da translacdo dos eixos coordenados é elim-
inagdo dos termos de 1° grau, e que a principal aplicagdo da rotagdo dos eixos coordenados é eliminagdo do
termo misto do 2° grau. Ou seja, a principal aplicagdo da transformagdo de coordenadas é a simplificacdo das
equagdes pela escolha conveniente dos eixos.

E entdo natural inquirir se uma simplificacdo ainda maior pode ser alcancada para algumas equagdes real-
izando ambas as operagdes, translagdo e rotagdo dos eixos coordenados. Com isso, enunciaremos o seguinte
teorema;

1.12 Teorema. Se os eixos coordenados sdo submetidos tanto a uma translacdo como a uma rotacdo, tomadas
em qualquer ordem, e se as coordenadas de qualquer ponto P do plano referido aos conjuntos de eixos original
e final sdo (x,y) e (x”,y"), respectivamente, entdo as equacdes de transformacdo das antigas para as novas
coordenadas finais sdo dadas por:

x=x"cos —y"senb +k
y=1x"senf+y" cosb+h

onde 6 é o angulo de rotacgdo e (k,h) sdo as coordenadas da nova origem referida aos eixos coordenados origi-
nais.

Prova: Consideremos primeiramente o caso em que uma translacido dos eixos coordenados a uma nova
origem O’ (k, h) é seguida por uma rotagdo dos eixos transladados em torno de O’ de um angulo 6, conforme
a figura. Se P é um ponto qualquer no plano coordenado, sejam (x,y), (x’,y') e (x”,y") suas coordenadas
quando referido, respectivamente, aos eixos originais, aos transladados e aos girados. Entdo, pelo Teoremas
1.4 e 1.8 temos

x=x+k
{y=y’+h -

{ x' =x"cosf —y"send (1.9)

v =x"senf +y" cost

S\ %

O

Substituindo os valores de x” e y’ dados em (1.9) em (1.8), obtemos as equagdes de transformacdo procurada.

Fica como exercicio a prova da situacao invertida, ou seja, quando uma rotagéo é seguida por uma translagéo.

Exemplo 1.7. Por transformacao de coordenadas simplificar a equagao

3x% —2xy +3y* —2x — 10y +9 =0

Texto composto em IXTEX 2¢, APC, 2010
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Conicas

Introducdo

Considere ¢ e g duas retas concorrentes, ndo perpendiculares, cuja intersecgdo é um ponto O. Mantenha fixa
uma das retas, por exemplo e (eixo), e facamos girar 360° em torno desta, mediante um angulo constante, a
outra reta g (geratriz). O objeto gerado é chamado de superficie conica formada por duas folhas ou, simplesmente,
superficie conica, e separadas pelo vértice O.

O conjunto de pontos obtidos pela intersec¢do de um plano 7t com a superficie conica é chamada de secdo
conica, ou simplesmente conica.

Ao seccionarmos uma superficie conica por um plano
arbitrdrio 71, que ndo contém o vértice O, obtere-
mos uma cdnica dita ndo degenerada, e, a medida que
variamos a posi¢do do plano de corte 7, obtemos as
seguintes cOnicas ndo degeneradas:

¢ Pardbola: o plano 7 é paralelo a uma geratriz da su-
perficie conica.

i

XL/ 77

o Elipse: oplano 7t éndo paralelo a uma geratriz e inter-
cepta apenas uma das folhas da superficie conica;

o Circunferéncia: o plano 7t é perpendicular ao eixo
e.

¢ Hipérbole: o plano 7t é ndo paralelo a uma geratriz e
intercepta as duas folhas da superficie conica.

Quando o plano 7t contém o vértice O da superficie, as conica se degeneraram em:

o um ponto: se o plano 7 intercepta somente o vértice;
o uma reta: se o plano 7t contém somente uma geratriz;

o duas retas: se o plano 7 contém o eixo e.

As cdnicas possuem equagdes, chamadas reduzidas ou canodnicas, que se tornam mais tteis, visto que,
através destas, podemos determinar certos elementos que as melhor caracterizam-nas. Entretanto, para chegar-
mos a estas equagoes definiremos em termos de lugares geométricos cada conica.

1.3 A Pardbola

1.13 Definicdo (Parabola). Considere um plano 7 determinado por uma reta d e um ponto F ndo perten-
cente a esta reta. A pardbola é o conjunto de todos os pontos do plano 7 que eqiiidistam de F e de d.
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Segue da defini¢do que dado um ponto fixo F e uma reta 4, um ponto P do plano estd eqiiidistante destes se,
e somente se, pertence a uma parabola, ou seja,

d(P,F) =d(P,d) < P € Parabola. (1.10)

1.3.1 Os Principais Elementos da Pardbola

Como elementos da paradbola temos:

F
t O foco F: ponto fixo da parédbola; >/
P(xy)

t A diretriz d: reta fixa da parabola; v

p

t O eixo focal EF: reta que passa pelo foco F e é perpendicular a diretriz d
d, Pl(x'fp)

1 O vértice V: é o ponto de intersec¢do da parabola com seu eixo. Situado entre a diretriz e o foco exatamente
no meio;

t A corda: é obtida ligando quaisquer dois pontos distintos da parabola, por exemplo AC;
t A corda focal: uma corda que passa pelo foco;

t O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal;

t O raio focal: é o segmento de reta de extremos no foco e num ponto da parébola.

Observe que devemos considerar o fato de que F ¢ d, pois, caso contrdrio, a pardbola se degeneraria numa
reta. Outro fato é que denominamos o niimero p de pardmetro da pardbola.

1.3.2 As Equacgdes Padroes de uma Pardbola

Dizemos que uma equacao é padrio, também denominada candnica ou reduzida, quando a utilizamos para
descrever um conjunto de curvas com alguma caracteristica em comum. A parédbola possui quatro tipos de
equacdo padrdo, onde a determinacdo de somente uma delas serd demonstrada, pois as outras sdo obtidas de
forma semelhante.

A Equacdo Padrio da Pardbola com o Vértice na Origem e Eixo de Simetria sobre um dos Eixos Coordenados

Sejam P(x,y) um ponto qualquer da parabola de vértice V na origem dos eixos coordenados e de foco F(0, p).
Observe que qualquer ponto da diretriz d é dado por P’(x, —p). Pela defini¢do de parébola

P(x,y) € parédbola < d(P,F)=d(P,d),

de acordo com a férmula de distadncia entre pontos e a figura acima, temos:

\/x2+ (y—p)3= \/(p+y)2-
Desenvolvendo a igualdade acima, obtemos x? = 4py, a equacao reduzida da pardbola para este caso.

De forma andloga, podemos obter as equagdes reduzidas das pardbolas com vértice em (0,0) para os demais
casos, onde os focos estdo sobre os semi-eixos ainda ndo analisados. Portanto,

x% = +dpy ou y? = +dpx| (1.11)
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Yy Yy Yy

d:x=—p 4 d:x=p
O,p) / ; d:y=p
dy=—p

(
x? = 4py x? = —4py y? = 4px y? = —4px

Da anélise das equacdes em (1.11), tendo em vista ser x? (resp. y*) sempre positivo ou nulo e que p > 0,
podemos concluir que:

¢ Se o sinal no 2° membro é positivo, entdo a pardbola tem concavidade voltada para cima (resp. direita);
© Se 0 sinal no 2° membro é negativo, entdo a parabola tem concavidade voltada para baixo (resp. esquerda).

Exemplo 1.8. Obter a equagdo da pardbola que satisfaca as condi¢des em cada caso.
(a) Vértice na origem e foco em (0, 1); (b) Foco em (0, —3) e diretrizy = 3;

(c) Vértice na origem, concavidade voltada para cima e passando pelo ponto P(—2,5).

Solugio: (a) V(0,0) e F(0,1). Logo, p = 1 e de x> = 4py, obtemos: x> = 4y. (b) F(0,—3)ed : y = 3.
Portanto, V(0,0) e p = 3. A equagdo é x> = —4py .. x> = —12y. (c) V(0,0) e equagao da forma x? = 4py.

Como (—2,5) é ponto da parabola, temos (—2)? = 4p5 .- p = % Portanto, a equagdo é x = %y.

Exemplo 1.9. Determinar, para cada uma das parabolas, o foco e uma equagdo da diretriz.

(@x*—16y =0 (b)ﬁc=111y2

1
Solugdo: (a) x> = 16y .. p = 4. Portanto, F(0,4)ed : y = —4. (b) x = —Zyz . y?> = —4x. Donde p = 1.
Logo, 0 foco é F(—1,0)ed : x = 1.

Exemplo 1.10. Determinar o comprimento do latus rectum de uma parébola.

Solugio: Consideremos as equagdes x> = 4py e y = p, respectivamente, a da pardbola de vértice na
origem e eixo focal coincidindo com o eixo das ordenadas, e a da reta perpendicular ao eixo dos y passando
por (0, p). Observe que a intersecdo dos graficos da parébola e da reta sdo as extremidades L e R do latus

rectum da parébola. Resolvendo-se o sistema encontraremos x = +2p e y = p. Logo, |[LR| = 4p.

A Equagdo Padrdo da Pardbola com o Vértice Fora da Origem e Eixo de Simetria Paralelo a um dos Eixos
Coordenados

Podemos obter uma equacdo, na forma reduzida, da pardbola com vértice V(h, k) fora da origem do sistema
xOy e cujo eixo de simetria é paralelo a um dos eixos coordenados. Para isso basta transladarmos o sistema xOy

para uma nova origem coincidindo com o vértice V, obtendo-se um novo sistema x'O’ ]/ . Assim, as equagdes
destas pardbolas se restringirdo a um dos casos a seguir:

x'? = +4py/ ou y'? = +apx' |

A —h
Porém, pelas equagdes de translacdo dadas no Teorema 1.4 (pag. 7), temos que { * ;o * o Logo,

(x —h)? = F4p(y — k) ou (y—k)?> = +4p(x—h) | (1.12)
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Exemplo 1.11. Determine a equacdo reduzida da parédbola de vértice V(3,2), eixo focal paralelo ao eixo das
abscissas e pardmetro p = 1.

Solugdo: Pelo enunciado da questdo podemos concluir que a equagéo reduzida é y"? = +4px’. Como
p=1eV(3,2),0ouseja, x’ =x—3ey =y—2 temos (y —2)? = £4(x — 3).

Exemplo 1.12. Dada a equacdo x? + 6x — 8y + 17 = 0, determine sua equacéo reduzida, o vértice, o foco e uma
equacdo da sua diretriz e do eixo focal.

Solugao: Completando-se o quadrado da varidvel x na equagdo dada, temos: (x +3)? = 8(y — 1). Por-
tanto, o vértice é V(—3,1), o foco é F(—3,3), a equagdo da diretrizé d : y = —1 e o0 eixo focal x = —3.

1.14 Observacdo. Quando o eixo de simetria da pardbola nédo ¢é paralelo a nenhum dos eixos coordenados, a
equacdo é “mais complicada”, mas também se enquadra na forma geral da equagdo do 2° grau a duas incégnitas

ax® + bxy +cy? +dx +ey+f =0
e, por uma rotagdo dos eixos coordenados, podemos reduzi-la a
a/xz +C/y2 +d/x+e/y+f/ — 0/

que facilmente é identificada.

1.15 Observagido (Excentricidade da Pardbola). Chamamos de excentricidade (e) da parabola a razdo entre

as distdncias de um ponto arbitrario P da curva ao foco e de P a diretriz. Neste caso, teremos sempre e = 1.

1.4 A Elipse

1.16 Definicao (Elipse). Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias a
dois pontos fixos F; e F, (focos) é constante e maior do que a distancia entre esses pontos fixos.

Segue da defini¢do que dados dois pontos fixos F; e F, pertencentes a um plano 77, um ponto P deste plano
pertence a elipse E se, e somente se, d(P, F;) +d(P,F,) = K, K > d(F;, F,). Em simbolos temos:

E={Pem d(P,F)+d(P,F) =K, K>d(F,E)}. (1.13)

1.4.1 Os Principais Elementos da Elipse

Como elementos de uma elipse temos:

t Os focos F; e F,: os pontos fixos;

1 O eixo focal EF: reta que passa pelos focos;

1 O centro O: Ponto médio de F| F;

t O eixonormal EN: Reta perpendicular ao eixo focal pas-
sando pelo centro;

t Os vértices Ay e Ay: pontos de intersecgdo da elipse com o eixo focal;
t Os vértices B; e By: pontos de intersec¢do da elipse com o eixo normal;

t Eixo maior EM: segmento de reta que une os vértices A e Ay (A1A2);
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t Eixo menor Em: segmento de reta que une os vértices B e By (B1By);

+ Corda: segmento de reta arbitrario cujas extremidades sdo dois pontos distintos da elipse, por exemplo AC;

t Corda focal: uma corda que passa pelo foco;
t O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal (¢ e £3);

t Raio focal: segmento de reta de extremos em um dos focos e num ponto da elipse.

1.4.2 As Equacées Padroes de uma Elipse

Desenvolveremos as duas equagdes padrdes da elipse. A primeira equacdo padrao a elipse é tomada com
centro coincidindo com o centro O(0, 0) do sistema de coordenadas xOy e eixo focal coincidente a um dos eixos
coordenados; e a segunda quando o centro ndo coincide com o centro do sistema e o eixo focal concide ou é

paralelo a um dos eixos coordenados.

Primeira Equag¢do Padrdo da Elipse

1.17 Proposic¢do. Seja E uma elipse de centro na origem do sistema coordenado xOy e cujo comprimento do
eixo maior A A; e do segmento de extremos em cada um de seus focos F; e F, sdo, respectivamente, 24, 2b e 2c.
Entdo, para todo ponto P(x,y) € E, temos:
(@) [PR| + [PR| = 2a.
2 2
(b) Sua equagéo cujos focos sdo F; = (—c¢;0) e F, = (¢;0) é ;c_z + Z—2 =1,emqueb=+va>— 2.

N

=1,emqueb = va%—c2

I

2
(c) Sua equagéo cujos focos sdo F; = (0; —c) e F, = (0;c) é Z—z +

(d) O comprimento do eixo menor BB, é 2b.

Prova: Mostremos os itens (a) e (b), deixamos para o leitor, como exercicio, a demonstragdo dos itens (c) e
(d). Inicialmente, considere P sobre o eixo-x, suponha P = A;. Deste modo, pela defini¢do de elipse temos:

K= ‘AlFl‘ + ‘A1F2| = (Ll *C) + (LlJrC) = 2a.

Como K é uma constante, serd igual a 2a para todo P(x,y) € E. Provaremos entdo (b). Por definicdo e pelo

intem (a), temos que
d(P1P) + d(FZP) = 2a,

ou seja,
|F1P| + |F,P| = 2a,

que neste caso é

\/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2:2a

\V(x+0)2+y?=2a—/(x—c)2+y2

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

ou

ay/(x —c)2 +y2 = a*—cx.

Elevando novamente ao quadrado e simplifcando, obtemos

(a® — *)x? 4 a?y? = a®(a* — ).
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Como a > ¢, entdo a2 — ¢ > 0 e assim, podemos definir b = v/a? — ¢?, donde a2 = b? + 2 e reescrever a
equacdo acima como
V?x? + a*y? = ab?.

Dividindo esta tltimoa equagao por a?b? # 0, obtemos

SE A (1.14)

a equagdo reduzida da elipse para este caso.

Da anélise destas dedugdes, temos os comprimentos do semi eixo maior e do semi eixo menor, medindo

. |EM| |Em|
respectivamente —— =ae &~ =b.

As figuras abaixo apresentam um resumo das principais caracteristicas da elipse quando o eixo focal coincide
com um dos eixos coordenados.

y
Y
b
@) c x X
2 2
y _
St =1
x2 yZ
2te=1

1.18 Observacdo (Excentricidade da Elipse). Chamamos de excentricidade (e) da elipse a razdo entre os
comprimentos do segmento Fi F, e do segmento AjAj. Neste caso, temos

c
e = —.
a

Como, 0 < c < g, a excentricidade de uma elipse é um ntimero real ndo negativo menor do que 1. Observe
que se F; = F,, temos ¢ = 0, entdo a elipse reduz-se a uma circunferéncia de raio 2 = b. Além disso, como

¢ =0, entdo ¢ = 0. Assim, uma circunferéncia é uma elipse de excentricidade nula.

V1
Exemplo 1.13. Determine os comprimentos dos raios focais do ponto P <1, TS> sobre a elipse

5x2 + 4y? = 20.

Solugdao: Como 4> = 5 e b? = 4, segue que 5 = 4 + ¢, ou seja, c = 1. Desta forma F;(1,0) e F,(—1,0).

2 2
Logo, d(P, F;) = (11V+<%?>::%?eﬂR5ﬁ:(1Hﬂ+<%?>::%ﬁ

2

2
Exemplo 1.14. Prove que o comprimento do latus rectum é -

2 2
= g Y ] ]
Solugdo: Consideremos as equagdes — + ‘Z—z = 1 e x = ¢, respectivamente, a da elipse de centro na
a

origem e comprimentos do eixo maior 2a e menor 2b, com eixo focal coincidindo com o eixo das abscissas, e a
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da reta perpendicular ao eixo dos x passando por c. Observe que a intersecdo dos gréficos da elipse e da reta
b2
sdo as extremidades L e R do latus rectum da elipse. Resolvendo-se o sistema encontraremos x = cey = & rE

2b?
Logo, |[LR| = —

Segunda Equacdo Padrdo da Elipse

Podemos obter uma equacdo, na forma reduzida, da elipse com centro O'(h, k) fora da origem do sistema
xOy e cujo eixo focal é paralelo a um dos eixos cartesianos. Para isso basta transladarmos o sistema xOy para
uma nova origem coincidindo com o centro O’, obtendo-se um novo sistema x’O’y’. Assim, as equacdes destas
elipses se restringirdo a um dos casos a seguir:

2 y/z 2 y,z
= + e 1 ou 7 + = 1|
/
= x—h
Porém, pelas equagdes de translacio dadas no Teorema 1.4 temos que { * , * o Logo,
y—
(x—h)?  (y—k? (x—h)?  (y—k?
) + = 1 ou ) + e 1} (1.15)

Exemplo 1.15. Determine a equagdo reduzida da elipse de centro O’(—3,2), eixo focal paralelo ao eixo das
ordenadas e comprimentos dos eixos maior e menor iguais a 6 e 4, respectivamente.

2 2
Solugdo: Como o eixo focal é paralelo ao eixo das ordenadas, a equagédo é 7 I ‘12—2 =
O'(—3,2).Segueque x’ =x+3ey =y —2.2a =6e2b=4,ouseja, a =3eb = 2. Logo, aequagdo reduzida

(xz3)2 n (]/—92)2 1

1. O centro é

procurada é

1.5 A Hipérbole

1.19 Defini¢do. Uma hipérbole é o lugar geométrico dos EN
pontos do plano cujo valor absoluto da diferenca das dis-

tancias a dois pontos fixos F; e F, (focos) é constante e

menor que a distancia entre esses pontos fixos.

Observa-se que a hipérbole é uma curva constituida de
dois ramos distintos. JAN &

Segue da definicdo que dados dois pontos fixos F; e F, SRS NN R EF
pertencentes a um plano 7r, um ponto P deste plano per- B, N\ S
tence a uma hipérbole H se, e somente se, :

d(P,F;) —d(P,F)| = K < d(Fy, ). Q

Assim,

H={Pem |dP,F)—dP,E)| =K, K<d(F,E)} (1.16)

1.5.1 Os Principais Elementos da Hipérbole

Como elementos da hipérbole temos:
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t Os focos: sdo os pontos fixos F; e F,, onde d(F;, F,) = 2¢;

t O eixo focal EF: reta que passa pelos focos;

t O centro C: Ponto médio de F; F>;

t O eixo normal EN: Reta perpendicular ao eixo focal passando pelo centro;

t Os vértices A; e Ay: pontos de intersecgdo da hipérbole com o eixo focal;

t Eixo real ou transverso ET: segmento de reta que une os vértices Aj e Ay (A1Ay);

t Eixo imagindrio ou conjugado EC: segmento de reta perpendicular ao eixo focal passando pelo centro e cujo
comprimento é obtido conhecendo-se os valores de K e de c;

t Os pontos B; e By: extremidades do eixo imagindario (B1By); que une os pontos Bj e B e tendo o centro como
ponto médio; seu comprimento veremos mais adiante;

t Corda: segmento de reta arbitrdrio cujas extremidades sdo dois pontos distintos da hipérbole que podem
estar no mesmo ramo ou em ramos distintos, por exemplo S_T;

t+ Corda focal: uma corda que passa pelo foco, por exemplo QT;
t O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal (¢ e ¢3);

t Raio focal: segmento de reta de extremos em um dos focos e num ponto da hipérbole, por exemplo (F,T).

1.5.2 As Equacées Padroes de uma Hipérbole

Conforme fizemos para a elipse, desenvolveremos as duas equagdes padrdes da hipérbole. A primeira
equacdo padrao a hipérbole é tomada com centro coincidindo com o centro O(0,0) do sistema de coordenadas
xOy e eixo focal coincidente a um dos eixos coordenados; e a segunda quando o centro nédo coincide com o
centro do sistema e o eixo focal concide ou é paralelo a um dos eixos coordenados.

Primeira Equag¢do Padrdo da Hipérbole

1.20 Proposigdo. Seja H uma hipérbole de centro na origem do sistema coordenado xOy e cujo comprimento
do eixo transverso A1 A; e do segmento de extremos em cada um de seus focos F e F, sdo, respectivamente, 24

e 2c. Entdo, para todo ponto P(x,y) € H, temos:
(a) |[PF| — |PR)|| = 2a.

(b) Sua equagao cujos focos sdo F; = (—c;0) e F, = (c;0) é
2
x

a? =1

S

e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando x — £00) sdo
b
y==x-x
a
em que b = v c% —a%.

(c) Sua equagéo cujos focos sdo F; = (0; —c) e F, = (0;¢) é
2 2
S

a2  b?

e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando y — 4-00) sdo

a
= :l:— ,
Yy b

em que b = Vc% —a%.
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(d) O comprimento do eixo conjugado B1B, é 2b.

Prova: A demonstracdo do item (a) é andlogo ao caso da elipse dado na proposi¢do 1.17. Mostremos
os itens (b) e (d), deixamos para o leitor, como exercicio, a demonstracdo dos itens (a) e (c). Inicialmente

provaremos (b). Por defini¢do e pelo item (a), temos que
|d<F1P) — d(PQP) ‘ = 2a,

ou seja,

\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2:i2a
ou
(x+¢)24+y2=42a—/(x— )2+ 12

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
+ay/(x —c)2+y2 =a® —cx.
Elevando novamente ao quadrado e simplifcando, obtemos
(a* — )x® + a?y? = a*(a® — ).

Como ¢ > a, entdo ¢ —a? > 0 e assim, podemos definir b = v/c2 — a2, donde c* = a? + b* e reescrever a
equacdo acima como
—b*x* + a2y2 = —a%b%.

Dividindo esta tltimoa equagao por a?b? # 0, obtemos
Yy, 1.17)

a equacgdo reduzida da elipse para este caso.

b
Se a equacdo (1.17) é resolvida em y obtemos y = i; Vx% — a? que, para x > 0, pode ser escrita como

b | a?

Se x tende a +o0, entdo o radical no segundo membro se aproxima de 1 e a equagédo tende a

b
=+-—x.
Y a
O mesmo ocorre para x < 0, quando x tende a —oo (verifique!).

Finalmente, para provar (d), perceba que +— ¢ a inclinacdo das assintotas, ou seja, se « é o angulo de
a

- b .
inclinacdo que a reta y = —x faz com o eixo-x, temos:
a

o) = £ = 1BaFl _ B
& a |A1A2| 2a

donde concluimos que |B1By| = 2b. A nalogo paraaretay = — %x.

Da analise destas dedugdes, temos que o comprimento do semi eixo transverso e o comprimento do semi

|ET| _ |A14s] _ |[EC| _ |B1Bo|
72— T3 T Aae—H =5

eixo conjugado sdo respectivamente iguais a = b. Estas informagdes séo tteis

na construcdo do esbogo de uma hipérbole.

Exemplo 1.16. Determine uma equacao da hipérbole de focos F(+2,0) e vértices A(+1,0).

Solugdo: Como F(£2,0), o centro é O(0,0) e ¢ = 2. Podemos concluir também que a equagao é do tipo
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2 2
2

+L =1 Fagamos F;(2,0) e A1(1,0), donde ¢ —a = 1. Segue que 4 = 1. Como ¢

x
il 20312
2t = g° + b+, temos

2
b = /3. Portanto, a equagéo da hipérbole procurada é: x* + y? =1

As figuras abaixo apresentam um resumo das principais caracteristicas da hipérbole quando o eixo focal é

paralelo a um dos eixos coordenados.

EN

EN

N Lo =

2 2
2 2 y xs
__y_:1 ﬁ_b_2_1

Segunda Equacdo Padrdo da Elipse

Podemos obter uma equagdo, na forma reduzida, da hipérbole com centro O’(, k) fora da origem do sistema
xOy e cujo eixo focal é paralelo a um dos eixos cartesianos. Para isso, basta transladarmos o sistema xOy para
uma nova origem coincidindo com o centro O’, obtendo-se um novo sistema x’O’y’. Assim, as equagdes destas

elipses se restringirdo a um dos casos a seguir:

2 12 y/Z 2
T 1 ou o + = 1|
xX = x—h
Porém, pelas equacdes de translacdo dadas no Teorema (1.8) temos que { , P Logo,
vy = ¥y-
(x—=h)?> (y—k? y—k? (x=h)?
e 1 ou T =1\ (1.18)

Exemplo 1.17. Determine a equagdo do lugar geométrico descrito por um ponto que se desloca de modo que a
diferenca de suas distancias aos pontos P;(—6, —4) e P»(2, —4) seja igual a 6, por duas formas: (a) utilizando a
definigdo da hipérbole como lugar geométrico, e (b) utilizando as equagdes padrdes.

Solucao:

(a) Pela definigdo, podemos deduzir que este lugar geométrico plano trata de uma hipérbole e que os pontos
Pj e P, sdo os seus focos. Portanto, sendo P(x,y) um ponto genérico da hipérbole, temos que |d(P, P;) —

d(P,P,)| = 6. Segue que, d(P,P;) —d(P,P,) = 6 oud(P,P;) —d(P,P,) = —6. Vamos desenvolver a
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primeira destas equagdes. Acompanhe o raciocinio!

6 = d(P,P;)—d(P,P,)
6 = Vx—(-6)*+u—(-4)* - V(x-2)2+(y— (-4))?
VE+6)2+y+4)?2 = J(x—22+(y+4)?2+6
Va2 +12x+36+y2+8y+16 = /xZ—4x+4+y2+8y+16+6
(\/x2+12x+y2+8y+52>2 = (\/x2—4x+y2+8y+20+6>2
X2+ 12x+y?+8y+52 = x®—4x+y*+8y+20+12/x2 —4x+y%+8y+20+36
12x+52 = —4x+56+12y/x2 —4x+y2+ 8y +20
16x—4 = 124/x2 —4x+y2 +8y+20
2
(4x—172 = (3vAZ—4x+y7+8y+20)
163> —8x+1 = 9(x® —4x +y>+ 8y +20)
16x2 —8x+1 = 9x% —36x +9y? + 72y + 180
7x2 4+ 28x —9y?> — 72y —179 = 0

Como exercicio, desenvolva a segunda equagao por um raciocinio andlogo e verifique que equagao vocé

encontrou.

(b) Exercicio.

1.21 Observacio (Excentricidade da Hipérbole). Definimos a excentricidade (e) da hipérbole a razdo entre
os comprimentos dos segmentos F; F; e A1 A;. Neste caso, temos

c
e=->1
a

Exemplo 1.18. Determine a excentricidade da hipérbole cujos comprimentos dos eixos transverso e conjugado

sdo iguais a 4 e 6, respectivamente.

Solugdo: Temos que 2a = 4 e 2b = 6. Assim, a = 2 e b = 3. Como ¢? = a2 + b?, segue que, c = V13 e

o3
(O8]

1.6 A Etimologia das Palavras que Definem as Se¢des Conicas

Arquimedes e os pitagéricos foram os primeiros a empregar as palavras Parabola, Elipse e Hipérbole, porém,
com outra acepgdo da atual: se¢des a uma superficie conica, que se deve a Apolonio.

Traduzida do grego

— ‘mapa oAy’ a palavra parabola significa: comparagdo; igualdade. Deve-se ao fato da y
igualdade y?> = ¢ - x em que ¢ é a medida do comprimento do latus rectum. Esta é obtida
considerando a Pardbola de vértice na origem e foco sobre o eixo das abscissas. A equagdo .

reduzida é, entdo, y> = 4p - x. Como o comprimento do latus rectum de uma parébola é
¢ = 4p, temos, portanto, yz =/ x.
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— ‘eAdenpil’ a palavra elipse significa: falta; omissdo. Deve-se ao fato da desigualdade
y?> < {-x em que ¢ é a medida do comprimento do latus rectum. Esta é obtida con-
siderando a Elipse de centro no ponto (4,0) e 2a e 2b os comprimentos, respectivos,
do eixo maior e menor da elipse de eixo focal coincidindo com o eixo das abscissas. A

2 2 2 2.2
. xX—a 2b b x
equagcdo reduzida é, entdo, (0172) + Z—2 = 1. Isolando yz, obtemos y2 =X
2
Como o comprimento do latus rectum de uma elipse é ¢ = 7 temos, portanto,

2,2
yr=lx — a—;c. Donde, podemos concluir que y? < £ - x.

— ‘vrtepBoAn’ a palavra hipérbole significa: excesso; exagero. Deve-se ao fato da de-
sigualdade y? > ¢ - x em que £ é a medida do comprimento do latus rectum. Esta ¢ obtida
considerando a Hipérbole de centro no ponto (—a,0) e 2a e 2b 0os comprimentos, respec-

tivos, do eixo real e imaginario da Hipérbole de eixo focal coincidindo com o eixo das

2 2
. ~ . . ~ x+a . N
abscissas. A equagdo reduzida é, entdo, % - Z—2 = 1. Seguindo o mesmo raciocinio
adotado anteriormente para a Elipse, com as devidas alteragdes, podemos concluir que

yr>(-x

Matematica Basica

g

—a—c

Texto composto em IXTEX 2¢, APC, 2010
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