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A Transformada de Laplace

Texto 03:  Deslocamento sobre os eixos se t. A Fungdo Degrau Unitdrio.

A Transformada de fungdes periddicas. Aplicagdo.

Deslocamento sobre o eixo s.

Como vimos, a resolu¢do de um problema de valor inicial pela transformada de Laplace se reduz a
achar a transformada inversa de uma fungdo F(s). Na prética, tais inversas sdo obtidas usando o
método das fragdes parciais para converter F(s) a uma forma em que sua inversa pode ser
reconhecida através das férmulas da tabela.

Até agora vimos exemplos de equacgdes diferenciais em que a solu¢do pode ser obtida facilmente
por outros métodos. Para conseguirmos aplica¢des em que a transformada de Laplace possa mostrar
seu poder real temos que estabelecer mais alguns resultados das transformadas

Teorema: Deslocamento sobre o eixo s :

Se L[f] = F(s) para algum s > s,, entdo L[e" f(t) ] = F(s —a) paras—a>s,,.

“+oo +oo
D] Lie®f(t)]= [ e Self(t)dt= | e~ (t)dt=L[f(t)](s —a)=F(s—a)
0 0

Observagdo:A substituicdo de s por s — a na transformada ( deslocamento sobre o eixo s )
corresponde 2 multiplicacdo da fungdo original por e*.

Exemplo: Como aplicacdo imediata deste resultado podemos deduzir as seguintes transformadas
da tabela:

1) L[e ™ cos3t] = F(s + 2 ), sendo F(s) = L[cos3t] = . Logo, Lle ™ cos3t] = L
s 49 (s+ 2)2 +9
Generalizando: L[eat cos(wt)]= s—a
(s— a)2 +w 2
2)L[te"]=F(s—a),sendo F(s)=L[t] = 1 Logo, L[te"] = !

52 . (s—a)2



A Fungdo Degrau Unitdrio - Fungdo de Heaviside

Definigdo: A funcido degrau unitario u,(t) é definida como segue:
A

® 0; se t<a >0
u = a>
a 1; se t=>a 1

v

* A func¢do degrau unitdrio também € chamada de fun¢do de Heaviside em homenagem ao
engenheiro eletronico inglés Oliver Heaviside ( 1850-1925) que usou originalmente a
transformada de Laplace como ferramenta para resolver equagdes diferenciais provenientes
de problemas relacionados com linhas de transmissao.

e A funcdo degrau unitdrio também pode ter a notacdo u(t — a).

Exemplos:
0; se t<l1 0; se t<3
Du(t)= ; 2) ux(t) =
) w® {1; se t>1 ) us3(0 {1; se t=>3
. - 0; se t<a _ .
Mais geralmente, a funcdo f(t)=u,(t)g(t—a)= descreve a funcdo obtida
g(t—a); se t=a

“transladando” a funcdo g(t) a unidades para a direita e depois anulando a parte a esquerda de a.
Tais fungdes aparecem na pritica como impulsos com retardamento em sistemas fisicos, isto &,
impulsos ocorrendo no instante t = a, e ndo t = 0.

0; se t<1
Exemplo: f(t):{ = f(t)= (t—=1) u(t)

t—1; set=>1

A

gty =t

v

v




—as
Exercicio: Mostre que L[ u,(t) | = ©

Solucgao: L[u,(t)] =

“+ oo +oo

[ e, (0dt= | e Stdt= lim [-S
0 a b—+eo S

A funcdo degrau pode ser usada para escrever
compacta:

e Se f(t)={

se 0<t<a
t=>a

g(t)
h(t)

entao
se

De fato: 1) se 0<t<a

1) se t >a
0; se 0<t< a
e Sef(t)=qg(); se ast<b entao
0; se t >b

ses>0

funcdes definidas por vérias sentencas de forma

f(t) = g(t) — g(t) ua(t) + h(Hu.(t)

temos f(t) = g(t) — g(t).0 + h(1).0 = g(t);
temos f(t) = g(t) — g(t).1 + h(t).1 = h(t);

f(t) = g(t) (ua (1) — up(t) )

Exercicio: Expresse as seguintes fungdes em termos de u,(t) e calcule L[ f(t)].

2, 0<t<3
1) f(t)= . >3

Solugo: f(t) =2 — 2us(t) — 2us(t) = 2 — dus(0)

—3s
L[f(t)] = 2L[1] — 4L[us(t)] = %_ 4de

0; se 0<t< a
2) f(t)=4k; se a<t< b (pulsoretangular)
0; se t >b

Solucdo: f(t) = k(u,(t) — uy(t))
e 3 e

—bs
L[f] = k(L[uy()] = L[up(D]) = k(

):

S

v

E(e—as e
S



3)

ft)=n+1, se n<t<n+l

v

Solucio: f(t) = uy(t) + uy(t) + ux(t) + .... = L[f(t)] = Luo(t) + us(t) + ux(t) + ....] =

Llu,(t)] +L[w(®)] +Lu(®]+....=
- —2s =35
e ,e e +...=1(1+e_s+e_25+e_35+...)=1( !
S S S S S S 1—e~ 8

A expressio entre parénteses acima corresponde 2 soma de uma PG infinita de razdo €.

Deslocamento sobre o eixo t

Teorema: Deslocamento sobre o eixo t: Seja f(t) = u,(t) gt — a), a > 0 uma fungio

continua por partes e de ordem exponencial. Entdo L [ f ] =e ™ L[ g(t)]

oo “+oo
D] Lif]= | e S (t)dt = | e_Stg(t —a)dt . Fazendo a substituicdo: t—a =u; dt = du, obtemos:
0 a

+oo an Tt
Lif]= [ e gu)du=e [ e g(u)du=e " Lg]
a 0

Observagoes:
e Por motivos fisicos, o fator e é chamado de fator de retardamento
e A substituicdo em f(t) de t por t — a corresponde aproximadamente a multiplicacdo da
transformada F(s) por e™



Exercicio: Calcule L[ f(t)] para as seguintes funcdes

1) f(t)=(t—2)u, ()

Solucdo: Neste caso a fungdo g(t —a) =g(t—2) =t—2. Logo, g(t) =t e L[g(t)]=L[t]= iz .
S
Aplicando o Teorema do deslocamento L [ f]=¢™ L[ g(t)] = e >* %
S
2) f(t)y=e""u, (1)
Solugdo: Neste caso a fungdo g(t—a) = g(t-1) = el Logo, gt) = e'; a =1c¢e
1
Llg(t)]=L[e']=—.
s—1
Aplicando o Teorema do deslocamento L [ f]=¢e ™ L[ g(t)] = e™® Ll
S —
3) f(t)=sen(t —mu(t)
Solucido: Neste caso a funcdo g(t—a)=sen(t—m). Logo, g(t) = sent; a =T e

L{g(t)]=L[sent]= 5 .
s”+1

Aplicando o Teorema do deslocamento L [ f]=e™ L[ g(t)] = e ™ 5
1+s

4) f(t)=eu, (1)

Solucdo: Neste caso devemos deslocar a funcdo exponencial f (t)=e’'de uma unidade para
aplicarmos a Tabela. Assim,

f(t)= eZtul ()= ez(t_m)ul (t)= e2(H)e2u1 (t). A funcdo g(t—1)= g2, Logo, g(t)= e?ia=1

e L[g(t)]=L[e2t]=%. Aplicando o Teorema do deslocamento L [ f ] =™ L[ g(t)] =

L[ez.e2(t_1)u1(t)] =e’e™ =



t; se 0<t<?2
0; se t>2

5) f(t)={

Solucdo: Escrevendo f(t) em termo da funcio degrau temos f(t) = t — tu,(t)

L[f] = L[t] — L[tuy(t)] . Para aplicarmos o Teorema escrevemos tu(t)=(t—2 + 2 ) u,(t) =
= (t—2) u(t) + 2 uy(t). Assim, usando o resultado do exercicio 1

—2s —2s
LIf] = Lit] - LIC - 20500 #2050 T = LIt~ L0~ 2) w0 - L] = 5~

s 52 S

O deslocamento sobre o eixo t no calculo das Transformadas Inversas

Para aplicar o Teorema do deslocamento sobre o eixo t ao célculo da transformada inversa
podemos reescrevé-lo como:

L [u,(t) gt—a)l =e "Ll gO] = u, 0 gt—a)=L"[e “L[g®)]]=

L™ [e ™ GI[s] ] = u,(t) g(t — a), sendo G(s) = L[g(1)]

Exercicio: Encontre f(t), sabendo que F(s) = L[f(t)] nos seguintes casos:

=S

e
1) F(s)=
) F©) s(s+2)
3 1 ]—e 2t Loes

Solugdo: Neste caso a =1 e G(s) = = L[ ]. Temos que L [ ] =

s(s+2) 2 s(s+2)
o2t | 20D

u(t)g(t — 1), sendo g(t) = . Logo, f(t) = u 1(t)(f) que pode ser reescrita como
0; 0<t<l1

uma func¢do de duas sentengas, f(t)=1_2(t-D
— t>1

2
-2s
e
2) F(S) 22—
s“(s+4)

5 . Seja g(t)= L [2;] . Para encontrarmos g(t)

Solucio: Neste casoa=2¢e G(s) =
s“(s+4) s“(s+4)

usamos o método das fragdes parciais:



C
s+4

LA
S

—_—= =>1=As(s+4)+B(s+4)+ Cs?. Por comparagdo de coeficientes ou
s2(s+4)

By
S2

o 1 1 1
atribuindo-se valores a s encontramos A=——, B=— e C=—.

16 4 16

oM

_ 11 11 1 1 1t
=L [-——+——+ —+—+ .
ev) [ 16 16 4 16

442 16s+4

e—2$
Logo f(t)= L [———

s?(s+4)

—2s _ —4(t=2)
Assim, L_l[e—] = —L-FQ-F © u, (t)
s2(s+4) 16 4 16

oM

1 t
—+—+ .
16 4 16

] = g(t - 2)112 (t) , sendo g(t) =—

=TS
3) F(s) = (32s +3)e
ST +2s+2
Solucdo: Neste casoa=n e G(s) = 23s—+3 . Seja g(t)=L" [23S—+3 .
ST +2s+2 ST +2s+2
g(t)y=L" [3(S—+21)] . Usando Tabela no 16 obtemos g(t) =3e ™" cost.
s+D”+1

Logo f(t) = g(t—mu, () =3¢ "™ cos(t —m) u (1),

A transformada de uma fungdo periddica

O Teorema a seguir serve para reduzir o cédlculo da transformada de Laplace de uma funcdo
periddica ao cdlculo da integral num intervalo finito.

Teorema: Se f é uma fungio de ordem exponencial, periédica de periodo p, entdo

p
[e St (t)dt

Lif]="2
1—e P8
+oo P 2p (n+D)p
DIL[fl= [ e Sf(ndt=[e Sf()dt+ [ e SU(dt+..+ [ e S(t)dt+...
0 0 p np

Fazendo t = x + np na (n+1)-ésima integral da série acima ficamos com



(+hp _ P s(x+np) N
[ e SH(dt=[e TP (x +np)dx = e *"P[eT*f(x)dx ( Usamos o fato que f é
0

np 0
periddica de periodo p, logo f(x+np) = f(x) )

Usando este fato em cada uma das integrais acima, ou seja, paran =0, 1, 2, etc..., obtemos: L[] =

p p p p
[e™* f(x)dx +e P [e ™ f(x)dx +...+e P [e T F(x)dx +..=(1+e P + e 2P 4 e (x)dx =
0 0 0 0

A expressdo que estd entre parénteses corresponde a soma da série geométrica de razdo e que é

o~
[e™ ' (tdt
dada por ;_, o que resulta L[f]= 0

1—e 5P 1—e P8
Exercicios:

1) Encontre a transformada de Laplace das seguintes fungdes:

a) A

(fungdo onda quadrada)

»
»

[ R
)
w b --A
_‘; I
ng--J

2
[e St (t)dt

Solucgao: f € periddica de periodo 2, entdo L[f]= (U

-2s
1-e

1

je_Stdt it S

0 _2 — 1_2 (J'e—stdt): 1_2 [_e ]%): 1_2 [l_e ]_ 1_
l-e =5 - -8 1—e <8 s l-e =5 s s(l+e” %)

A
b)

v




2
[e St (t)dt

Solugiao: f € periddica de periodo 2, entdo L[f]= o -

1— e—ZS

1 2

[e Stdt— e Stdt

0 1 1 ! —st 2 —st 1 e ™ 1 e ™ 2

= (e Mt ey = —— (=~ [-——]f =
1-e <% 1-e 5 o 1 1-e <% § §
I —e‘ZS]_ L2 +e_25)_ 1 1-e$H%  1-e
l—e28 s s 1—e™ 28 s l—e72 s s(l+e7%)
A
2) Use a transformada de Laplace para determinar 5 —
a carga num capacitor em um circuito em série RC !
quando q(0) = 0; R = 2,5 ohms, C = 0,08 farad e |
E(t) € a voltagem dada no grafico ao lado: E
3 Ll

Solugao: A equacio para a carga em um capacitor, em um circuito em série RC, é dada por

dg 1
R—+—q=E(t
o Tl (t)

Substituindo os valores dados e observando que E(t) = 5 u;(t) obtemos:

10 dt g 102 dt
Suponhamos que a transformada da solugdo q(t) seja L[q(t)] = Q. Usando que q(0) =0 e que
L(q") = sLlg] - (0), obtemos L[q"] = sQ
Aplicando a transformada nos dois lados da equacgao (I):

e ~3S e —3S e =38
= (s+5)Q=2 Q=2
S s s(s+5)

A questdo agora é, a partir de Q, obter a transformada inversa, ou seja, q(t).

+5q=2u3(t) (1)

L[q"] + 5LIq] = 2L{us()] = sQ +5Q = 2

l _ e—St

Considerando G(s) = e usando a Tabela n® 21: g(t) =2

s(s+5)



Usando o Teorema do deslocamento sobre o eixo t: Q =L[q] =L[u3(t)g(t—-3)], sendo
2 _
g0=0-e7").

A solugio fica portanto q(t) = u3(t)g(t—3) = u3(t)(§(1 —e (13

0; se t<3

t) =
a0 %(1—{5“‘3)); se t>3
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