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A Transformada de Laplace

Texto 02: A Transformada Inversa. A Derivada da Transformada. Aplicagdo na
Resolugdo de Equagdes Diferenciais

A Transformada Inversa

Como vimos a Transformada de Laplace € um operador linear entre dois espagos de fungdes. Duas
questdes entdo sio colocadas:

e A aplicacdo L € injetora? Isto é, L[f] = L[g] implica que f = g?

e A aplicacdo L € sobrejetora? Isto &, para toda funcdo F(s), existe f tal que L[f(t)] = F(s)?

Para responder a 1° questéio faremos as seguintes consideracdes:

Se f e g sdo funcdes que diferem apenas nos seus pontos de descontinuidades, entdo L[f(t)] =
L[g(t)], embora f # g. Duas tais fun¢des sdo “quase idénticas” e neste caso, para fins praticos,
podemos considerar que L € injetora. O teorema a seguir nos garante isso;

Teorema de Lerch: Sejam f e g fungdes continuas por partes de ordem exponencial e
suponhamos que exista um nimero real s, tal que L[f(t)](s) = L[g(t)](s) para todo s > s,. Entdo, com
a possivel excecdo dos pontos de descontinuidade, f(t) = g(t) para todo t > 0.

Pelo Teorema temos que se a equacdo L[f(t)] = F(s) pode ser resolvida em relacdo a f(t) entdo a
solucdo € essencialmente tnica, diferindo apenas em pontos de descontinuidades.

Esta solucdo € chamada de Transformada Inversa de Laplace da fun¢ao F(s) e € denotada por
L™'[( F(s))]. Ela é caracterizada pela propriedade:

L™[(F(s))] = f(t) & LIf()] = F(s)
e A funcdo y = f(t) é também chamada de funcao inicial.
A determinagdo da funcao inicial terd um papel fundamental na resolucdo das equacdes diferenciais.
Quanto a nossa segunda questdo a resposta € ndo, ou seja, a equagdo L[f(t)] = F(s) ndo tem solucdo

para toda fungdo F(s).
Isto pode ser traduzido no seguinte resultado:

Teorema: Se f(t) é uma funcdo de ordem exponencial, entdio lim L[f]= lim F(s)=0
§—>+o0 §—>+oo0



Como consequéncia desse Teorema podemos afirmar que fungdes tais como: 1, s, sens, ndo t€m
transformada inversa, pois nenhuma delas tende a zero, quando s tende a infinito.

No decorrer dos exemplos dados até aqui, ja obtivemos a transformada de Laplace de algumas
funcgdes que podem ser resumidas na tabela

Vamos trabalhar com uma tabela mais completa (ver no final do texto) em que alguns resultados
serdo deduzidos posteriormente no decorrer do desenvolvimento da teoria e outros serdo assumidos,
sem demonstragao.

Através da utilizagdo desses resultados e das propriedades vistas podemos encontrar a fungio
inicial.

Exemplo: Determine f(t) conhecendo-se L[f(t)](s) = F(s) nos seguintes casos:
(Use a Tabela anexa)

1
1. F(s)=—
S3

Usamos a n° 3 da Tabela para n = 2, fazendo o seguinte ajuste:

_ I T O T S _e
F@)=LIf0]= 5= 5= UCI=L =0 ="
1
2. L[fI(s) =F(s) = >
s“+9

Usando a Tabela (06) para k = 3 obtemos:

LIf(O)](s) = 21 - 21 zzl 23 2=lL[sen3t]=L[Sen3t]:>f(t)=Sen3t
s“+9 s°+3 357 +3 3 3 3
3
3. LIfl(s) =F(s) = ——
S+ T
Usando an’ 10 da Tabelaparaa= -
Fs)= —— = 3— 1 3™ =13 ™= f() =3 ™
S+T s—(—m)
a b c
4. L[f](s)=—+—+—, a, b e c constantes
s g2 3

L[f] = aL[1] + bL[t] + (c/2D)L[t*] = L[ a + bt + (c/2)t}] = f(t) = a + bt + (c/2Dt

1

5. =
LIFI) (s+D(s+2)

Usando o Método das Fracdes Parciais para a resolugc@o de integrais racionais temos que



1 A B

= + = A=1e B=-1. Assim, usando n° 10 da Tabela:
(s+D(s+2) s+1 s+2

1 o1
s+Ds+2) s—(=1) s—(=2)

L[f](s) =

t =2t

Logo, f(t)=e ™ —e

O mesmo resultado poderia ser obtido usando-se a Tabelan® 21 paraa=—-1leb= -2

1

s

Observemos que este caso ndo aparece na Tabela. Usamos a seguinte decomposi¢do

F(S) ; é+l+

= = . Finalize.....
s(s—D(+3) s s—1 s+3

7. LIf(t)] = F(s) = ;;1

s“(s+1)

Usando a decomposi¢cdo em fragdes parciais obtemos —— =
s?(s+1)

s—1 A B C
JE— +_
S 52 s+1
Calculando as constantes: A=2; B=—1 e C=-2. Logo,

L[f(D)] = os=1 2 1 _ 2

f)=L"'[Z-—-———]= 2L‘1[1]—L‘1[12]—2L‘1[L]=2—t—2e‘t
S S s+1

8. LIf(t)]=F(s) = +
s(s* +9)

A Bs+C
=—+

Usando a decomposi¢cdo em fragdes parciais obtemos 5 =—+—
s(s“+9) s s°+9

1=A(s> +9)+ (Bs+C)s=(A+B)s® + Cs +9A . Comparando os

1 11 1 s

Azl; B=—l e C=O.Logo,2—= 5 .
9 9 s(s“+9) 9s 95749

Lle ' l=Lle 2 =1e ! —e2Y

coeficientes:



Assim, f(t) = L' [2;] R [1] L [%] LS
s(s“+9) 9 s 9 s2+9 9 9

O mesmo resultado poderia ser obtido usando-se Tabela 23 para k = 3.

1 1 9 =1L[1—cos3t]=L[1_COS3t]

L[f(t)]= F(s) = =—
o= F) ss249) 9ss?2+9) 9 9

Observacio: Apesar de alguns resultados ja estarem tabelados € importante saber o0 método
das fracoes parciais pois nem sempre encontramos o que precisamos na Tabela

1

9. L[f(t)]=F(s) = ——
(s=3)(s“+9)

1 A Bs+C
+

F = =
® (s=3)s>+9) s—3 s2+9

........ (Finalize!!)

1

10) L[f(t)]=F(s)= —
(s“ +4s+5)

Temos o caso em que o denominador € um trindmio do 2° grau irredutivel ( raizes complexas).

1 1
s> +4s+5) (s+2)% +1
Utilizamos a tabela 15 paraa=-2ek =1 . Assim,

f(t)= e 'sent

Completando o quadrado: F(s) =



A Transformada de Laplace da Derivada

Para aplicarmos a Transformada de Laplace na resolugdo de equagdes diferenciais necessitamos de
uma férmula para a transformada da derivada. Esta férmula é muito importante e exprime a
transformada da derivada de f em termos de L[f] e do comportamento de f no zero.

Este resultado depende, por sua vez, do seguinte fato que enunciaremos como um Lema, sem

demonstracio:

Lema: Toda funcgdo que € continua em 0, +oo[ e tem derivada continua e de ordem exponencial é,

ela prépria, de ordem exponencial.
O resultado acima nos permite deduzir a existéncia de L[f ], da continuidade de f e a existéncia de

L[f"].

Teorema: Sejam f continua, f “ continua por partes e de ordem exponencial em [0, +oo[ . Entdo
L[f ]=sL[f]-10).

u=e %' = du=—se Sdt

oo
D] L[f']= [ e S'f’(t)dt. Usando integracio por partes obtemos
dv=f'(t)dt= v=1(t)

0

Assim, je_Stf'(t)dt =f()e S + sf e S (t)dt e, portanto,

“+oo +oo
LIf'1= | e ™ (ndt= lim [f()e ™ 1) +s [ e S'f(dt=_lim f(b)e > —£(0) +sLIF(1)]
0 b—>+eo 0 b—> oo

Pelo Lema enunciado temos que f é de ordem exponencial, logo lim f (b)e_Sb =0, se s é
b—+eo

suficientemente grande. Concluimos, portanto, que L[ f ] =sL[f]—f(0).

Observagdo: Se f tem uma descontinuidade de salto na origem o resultado vale e, em lugar de f(0)

na féormula, tomamos f (0+ )= lim f(t)
t—0"

Exercicio: Usando a férmula da transformada de f* deduza que L[ f ] = s’L[f] — sf(0) — f “(0)

Solugdo: L[ f ] L[ (f ) ]=sL[f 1—f “(0) =s (s L[f ] = f(0)) — f (0) = sL[f] — sf(0) — f /(0)



6
Generalizagdo: Sef, ', f7,..., £ ™" sio continuas em ]0, +oo[ e f™ é continua por partes e de

ordem exponencial, entdo L[f ™ ] = s"L[f] — s""' f(0) — s"*f “(0) — ... — f*V (0).

Aplicagdo da Transformada de Laplace na Resolugdo de Equagdes Diferenciais

Com a teoria desenvolvida até aqui podemos ilustrar como funciona o método das transformadas de
Laplace na resolucao de equagdes diferenciais.

O processo de resolugdo consiste de trés etapas principais:

1*) Um problema “dificil” é transformado numa equagfo simples ( equagdo subsididria )

2% Resolve-se a equagdo subsididria através de algebrismo.

3%) A solucdo da equagdo subsididria é transformada novamente para se obter a solugdo do

problema dado.

Ex empl 0: Use transformadas de Laplace para resolver os seguintes problemas de valor inicial
Dy " +4y" +3y=0; y(0)=3 ey (0)=1

Solugao: Seja y(t) a solucdo da equacdo diferencial e L[ y(t) ] = Y(s) a sua transformada de
Laplace. Usando as férmulas das derivadas e as condi¢des iniciais obtemos:

L[y 1=sLly]-y0)=sY~- 3 (1)

L[y =Ly ]-sy(0) - y'(0) =s°Y = 35 — 1 (2)

Usando a linearidade da transformadae (1)e (2):

Lly"+4y"+3y]=L[0] = L[y”]+4L[ y']+ 3L[y] =0=sY -3s—1+4(sY - 3)+3Y=0
= s’Y +4sY +3Y -3s—13=0 (estaequacio é chamada de equacéo subsidiaria)

= Y(s’+4s+3)=3s+13

3s+13 3s+13

= (‘esta € a transformada inversa da solucdo, Y =L 71[y] )
2 14543 (HIG+D

= Y=

Para encontrarmos y(t), usamos os procedimentos ja vistos

_ 313 5
(s+3)(s+1) s+1 s+3

( método das fracdes parciais)

Por outro lado, sabemos que

1 -3t 1 —t
=LJe e —=LJe
3 [ ] s+1 [e”"]

=3t

Assim, Y = L[y] = L[5¢"'— 2e "] e, portanto a solucdo é y(t) = Se™'— 2e



2)y"-y=1;y(0)=0ey(0)=1

Solucgao: Seja y(t) a solucdo da equacdo diferencial e L[ y(t) ] = Y(s) a sua transformada de
Laplace. Usando as férmulas das derivadas e as condi¢des iniciais obtemos:
LIy 1=sLly]-sy(0) —y'(0) =s’Y —1 (D

Usando a linearidade da transformadae (1) :
Ly —y]l=L[1] =L[y"]-Llyl=L[1] =5Y —1-Y= 1 ( equagdo subsididria )
S

= Y(s2 —1)=1+l= L+s =YY= ! =L—l ( Use o método das fracOes parciais para
S S s(s—1) s—-1 s

fazer a decomposi¢ao )

Temos assim que Y = L[y] = L[e'] -L[1] =L[e'-1] = y() =e'—1

Jy'+y=t y0)=-1 e y(0)=3

Solucgao: Seja y(t) a solugdo da equagdo diferencial e L[ y(t) ] = Y(s) a sua transformada de
Laplace. Usando as férmulas das derivadas e as condi¢des iniciais obtemos:

Lly 1=s"Lly]-sy(0) =y (0) =s"Y +s -3 (1)

Usando a linearidade da transformadae (1) :

Lly"+y]=L[t] =L[y”]+L[y]l=L[t] =s5Y +s-3+Y :L2 ( equag@o subsididria )
S

1 S 3

+
2 2 2

+1 s +1

= Y(s2 +1):i2—s+3:>Y:

S s2(s +1) s

Consultando a Tabela de Transformadas temos que:
S 1

L[ kt — sen(kt) | = .
Sen s2(s* +k%)  s2(s241)

=L[t—sent]

Licos(kt)]=——— = ——=L{cost] e
s“+k s”+1

L{sen(wt)]= 5 K = 21 =L[sent] Assim,
s”+k s”+1

2; 2S T =L[t—sent]—L[cost]+3L[sent]=L[t—sent—cost+3sent]

s2s2+1) s2+1 s?+1
= y(t) =t +2sent —cost

Y=Llyl=
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TABELA DE ALGUMAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE



f(t) L[f(t)] = F(s) f(t) L{f(H] = F(s)
ol 1 1 17 e“senh(kt) ko
S (s— a)2 -k2
02 T 1 18 e cosh(kt) _s—a
s? (s— a)2 -k?
03 t", n! 19 t sen(kt) 2ks
n ianiro g1 m
positivo
04 t 12 T 20 t cos(kt) §2 k2
s (s2 +k2)?
05 {12 \/; 21 edl _ bt 1
232 T a-b (s—a)(s—b)
06 sen(kt) k 22 ae® —be™ 8
s +k? a—b (s—a)(s—b)
07 cos(kt) s 23 1 — cos(kt) k2
08 sen”(kt) 7k2 24 kt — sen(kt) K3
s(s? +4k?) s2(s2 +k?)
09 cos”(kt) 2 4 oK2 25 asen(bt) — bsen(at 1
s(s? +4Kk2) ab(a® —b?) (s? +a%)(s® +b?%)
10 e™ 1 26 cos(bt) —cos(at) S
s—a (a®-b?) (s? +a%)(s? +b?)
11 Senh(kt) k 27 e (1) F(s—a)
s2 —k2
12 Cosh(kt) S 28 f(t—ayu,(t) e F(s)
s? —k?
13 te™ 1 29 u, (H)=u(t-a) o8
(s— a)2 S
14 . F“eat - n! 30 £/(t) sF(s) — f(0)
n mteiro pOSlthO (S _ a)n+1
15 e%en(ko) k 31 ' s?F(s) = £ (0) ~ £(0)
(s—a)’ +k>
16 e“'cos(kt - 32 n n
0<t<a £(t) =g(t) —u, (Hg(t) +u, (Hh(L)

_Je;
o= {h(t);
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0;

0<t<a

f(t)=1g(t); a<t<b

0;

t=b

() =g®(u, () —up (1))
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