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A Transformada de Laplace

Texto 01: Introdugdo. Defini¢do. Condigdes de Existéncia. Propriedades.

Introdugdo

A Transformada de Laplace € um método de resolugdo de equacdes diferenciais e dos
correspondentes problemas de valor inicial que reduz a questdo da resolucio de uma equacio
diferencial a um problema algébrico. Tem a vantagem de resolver diretamente os problemas, isto €,
os problemas de valor inicial podem ser resolvidos sem que se determine inicialmente uma solucdo
geral. Além disso, as equacdes ndo-homogéneas sdo resolvidas sem ter que primeiro encontrar a
solucdo das homogéneas correspondentes.

Este método é bastante utilizado em problemas de Engenharia, principalmente em problemas em
que uma for¢a de propulsdo ( mecanica ou elétrica ) tem descontinuidades: por exemplo, atua em
curto intervalo de tempo ou € peridédica mas ndo € seno ou cosseno.

O método foi desenvolvido por Pierre Simon de Laplace ( 1749-1827), grande matemético francés
que desenvolveu os fundamentos da teoria do potencial e deu grandes contribuicdes a Mecanica

Celeste e a Teoria das Probabilidades.

Definigdo: Seja f(t) uma funcdo real no intervalo [0, + oo e consideremos a integral imprépria

“+oo
J e St (t)dt onde s é uma varidvel real. Se a integral converge para certos valores de s , entdo
0

define uma fun¢do de s chamada de Transformada de Laplace de f e denotada por L[f] (s) = F(s)

+oo
= f e St (t)dt . A operacio realizada sobre f(t) € chamada de transformacao de Laplace.
0

Observagoes:

2

e O uso da letra t em lugar de x como varidvel independente € uma convencdo

praticamente universal quando se define a Transformada de Laplace e tem como



origem o fato de que na grande maioria dos problemas préticos com valor inicial a
variavel independente ser o tempo.
e Uma vez que valores negativos do tempo s3o usualmente excluidos restringimos o

estudo ao eixo t ndo negativo, isto &, t € [ 0, + ool.

Exemplo: Determine a transformada de Laplace das seguintes funcdes:

1. f(t)y=1; t=0

—st _—sb

- - +1. 1
F(s) = J e S (t)dt = j e Sldt= lim Ie Stdt = lim [ ]8 = lim [e—]z—;
0 b—+e b4 S b—+oo S S
. 1
Assim, L[1] (s) = — paras>0.
s
Observemos que a integral converge para valores de s > 0.
2. fty=t t>0
F(s) = j S (nde =
0
+oo b St —st _1..—sb —sb
[ te “Slgt= lim [te” Stdt = lim [ e ¢ ]b= lim [L_e +i]=i;
0 b—)+0°0 b—+ S 52 b—+oo S 32 32 32
b . b oo .
Observemos que lim = lim (—)= lim =0 (ses>0) ( Usando
b—>+4c0 S b—+oo ses oo b—+oo Szes
L"Hospital na varidvel b)
Assim, L[t] = F(s) = Lz se s> 0 ( condi¢do para a convergéncia da integral )

S

3. f(t) =t"; n inteiro positivo

“+oo
Fis)= [ e 'f(tdt = j tMeStqt
0



Vamos inicialmente wusar partes para calcular a integral indefinida correspondente:

u=t" = du=nt""ldt t

—tle” n 1
j'tne_Stdt: et :jtne_Stdt=—+—jtn_ e Stdt
dv=e Sldt=>v= s s
S
Temos assim que:
+o0 . _ NSt b nte 1 —st _bne—sb n e 1 —st
[ "e™™dt = lim [———]j+— [ t"Te”Vdt=lim [ J+— [ " e M dt=
0 b—+eo S S 0 b—+eo S S 0
“+ o0
n -1 - n _
= [ e Star= 2o,
5 0 S
) ' —bne_Sb
Observagdo: lim [———]=0.
b—+4oo S

Isto pode ser verificado usando-se L'Hospital para baixar o grau de b"

_pn_ —sb _.n | B n=2
fim (T2 = fim (T2 = fim (2o gim D0
b—+eo S b—+eo ses b—+eo szeSb b—+eo s3eSb

1=

Assim, L[tn]sz[tn_l]=n(n—2_1)L[tn_2]=w3(n_2)L[tn_3]= =

§ S S

_ _ - ! ! !
n(n—-1)(n-2)(n 3)"'2'1L[tn_n]zﬁL[l]zilz n!
g ¢ $N's Sn+1
Logo L[t"]= ' aras >0
& - Jn+l - P

] !

30 L =2 32) L[] =~

s s®

4.ft)=e"; t>0 e a constante

“+oo “+oo
F(s)= | e Stedt= | e(@ g

0 0

b (a—s)t (a—s)b
lim [e@dt= lim [——]0 = lim [ SLEN T S )
b—>-+oo b—4eo a-—S§ b—d4ce a-—s a—s a-—s

Logo, L[eat]: ! , ses>a.
s—a




| -

4.1) Lle'|l=—; 42) Le ]=——

k; se O<t<c

0; se t=>c

5. f(t)={

v

A ¢ —ke St _ ke Cs _.—Cs
F(S) = I e_Stf(t)dt - Ike—stdt:[ ke C ke +k _ k(l c )

0 0

Algumas Consideragdes sobre a Existéncia das Transformadas

Como ilustramos nos exemplos acima, para um grande nimero de funcGes f(t), serd possivel
calcular L[f] diretamente da defini¢cdo. Precisamos, no entanto, estabelecer um conjunto de
condi¢cdes que garantam a existéncia da transformada de Laplace de uma func¢do f(t). Para isso,
vamos introduzir dois conceitos importantes: fung¢do continua por partes ¢ funcido de ordem

exponencial:

Defini¢do: Uma fungio f é dita continua por partes num intervalo [a,b] se:

1) f é continua em todos os pontos de [a,b], exceto num ntimero finito
ii) os limites laterais existem nos pontos de descontinuidades
Exemplos:

. x; se0<x<l1 . )
1. A funcdo f(x)= ¢ continua por partes em [0,2]
1-x; se 1<x<2

~ | . .
2. A funcdo f(x)=— nfo é continua por partes em nenhum intervalo contendo o
X

ZEro.

Os seguintes resultados valem:



b
e Se f ¢ continua por partes em [a,b] entdo [f(x)dx existe e independe dos valores que f

a
assume ( se estiver definida) nos seus pontos de descontinuidades.
e Se f e g sdo continuas por partes em [a,b], entdo f.g € continua por partes em [a,b] e

b
portanto [(fg)(x)dx existe

a

¢ Toda funcio continua em [a,b] é continua por partes

Examinando a defini¢do da Transformada observamos que f(t) deve ser tal que [f (t)e_Stdt exista
0

para todo b > 0. Isto pode ser obtido exigindo que f seja continua por partes em todo intervalo da
forma [0,b] (b > 0 ), uma vez que dessa forma o integrando serd continuo por partes e portanto a

“+oco
integral existird. Mas esta condigdo ndo é suficiente pois queremos que a integral | f (t)e_Stdt
0

seja convergente para algum valor de s. Isto pode ser garantido exigindo-se que e f(t) se aproxime
de zero quando t tende a infinito o que pode ser obtido se f(t) for “dominada” por uma exponencial.

Este fato estd expresso na seguinte defini¢do:

Defini¢do: Diz-se que uma fungio f é de ordem exponencial em [0, + oo[ se existem constantes

M >0 e o tais que |f (t)| <Me™ paratodot>t, para determinado t,.

Exemplos:

1. f(t) =1 é de ordem exponencial

Basta tomarmos a=0e M = 1: |f(t)| = |1| =10

2. f(t) =t é de ordem exponencial

. t . - .
Basta mostrarmos que lim o 0 (paraum o> 0) pois a defini¢do de limite nos garante que
t—>+oo e

t
qualquer que seja M > 0, existe t, tal que para t > t,, % <M, logo |t| <Me™
e



O seguinte teorema nos garante a existéncia da Transformada de Laplace para funcdes continuas

por parte e de ordem exponencial:

Teorema: Se f é uma fungdo continua por partes e de ordem exponencial existe um nimero s, tal

oo
que J e St (t)dt converge para todos os valores de s > s,
0

S, ¢ chamada de abscissa de convergéncia

Observagdo: A reciproca do Teorema ndo é verdadeira, isto é, uma fungdo pode ter

Transformada de Laplace sem ser de ordem exponencial. Um exemplo é f(t) =

Vi
Propriedades da Transformada de Laplace.

Teorema (Linearidade da Transformada de Laplace) :
A Transformada de Laplace é uma operacao linear, isto é, para quaisquer funcdes f(t) e g(t) cujas

transformadas de Laplace existam e quaisquer constantes a e b temos que L[ af(t) + bg(t) ] =
aL[f(t) ] + bL[g(t)].

D] Usando a linearidade da integral e supondo que L[f] e L[g] existam temos que

+oco +oo oo

L{af +bgl= [ (af +bg)(t)e 'dt=a [ f()e S'dt+b [ g(t)e 'dt=aL[f] + bL[g]
0 0 0

Observagoes

e A transformada é um operador que aplica o conjunto das fun¢des continuas por partes e de
ordem exponencial no conjunto das fun¢gdes definidas em intervalos da forma ]s,, + oo[

e L[f+g]=L[f]+L[g] significa que a identidade ocorre para valores de s em que ambas as
funcdes estdo definidas

Com a propriedade da linearidade podemos ampliar a nossa lista de transformadas, como veremos
nos exemplos seguintes:

Exemplo:

1) Usando a linearidade e os resultados jé vistos, determine a Transformada de Laplace das
seguintes fungdes

1.1) f(t) =k



L[k]:L[k.l]:kL[l]:E; s>0
S

1.2) f(t)=2-3t+2t>

LIf(t)]=L[2 -3t +2t>]=L[2] - 3L[t] + 2L[t?] =3—%+ 233!
S s S
1.3) f()=e " +2e> +1
LIf()]=L{e" +2e? +1]=L[e ']+ 2L[e*' ]+ L[l]= +2 1

s+1 s—2 s

2. Usando a linearidade e a formula de Euler e ™ = cos(wt) + isen(wt), deduza a transformada das
funcdes: f(t) =coswt e f(t) =sen(wt)

—— . Fazendo a=1iw, L[e

Temos que L[e - .
s—a s—iw 2 4 w2

i

Por outro lado, pela férmula de Euler, e ™ = cos(wt) + isen(wt)

Assim, L[e th] = L[cos(wt) + isen(wt)] = L[cos(wt)] + iL[sen(wt)] = +1i
S“+w S“+w

S w
Logo, L[cos(wt)]=——— e Lfsen(wt)]=———
s +w? s? +w?

Usando a definicdo podemos mostrar que os resultados acima valem para s > 0.

2.1) f(t)=3sen2t —cos \/Et = L[f(t)]=L[3sen2t — cos \/Et] =3L[sen2t] — L[cos \/Et]

3. Usando a linearidade deduza a transformada 3
el e . Lo 2
3.1. f(t)=coshat= — ( cosseno hiperbdlico )
at —at 4 3 -z = 1 2 3

+e

Licoshar] = LI*——"—]= % (L™ ]+ LLe ™) = o .




odl _ at
3.2) f(t)=senhat = T (seno hiperbdlico) //

at e —at

L[senhat] = L[C_T] = é (Lle™]-Lle =

1 1 1 a s
— - )= ; s>a
2 s—a s+a g2-32
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