Alvaro Fernandes

Integrais triplas

Sga w= f(x,y,z) uma fungdo continua definida numa regizo fechada e limitada G do

espaco. Podemos associar a G um solido no espaco. Subdividimos G em pequenos paral el epipedos
tracando-se planos paralelos aos planos coordenados. Considere apenas os paralelepipedos no
interior de G, como mostra afigura abaixo.

Volume = AV}

]
vl
’ G

Numeramos os paraelepipedos de / aé n. Em cada um dos pequenos paralelepipedos
Gy, k=12,...,n, escolhemos um ponto interno (x;, v,z ).

n
Formamos asomade Riemman ~ »_ f(x;. v,z WV, onde AVj = Ax; - Ay, Az, éovolume
k=1

do paralelepipedo G, . Isto é feito de maneira arbitraria, mas de tal modo que a maior aresta dos
paralelepipedos G, tendaazero quando n — «.

Se existir

n
lim Y fxp 52 AV
k=1

n—oo

ele é chamado de integral tripla dafuncéo f (x, y,z) sobre o sdlido G e representamos por

_”_[G fx.y.z)dV  ou J-”G f(x,v.2) dxdydz .

Entdo lZn Zf(xk,yk,zk)AVk =”IG f(x,v,2) dxdydz .
n—0 k:]

Obs.: dV pode assumir qualquer uma das seis formas abaixo

dxdydz, dxdzdy, dydxdz, dydzdx, dzdxdy, dzdydx .
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Propriedades da integral tripla
Asintegrais triplas satisfazem as seguintes propriedades:

a) ”IG k- f(x,y,2) dek-”jG f(x,y,z) dV , sendo k uma constante real.
b)J.J.J. fxyz)+g(xyz ) dv = J-” fxyz dV+.”'[ xyz dV

0) j”G fx.y.2) dV:IIIGI fle,y,z) dv + ”.[Gz f(x,y,z) dv, onde G=G,UG, como

mostra a figura abaixo.
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Célculo da integral tripla
As integrais triplas podem ser calculadas de forma analoga as integrais duplas, através de

integracdes sucessivas.

Teorema: Sga w= f (x, y,z) uma funcdo continua definida sobre um sdlido G do espaco limitado
inferiormente pela superficie z =g, (x,y) e superiormente pela superficie z =g, (x,y). SgaRr a
projecéo de G no plano xy. Entéo:

[, o) ar = (L[5 stea) o] as

z=gx,y)

Observe que a primeira integracéo € feita em relagdo a variavel z. Desta forma, resta uma fungéo
nas variaveis x e y que € entdo integrada naregido R do plano xy.
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O sdlido G pode ser também projetado nos planos xz e yz. Nestes casos, as superficies
que limitam G inferiormente e superiormente sfo fungdes da forma y = g(x,z) e x=g(y.z),

respectivamente. O calculo daintegral tripla é entéo feito de forma analoga.

Projecéo de G no plano xz: ma flx,y,z) av = ”R U:(g':)) x,v.2) dy} dA .
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y=gi(x,2) '

Y = ga(X,2)

Projecdo de G no plano yz: ”IG fle,y,z) dv = ”R I:J‘;j(i})j’zz)) f(x,y.2) dx} dA .

Exemplo: Calcule J.”G f(x,y,z) dv ,sendo f(x,y,z)=z e G éo slido no primeiro octante
limitado pelo cilindro z? + y° =1 e pelosplanos y=x e x=0.

AZ
2 )
ye+z° =1

/(-: =N1-y%

Esbogo do solido G: Y= x=0
-
G
N l

y
»

A projecdo do solido G no plano xy é aregido triangular descrita por
RI:{(x,y)eiRZ / 0<y<I e Oﬁxﬁy} ou

R2={(x,y)eiR2 | 0<x<1 e xSySI}.
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O dlido G é limitado inferiormente pelasuperficie z =0 e superiormente por z =+/1—y? .

Usando aregido triangular descritapor R; , temos:

1-y? Iey 1=y
M, fems) =[], [j{j P e aa= [P Gy == s,
Usando aregido triangular descritapor R, , temos:

Ml Alen) av - ﬁ&@jﬁ g }M P s = 5.
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Se aprojecdo de G fosse no plano yz, obteriamos as seguintes formas:

R3={(x,y)ei}{2 / 0<y<I e OSZS\/I—yZ; ou
R4:kx,y)e§R2 /] 0<z<1I e OSySV]—ZZ}.

Neste caso, 0 solido G é limitado inferiormente pelasuperficie x =0 e superiormente por x = y .

Usando aregido triangular descritapor R; , temos:

m f(x.y.z) v = ”R3U }dA ”Ej )dxdzdy = ... = 1/8 .

Usando aregido triangular descritapor R, , temos:

m [l y,z) dv = ”R4U dx} dA = ” j z)dxdydz = ... = 1/8.

kkkkkkkkk*%x

Seaprojecdo de G fosse no plano xz, obteriamos as seguintes formas:

R5:kx,y)eiR2 / 0<x<1l e OSZS\/]—XZ}OU
R6={(x,y)esn2 /] 0<z<1 e 0£x£x/1—z2}.

Neste caso, G & limitado inferiormente pelasuperficie y =x e superiormente por y =~\1-z° .

Usando aregido triangular descritapor R; , temos:
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Il rlene) av = n&[j“ dy] it [T T )t s

Usando aregido triangular descritapor R, , temos:

(ly e ar = |17 €| an= |

Como vocé pode notar, podemos calcular uma integral tripla de seis formas possiveis. A
escolha da projecéo do sdlido G deve ser feita de forma que as integrais sejam as mais simples de
serem resolvidas, minimizando assim os cal cul os.

ﬁ(z)dydxdz =..=1/8.

Calculando volumes com integrais triplas

Sefizermos f(x,y,z)=1, entéo

llm Zf Xis» Vi Zk)AVk - llm z AVk = J-I av .

n—>o0

Poderemos calcular o volume de um sdlido G como

Vol (G):HG dv

Exercicios:

1. Usando integral tripla, mostre que o volume de um cilindro circular reto de raio de base a e
altura h édado por V =na’h .

2. Usando integral tripla, mostre que o volume de uma esferaderaio a é dado por V = 47a’ / 3.

3. Usando integral tripla, mostre que o volume de um cone circular reto de raio de base a e atura
h édadopor V = naZh/3 . Vegaaequagdo e o grafico do cone abaixo.

Equacdo do cone:

4. Calcule o volume da regi&o do espaco interna ao cilindro x? +y2 =9, acima do plano xy e
abaixo do hemisfério z = /25— x° — . Eshoce 0 slido. R 122w3
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Mudanca de variaveis nas integrais triplas

Vimos que algumas integrais duplas sdo mais faceis de calcular em coordenadas polares
do que em coordenadas retangulares. De maneira semelhante, algumas integrais triplas sdo mais
féceis de calcular em coordenadas cilindricas ou coordenadas esféricas do que em coordenadas
retangulares. Vamos estudar entéo as integrais triplas nesses sistemas de coordenadas.

e Sistema de coordenadas cilindricas

Um ponto no sistema retangular P(x, y,z) € representado em coordenadas cilindricas por P(r,8,z),
onde r (r>0) e 6 (0<6<2n) sdo as mesmas variaveis das coordenadas polares.

A
Z n
‘ P[:x,y, Z:]
P ' coordenada z é
¥ comum aos dois
> sistemas.
" r
g
.,
X
As equacdes que relacionam os dois sistemas sao:
Sistema cilindrico para retangul ar Sistema retangular para cilindrico

x:rcos(e) .o ’x2+y2

v = rsen(6) 0 = arctg(y/x)

zZ=2Zz
z=2Zz

Exemplo: O ponto no sistemaretangular P(7,1,3) tem representaco P(\/E,gﬁj em coordenadas

cilindricas.
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Equacdes de algumas superficies em coordenadas cilindricas

Cilindro Esfera

Cone

Parabol 6ide

Coordenadas

retangulares | % = k\/xz + y2 k>0

Coordenadas el k>0
cilindricas ’

Calculo de uma integral tripla em coordenadas cilindricas

Segja G um solido cuja superficie superior tem equagéo z = g, (r,e) e cuja superficie inferior tem
equagdo z = g; (r, 6) em coordenadas cilindricas. Se R for aprojecao do solido G no planoxy ese

w= f(x,y,z) for continuaem G, entdo

J-.U flxyz) dv = ” Ugl -0) f(rcos(8),rsen(8),2) dz} da,

na qual aintegral dupla é calculada em coordenadas polares. Em particular, se a projecdo R for
como mostrado na figura abaixo, entdo a integral tripla pode ser calculada como

Exercicios:

[ £Gcr.z) av -

jgz %) (I’ COS(G), rsen(e), z) dz rdrd0 .

glre

= g-(r,.8)

G

1. Cdcule J‘”G z dV,onde G é o sdlido acima do plano xy e interior simultaneamente ao

cilindro x’ +y® =1 eaesfera x* +y* + z° = 4. Esboce 0 sOlido. Resp: 7n/4.

2. Calcule o volume do solido acima do plano xy, exterior ao paraboldide z = x” + y° einterior a
cilindro x° + y° =16 . Esboce 0 slido. Resp:128m u.v.
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e Sistema de coordenadas esféricas

Um ponto no sistema retangular P(x, y,z) é representado em coordenadas esféricas por P(p,0,¢),
onde:

p (p>0) é a disthncia de P até a origem;
0 (0<0<2n) é o mesmo angulo de coordenadas cilindricas;
¢ (0<p<m) éo angulo zOP.

Z
z
-, S
{ Flx,y,z) Observe que o
AT ) anguo ¢ €
b S Fp.8.¢) medido a partir
P § do eixo OZ.
e : F
¥
g
A
h4
As equacdes que relacionam os dois sistemas sao:
Sistema esférico para retangular Sistema retangular para esférico

x = psen($)cos(0) ) \/xZer—erZZ

v = psen(¢)sen(0)
z =pcos(9) 0 = arctg(y/x)

b= arccos(z/\/x2 +y7 + 22)

Exemplo: O ponto no sistema retangular 0(2,2,0) tem representagio Q(\/g %j em

SN

coordenadas esféricas.

B =nr¢

z p=-5
{d}:ﬂﬁ?
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Equacdes de algumas superficies em coordenadas esféricas

Cone Cilindro Esfera Parabol 6ide
- ! S
w9 T
! . | ;. . d / I // ey

Coordenadas
retangulares z=hkyx? +y7 k>0 X +yl=a® | +yl+zl=a’ z:k(xz +y2),k>0

C‘gg‘?’;ﬁas b = arctg(// k) p = acossec(¢) p=a p = k" cotg(¢)cossec($)

Calculo de uma integral tripla em coordenadas esféricas

Se G éum sdlido no espago tridimensional, entdo a integral triplaem G de uma fungdo continua
w=f (x, y,z) e calculada similarmente a integral tripla em coordenadas cilindricas. Obtendo os

limites de integragc@o apropriados na descricdo de G em coordenadas esféricas, pode-se mostrar
que

g fGr.2) dv =[[[. rlpsen(o)ecos(o). prenlolsen(o). peos(s) psenly) dpdods.

Obs.: No processo de particgo do sdlido G em coordenadas esféricas o fator extra p”sen($) no
integrando aparece de forma semelhante ao fator » em coordenadas cilindricas.

Exercicios:

\/4—x2

~ 2 2
1. Use coordenadas esféricas para calcular J.ZZ J.\/ﬁ .[0‘/4 Y (22 x?+y? +22) dzdydyx .
-2 J4-x

Obs.: Esboce o0 sdlido para retirar de forma apropriada os limites de integracdo em coordenadas
esféricas. Resp.: 641/9.

2. Use coordenadas esféricas para calcular o volume do solido limitado superiormente pela esfera
x?+y?+z? =16 e inferiormente pelo cone z = /x? + y? , como mostra a figura abaixo.

Az

4 Resp.: %(2—&)

Bibliografia utilizada: Calculo B, Diva Flemming, e Calculo Vol. 2, Howard Anton.




