Alvaro Fernandes

Integral dupla

Considere uma superficie z = f (x, y) definida numaregi&o fechada e limitada R do plano xy.

Z

R é aprojecdo da
superficie sobre
o plano xy.

Tragcando-se retas paralelas aos eixos ox € oy, respectivamente, recobrimos aregido R por pequenos
retangulos. Considere somente os retangulos R, que estdo totalmente contidos em R, numerando-
osde / atén (figural).
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n
Em cada retangulo R, , escolha um ponto interno P, (x;,y, ) e forme a soma Zf(xk,yk N4, ,
k=1
onde A4, = Ax;.Ay, éaéreadoretangulo R, .
Suponha que mais retas paralelas aos eixos coordenados sdo tracadas, tornando as dimensdes dos

retdngulos cada vez menores (figura 2). Isso é feito de tal maneira que a diagonal maxima dos
retangulos R, tende a zero quando » tende ao infinito.

Nessa situagdo, se  lim Y f(x;.y, A4, existe, ele é chamado de integral dupla da funcéo
n—o =

f(x,y) sobre aregido R.

Denotamos este limite como ”R f(x,y)d4 ou J‘J'R f(x,y)dxdy ou J‘J'R £(x,y)dydx.
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n
lim Y (oM = I.[Rf(x’y)dA
"o =1

Observagoes:

1. A regido R é denominadaregido de integragao.

n
2. Asoma Y f(x;,y; A4, €échamadade somade Riemann de z = f(x,y) sobreR.
k=1

Veremosquese z= f (x,y) >() , aintegral dupla pode ser interpretada como um volume.

Interpretacdo geométrica da integral dupla

Suponha z = f(x,y)>0 sobre R. Observe que f(x;,y, )A4, representa o volume de um prisma
reto, cujabase é o retngulo R, ecujaaturaé z, = f(x,,y,) (figura3).

Figura3 Figura4

n
A soma de Riemann z f (xk, Vi )AAk representa uma aproximagao do volume da porgdo do
k=1

espaco compreendida abaixo do gréfico da superficie z = f (x, y) e acimadaregido R do plano xy.

Assim, quando f(x,y)>0, a ”R f(x,y)dA nos da o volume do solido delimitado superiormente

pela superficie z = f(x,y), inferiormente pela regido R e lateralmente pelo cilindro vertical cuja
base é o contorno de R (figura 4).

Obs: Se f(x,y)<0, a HR f(x,y)d4 nosdao volume do sdlido, porém com o sinal negativo.
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Propriedades daintegral dupla.

Sgam f(x,y) e g(x,y) fungBes continuas sobre aregido R, ent&o:
a) ”R k.f(x,y)dd= k.”R f(x,y)dA, paratodo & real.

b) [, () glxyllda=[[, r(xy)da = [[, glx.y)da.

C) Searegido R é composta de duas subregifes R; € R, que ndo tem pontos em comum (figura 5),
exceto os pontos de fronteira, entéo:

”R f(x,y)dA:”Rl fx,y)da + HRZ fx,y)dA.

Y R

Figura5

Célculo das integrais duplas

De acordo com o tipo de regido de integracdo R, podemos calcular aintegral dupla de duas formas:

e SeR éumaregido dotipo |, entdo ”Rf(x,yﬁA :Ij I;Z(i);)f(x,y) dydx .

e SeR éumaregifo dotipo Il, entdo ”Rf(x,y)dA =Ld Lzz((yy))f(x,y) dxdy .

y=g,lx)

y=g,(z) x=hyy) x=hyy)

a b x x

| Regitotipal | | Regifotipoll |

Regiéotipol:{(x,y)eiRZ | a<x<b e g](x)SySgZ(x)}.

Regido tipo |1: {(x,y)eiRZ [ c<y<d e h,(y)éxﬁhz(y)}.
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Exercicios:

1. Calcule HR (1+8xy)dA, onde R é aregido retangular {(x,y)e R/ I1<y<2, 0£x£3}.

Proposicdo: Se R é a regido retangular {(x,y)eiﬁzlagxsb,csysd}, entdo

b od d b

[ [ /Gy) dvax=[" ['f(x.y) dedy.

2. Calcule ”R (4-x—y)dA. A regifio R esta representada na figura 6.
3. Cdcule ”R ydA. A regido R estarepresentada nafigura 7.

4.Cacule ”R ysen(xy)dA , onde R é aregi&o retangular de vértices

A0, /2),B(1, n/2),C(1,7) e D(0,m).
5. Cdcule ”R e"‘z dxdy , sendo R aregido delimitadapor x=4y, y=0 e x=4.

6. Calcule ”R xy dA. A regido R estarepresentada nafigura 8.

Nl TPt

g \ —x =1

= —f —
b d = -y + X
I AN i x <—x = y
o

figura 6 figura7 figura8
Respostas:
1) 57.
2) 15/4.
3) (e%3)-( €°14)+(5/12).
4) 1+(n/2).
5) (1-e9)/8.
6) 0.
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Aplicac6es da integral dupla

Volumes de so6lidos

Se f(x,y)>0 aintegral dupla HR f(x,y)d4 nos da o volume do sdlido delimitado superiormente

pela superficie z = f(x,y), inferiormente pela regido R e lateramente pelo cilindro vertical cuja
base é o contorno de R.

— I~

Exercicios:

7. Cdcule o volume do sdlido delimitado superiormente pelo plano z =4 —x -y, inferiormente
pela regifio R delimitada por x=0, x=2, y=0 e y=(x/4)+(I/2) e lateralmente pelo cilindro
vertical cuja base é o contorno de R. Esboce o sdlido.

8. Cacule o volume do solido no primeiro octante, delimitado pelo plano z+y=2 e peo

cilindro vertical que contorna a regido plana delimitada pelas curvas y = x°

solido.

e y=x.Esboceo

9. Calcule o volume do sdlido no primeiro octante, delimitado pelos cilindros x? +y? =16 e
x? +z? =16 . Esboce o sélido.

10. Calcule o volume do sélido delimitado pelas superficies abaixo. Esboce o sélido.

z=1-x (cilindro parabdlico) e pelosplanos z=0, y=0 e x+y=4.

Respostas:

7) 15/4.
8) 4/15.
9) 128/3.
10) 16/3.
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Areas de regides planas

Se na expressio ”R f(x,y)d4 fazemos f(x,y)=1, obtemos HR dA quenosdaaéarea daregizo

de integragéo R.

Area(R) = [[ (1)dA

| Cilindro com base R e altura |
L S A

11. Calcule a&readaregido R mostrada na figura abaixo:

Lap =
O = =
L

12. Calcule a érea da regido plana limitada pelas curvas abaixo. Esboce os gréficos e identifique a
regido.

y=In(x)I<x<e
y=1-x,0<x<1

y=e',0<x<e

x=e I<y<e

Respostas:

11) 146/9.
12) & — (5/2) = 12,65.
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Integral dupla em coordenadas polares

e Descricao de regides planas em coordenadas polares (revisao).
¢ Integral dupla em coordenadas polares.

Descricao de regibes planas em coordenadas polares (revisao)

As equagies x=rcos(0) e y=rsen(6) definem as relagdes de coordenadas do
sistema polar para o sistema cartesiano. Para 0 estudo das integrais duplas em coordenadas polares,
basta considerarmos » >0 e 6 < [0, 2x].

1z x

= 0
De {x rcos( ), obtemos asrelagdes x> + 12 =2 (0u r=+x’+y°) e 0=arctg(y/x).

y = rsen(8)

A descrigio de um ponto P(x, y) no sistema polar € P(r,0), sendo » adistanciade P ao centro e
6 o0 angulo que o segmento PO formacom o eixo x positivo. Por exemplo, o ponto P(I,]) em

coordenadas cartesianas € representado por P(\/E , gj no sistema polar. Verifique!

No sistema cartesiano as retas verticais e horizontais tém equagdes da forma x = x, (x, constante)
e y=y,(y, constante), respectivamente. Ja no sistema polar, 6 =0,(0, constante) representa
umareta que passa pelaorigem e r =r, (r, constante) representa uma circunferéncia de centro na
origem eraio r, . Prove estes resultados.

X=2 y=y, 8=18,
r=r,
é, an
X, \_/’"o

Exercicio: Descreva as regides circulares abaixo em coordenadas polares.
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Integral dupla em coordenadas polares

Algumas integrais sdo mais faceis de serem calculadas se aregido R de integracdo for
expressa em coordenadas polares. Por exemplo, o setor circular da figura 1 tem descricdo mais
simples em coordenadas polares do que em coordenadas cartesianas.

8=10,
0=1;
B
o
-"i-"j .?"i.?"‘?
Figural

Estaregido € descrita em coordenadas polares como R = {(r,e)e R’ [ rp<r<r, e ;<0< 62}.

Chamamos este tipo de regido de retdngulo polar. A descricdo dos retangulos polares
em coordenadas cartesianas ndo € tdo simples como a descrita acima. Além disso, as integrais

duplas cujos integrandos envolvem x? + yZ também tendem a ser mais féceis de serem calculadas

em coordenadas polares, pois esta soma € igual a ¥, guando aplicadas as férmulas de conversio
x=rcos(0) e y=rsen().

Considere z = f(x,y) uma superficie definidanumaregifio R fechada e limitadado plano xy.

Z
H R
A
ﬁyi:{ ; )
b |
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8 13
L
X Q b
Ay,

Sabemos que ”Rf(x,y)dA = lim Y f(x;. v )M\, ,onde A4, = Ax;.Ay; representaadreado
n—»0 k=1

k-ézimo retdngulo obtido na partico da regifio R em coordenadas cartesianas e (x;,y,) € um

ponto interno deste retangulo. Este limite expressa a soma de Riemman que define aintegral dupla
dafuncdo f sobrearegido R. Vamos calcular esta soma num sistema de coordenadas polares. Para

Isso, dividiremos aregido R em pequenos reténgul os polares (ver figura 2).
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Figura 2

Considere apenas os retangulos polares internos a regido R. Vamos destacar 0 pegueno retangulo
polar dafigura2 e calcular a sua area.

=
B-1
4
i
Fie-1
Figura3

%ja Aek :ek —ek_] e Al"k :I"k —Vk_l.

Vamos escolher o ponto arbitrério P(rk* , 62) como sendo o “centro” deste k-€zimo retangulo polar.
Ent&o:
* Gk_] + Bk

0

* l"k_] +I"k
TS 2

Considerando A4, a érea desse retangulo polar como a diferenca de areas entre dois setores
circulares, obtemos:

Ady = ABy () A8y ()’ _ Aek[(rk ) = (s )2] _ A0 (e + 7 N — 7t
2 2 2 2

:—(rk +2rk_])'(l"k —rk_l)-AOk :r]: 'A]"k Aek Assm, AAk :r]: 'Ark Aek .
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Destaforma, o limite da soma de Riemman que define aintegral dupla no sistema polar €

n—>0

n n
lim Y flc. M = lim Zf(r: cos(@Z), rk*sen(ez ))r,: Ary, - AO .
k=1 " =1

Esta soma sugere entéo que J. J.R flxy)dd= '[ IR f(rcos(9), rsen(9))rdrde.

Conclusao:

Para calcularmos uma integral dupla no sistema de coordenadas polares devemos
descrever aregido R em coordenadas polares, aplicar as formulas de conversdo x = rcos(e) e

y = rsen(0) na equagio da superficie z = f(x, ) elembrar que dxdy = rdrdf , isto &

HR Sxy)dxdy = J‘ _[R f(rcos(0), rsen(0))rdrdo.

2

Exemplo: Mostre que a area de uma circunferéncia de raio a € ma” usando integral dupla em

coordenadas cartesianas e polares.

¥

l_’ xﬁ'_l_yé‘:aﬁ'

¢ Usando integral dupla em coordenadas cartesianas:

R:{(x,y)/—anSa, —Va® -x? SyS\/aZ—xZ} € a descricdo da regido em coordenadas
cartesianas.

a a —x a
2?2 a
Area= J- J- (1) dydx = .[ Na?-x?dx = * = xa® ¥’ +a2arcsen(£j = na’.
-a _ /aZ_x2 -a a —a

* Calcule estaintegral usando a substituicéo trigonomeétrica x = asen(t), te {—gg} .

¢+ Usando integral dupla em coordenadas polares:

R={(r.8)/0<r<a, 0<6<2n} éadescricio daregifio em coordenadas polares.

2n o4 2n a2
do = j 2 d0=nd’.
.2

Area:ZJZt j (1) rdrdo=| =
0 0 0 20

Realmente as coordenadas polares simplificaram bastante este calculo!!!

10
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Exercicios:

13. Calcule ”R sen(x2 + 37 )dxdy ,onde R éaregido dafiguraabaixo.

x2+}=2=4

14. Calcule ”R Ze(x2+y2)dxdy, onde R é a regido do plano xy delimitada por

X +y2:1 e x2+y2:4.

15. Calcule j -[RdXdy ,onde R éaregido sombreada da figura abaixo.

2y yz) dxdy . Esboce aregido de integrago.

J.sen4(u)du = —5sen3(u)cos(u)—%cos(u)sen(u)+ %u +C

Use, se necessario, asintegrais

[Jcos (u)du = 23 (u)sen(u) + gcos(u)sen(up g +C
17. Calcule o volume do sblido delimitado pelas superficies abaixo. Esboce as superficies.

=9—x?—y? boldid
8) 12 =0 (plano) z x° —y* (paraboldide) .

x? +y? = I (cilindro)
b)
z=x° + y? (paraboléide)

z=x+ y2 (paraboloide)

n+6—33

Resp: 13) M. 14) 2TE(€4 —e). 15) . 16) [2m. 17.9) gu.v. 17.b) %u.v.

Bibliografia utilizada: Calculo B, Diva Flemming e Célculo Vol. 2, James Stewart.

11



