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3% Lista de Exercicios: Tdpicos de Cdlculo Vetorial 2009.2

1. Esbogar o grafico das curvas representadas pelas seguintes fungdes vetoriais:

a) Z(t) =(4-t)i+(2t)], tefo,2]. d) Z(t) =2i+4j+tk, teR.
b) g(t) = ZSen(t)T +4j+3 cos(t)E, t e[0,2x]. e) Z(t) =2ti +2j+4t’k, teR

- ~ - —~
o) c(t)=i+tj+(1-tHk, teR.
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2. Seja f(t):at+bt2 e g(t):ti+sentj+costk,com a=i+j e b=21i-j; 05t<L2m.

Caleule: @) F(0)+2().  b) f(t)elt).

3. Uma particula se desloca no espaco. Em cada instante t ( t > 2) o seu vetor posi¢do ¢ dado por
- - > o

IO
r(t) t1+t_2J+

a) Esboce a trajetéria da particula e determine a posi¢do da particula nos instantes t = 3;
b) Quando t se aproxima de 2, o que ocorre com a posic¢do da particula?

4. Calcule:
3 2
2) lim [wﬁ T} b) 1im{\/?_l_i)+ (t-1)j+(+1)k
t>-2| t*—t—6 t—>1| t—1
5. Determinar a derivada das seguintes fungdes vetoriais:
a) ?(t) = cos’ (t)?+ tg(t)?Jr sen’ (t)ﬁ c) ?(t) =e T+ (1/e2t )T+ E
b) ?(t) = sen(t)cos(t)_i>+ e ! _]) d) ?(t) = [521_ ?j _i)+ ln(l —t? )_])+ 5 E
+

6. Determine as equacgdes paramétricas da reta tangente ao grafico de r(t) no ponto em que t=t,
ayr)=ti+(2-Int)j; t,=1;  b)r(t)=2cosnti+2senntj+3tk; t,=1/3

- - - -
7. Seja r(t)=2cos(t)i+3sen(t) j+3k o vetor posigio de uma particula em movimento no espago.
Determine os vetores velocidade e aceleragdo para qualquer instante t. Determinar, ainda, o modulo destes
vetores no instante t = /4.

- - -
8. Se r(t)=cos(3t)i+sen(3t)j ¢ o vetor posigio de uma particula em movimento, mostrar que o vetor

%
velocidade da particula é perpendicular a r (t)

- -
9. Um ponto move-se sobre uma curva C de modo que o vetor posi¢do r (t) ¢ igual ao vetor tangente r ’(t), para

todo t. Encontre as equagdes paramétricas de C.

10. Se dois objetos viajam pelo espaco ao longo de duas curvas diferentes é importante saber se eles vao colidir.
Por exemplo, um missil vai atingir seu alvo? Duas aeronaves vao colidir?. As curvas podem se interceptar mas
precisamos saber se os objetos estardo na mesma posi¢do N0 Mesmo instante t.
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Suponha que as trajetorias de duas particulas P, e P, sejam dadas respectivamente pelas seguintes fungdes
vetoriais

- e > L, - > L7 -
ri(t)=t"1+(7t—-12) j+t°k e r2(t)=(4t-3)i+t" j+(5t—-6)k

a) Encontre o instante em que as duas particulas colidem e a posi¢@o nesse instante.
b) Calcule o vetor velocidade de P; e o vetor aceleracdo de P, no instante da coliso.

f
11. Calcule a derivada direcional % (P,) sendo dados:

ou

2oy2 >
a) fix,y)=e* 7, P,(1,1) e uéoversorde (3,4)

et

b) f(x,y)=arctg=; Py(3,3) e u=
y 22

c) f(x )—;' Py(3,2) e z—i?+£?

N
d) f(x,y): Vxy; 5 Po=(1,4) e u ¢€o vetor que faz angulo 6 =n/3 com o eixo OX

-
e) f(xy)=tg(2x +y); Py=(n/6,m/3) u éo vetor que faz angulo  =7n/4 com o eixo OX

_)
f) f(xy,z)=x’y?z; . Po(l,1,1) e u =(1,0,-1)
- - - -

) f(x,y,z)=y? In(x)+z% P, (1,41 u=i-2j+k.

N
12. Determine o vetor posigdo r(t) = (X(t), y(t)) de uma particula em movimento sabendo que o vetor tangente

em cada ponto da sua trajetoria ¢ igual a Vf, sendo f(X,y)=25-x>—y> e que no instante inicial do
movimento a particula se encontrava no ponto ( 1,1).

13.Determine o gradiente de f no ponto indicado:

a) f(x,y)= (x2 + xy)3 P(-1,-1).
b) f(x,y) =y ln(x + y) P(— 3,4).

14. Esboce a curva de nivel de f que passa por P e desenhe o vetor gradiente em P.
a) f(x,y)=4x-2y+3;P(1,2).

b) f(x,y)=x? +4y?; P(-2,0).

15. Uma chapa de metal esta situada em um plano xy, de modo que a temperatura T em (x,y) seja inversamente
proporcional a distancia da origem, e a temperatura em P(3,4) é 100° F.

a) Ache a taxa de variagdo de T em P na direcdo de itj;

b) Em que dire¢ao T aumente mais rapidamente em P?

¢) Em que direcdo T decresce mais rapidamente em P?

d) Em que direcao a taxa de variacdo € nula?

16. Se um potencial elétrico em um ponto (x,y) do plano xy é V(x,y) entdo o vetor de intensidade elétrica em
um ponto (x,y) ¢ E= —VV(X, y). Suponha que V(x, y) —e X cos(Zy). Determine o vetor intensidade elétrica

s . . s : . L
em (Z,OJ e verifique que, em cada ponto do plano, o potencial elétrico decresce mais rapidamente na direcéo e

sentido do vetor E.
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17. O potencial elétrico V em um ponto P(x,y,z) num sistema de coordenadas retangulares ¢ dado por
V =x? +4y2 +9z%. Determine a taxa de variacdo de V em P(2, -1, 3) na dire¢do de P para a origem.

Determine a diregéo e sentido que produz taxa maxima de variagdo de V em P. Qual a taxa maxima de variagao
em P?

18. Determine div F e rot F nos seguintes casos

a) F(x,y,z) =x> i -2j +yzk b) F(x,y,2) = 7y’Z’ i — 8x°Z’ j —3xy’k

1 d) F(xy,z)=xzi+yxj+(y+2z)k
©) F(x,y,2) = ——c—
VX Yy 4z

19. Sendo F(x,y,z) =2xi+j+4k eG(x,y,z)=xi+tyj—zK,calculeV.(FxG)

(xi+yj+zk)

20. Sendo F(x,y,z) =senx i + cos(x —y) j + z K, calcule V . (V x F)

21. Sendo F(x,y,z) =xy j + xyz k , calcule V x (V x F)

2 2 2
22. Define-se o operador V> =V .V = 0 >+ 0 >+ 0 5 - Se V? opera sobre f(x,y,z) produz uma fungio escalar
ox°~ oy~ o0z
o’f o’  o'f
x> oy? o0z%

chamada de Laplaciano de f , dada por

2)—1/2

Mostre que o Laplaciano da fungdo

f(x,y,z) = (X2 + y2 +z ¢ zero, ou seja, a funcio satisfaz a equacdo de Laplace V> = 0.

Fungdes que satisfazem a equacao de Laplace sdo chamadas de fungdes harmonicas e desempenham papel
importante nas aplicagdes fisicas.

23. Ache um campo vetorial conservativo que tenha o potencial indicado

a) fix,y ) =arctg (xy ); b) f(x,y,z)=x" -3y’ +42%; c¢)f(x,y,z)=sen(x’ +y’+2°)

24. Confirme que u(x,y) € uma funcéo potencial de F

a)u(xy) =2y’ +3x’y —xy’ e F(xy)=(6xy —y) i+ 4y +3x" 3xy’) .

b) u(x,y,z) = xsenz + ysenx + zseny e F(x,y,z) = (senz + ycosx) i + (senx + zcosy) j + (x cosz + seny) K.

25. Verifique se os campos vetoriais sdo conservativos € em caso afirmativo determine uma fungdo potencial
para 0os mesmos

a) F(x,y) = xi +yj b) F(x,y) = x" i + 5xy” ]

¢) F(x,y) = (cosy + ycosx)i + (senx —xseny) j - 2 2 2 9 23
d) f =2x7y"z,3x“y"z,x7y  +y)

N N BN N N N N
e) f =(ycosxy +ye™) i +(xcosxy +xev) j + k f) £ =(yz+cosx) 1 +(xz—seny) j +xy k



Respostas

1. a)segmento de reta; b) elipse no plano y =4; c) pardbola no plano x = 1; d) reta; e) parabola no
planoy =2
— —

_)
2. a)2(t2+t)i+(t—t2+sent)j+costk,0£t£2n. b)t2+2t3+(t—t2)sent,03ts2n.
- - -
3. a)(3,1,1) 4.2) j. b)(/2)i+2k
_)
1

5. a) —3cos*(t)sen(t) i+ sec (t)})+ 2sen(t)cos(t)l_<) ) b) (cos2 (t)-sen? (t))?— 2e % 7 )

- - - -

Q) —eti-2e2 ], a—2 i—[ 2t jj.
2 2
(2t+1) 1-t

6. A)x=1+2t, y=2-1t; b) x=1—\/§nt; y=\/§+nt; z=1+3t

3(7[/4)1 S92 al)=—2co8(t) - Ssenlt)

9. x=ae'; y=be'; z=ce', a, b e c constantes arbitrarias.

-

7. v(t)= —ZSen(t)_i)+ 5 cos(t)_j:

=
Js

Z(n/4)1:m.

10. a) As particulas colidem no instante t = 3 e estdo na posicao ( 9,9,9)
b) vi(3)=(6,7,6); a,(3)=(0,2,0)

11.a) -2/5; b) zero; c) -6/169; d) %+§ o) 242, D2 g) 36! 12, r(t)=(e?,e™)
13. a) -36i-12j;  b) 4i+4j.

14. a) a curva de nivel é a reta y = 2x e o vetor gradiente (4, -2) b) a curva de nivel ¢ a elipse x> + 4y* =4 e 0
gradiente ( —4,0)

15. a) —28/\/5; b) a direcdo de -12i -16j; c) a diregdo de 121 +16j; d) a direcdo de 4i -3;.

16.2¢ 2. 17. ﬂ;4i-8j+54k,\/2996; 18.a)divF=2x+y;rotF=zi

e
b) div F=0; rot F = (40x’z* — 12xy°) i + (14y°z + 3y*) j — (16x2° + 21y°Z*) k
c)diVF=;;rotF=0; d)divF=2xz+2xy+2;rot F=i+x>j+y*k
xX2+y*+z
19.0; 20.0; 21. (l+y)i+x j;
Y it—o—j; b)F(xy.z) = 2x i -6y j + 8z k;

1+x2y2 1+x2y

O)F(x,y,2) = 2x cos(x’ +y” +2°) i + 2y cos(x’ +y” +2°) j + 2z cos(x’ +y” +2°) k

23.a) F(x,y)=

2 2

25. a) conservativo; u(x,y) = X? + yj +C; b) e d) ndo conservativo

¢) conservativo; u(x,y) = xcosy +ysenx + C; ¢) conservativo; u = senxy + ¢ +z + C
f) conservativo; u = xyz + senx + cosy + C



