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1 Introducao

b
No Teorema Fundamental do Célculo (TFC), os limites de integragao, a e b em / f(z)dz,

a
s@o numeros reais e f é uma fungao continua no intervalo [a,b]. Pode acontecer que, ao aplicar-
mos estes conceitos, seja preciso ou conveniente considerar os casos em que ¢ = —o0, b = 400 ,
ou f seja descontinua em um ou mais pontos do intervalo. Nestas condicGes, é preciso ampliar o
conceito de integral e as técnicas de integracao, de modo a incluir estes casos adicionais. Estas
integrais, em que a = —oo0 ou b = +oo ou f é descontinua em [a,b], sdo chamadas Integrais
Improprias. Nem sempre uma integral deste tipo representa um nimero real, isto é, nem sempre
uma integral imprépria existe. Quando ela existe, seu valor é calculado levando—se em conta a

generalizagdo do conceito de integral definida.
2 Integrais Improéprias com Extremos de Integracao Infinitos

Exemplo 2.1. Consideremos o problema de encontrar area

da regiao limitada pela curva y = e~ %, pelo eixo—y e pela reta Y
x = b > 0 como mostra a figura ao lado. Se A unidades de \

area for a drea da regiao, entao
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Se deixarmos b crescer sem limitagoes, entao

b 1
lim e “dr = lim (1 — _b> = 1. (1)
b—+o0 Jo b—+o0 e

De (1) segue que, nao importa quao grande seja o valor de b, a drea da regiao serd sempre menor

do que 1 unidade de area.

A equagao (1) estabelece que se b > 0, para todo € > 0 existe um N > 0 tal que

b
/ e dx — 1‘ < €.
0

+00
Em lugar de (1) escrevemos / e *dr = 1. Em geral temos as seguintes definicoes:
0

se b> N entao

Defini¢ao 2.2 (Integrais Improprias).

(i) Se f for continua para todo = > a, entao

+oo b
/ f(z)dz = lim f(z)dz

b%-’—OO a

se esse limite existir.

(ii) Se f for continua para todo x < b, entao

' f(x)dx = lim bf(:c)d:c
[ J

a——00

se esse limite existir.

(iii) Se f for continua para todos os valores de z e ¢ for um nimero real qualquer,

entao
b

f(z)dz = lim Acf(x)dx + blim f(z)dz

—00 a——00 —+o0 Jc

“+00

se esses limites existirem.

Pode—se mostrar, que se o limite existir, o segundo membro da equagao no item (iii) da

defini¢do acima, independe da escolha de ¢. E comum tomar ¢ = 0.
Na definicao acima, se o limite existir, diremos que a integral imprépria é convergente, caso

contrario, diremos que é divergente.

2 d
Ezxemplo 2.3. Calcule a integral, se ela convergir: / 7362
oo (4—1x)
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Solucao:

2 dx _ 2 dx I 1
/foo (4—;{:)2 o aﬁlrfnoo a (4—;{:)2 _aﬁlrfnoo 4 —x

A -

—_
N o=

+o0
Exemplo 2.4. Estude a convergéncia da integral: / xe “dx.
0

+o00 b
Solugao: / re “dr = lim ze “dx.
0 b—+o0 JO

Para calcular essa integral, usaremos integracao por partes com u = x, dv = e %dx, du = dzx e

v=—e % Assim,
+o0 b
/ ze Pdr = lim <—:ce_x —e * > = lim (—be_b —e b4 1)
0 b—+o0 0 b—+o0
b
= — lim -~ 0+ 1.
b—+oo €

b o0
Como lim — € uma forma indterminada —, aplicando a regra de L’Hospital temos que
b—+o0 € o0

. b . 1
lim - = lim - =
b—+o0 € b——+o0 €

0

e portanto,
“+00
/ re fdr=—-0—-0+1=1.
0

Questdo 1. Estude a convergéncia das integrais a seguir

“+o00 400 400
(a) xe Tdz (c) xdx (e) xe Ydx
n [L o[y 0 [
) [ de @ [ do 0 [ amda

3 Outras Integrais Improprias

Ezxemplo 3.1. Suponha que queremos obter a area da regiao do plano limitada pela curva cuja

Nz

equacgao é y = , pelo eixo—x, pelo eixo—y e pela reta x = 4. Conforme ilustra a figura abaixo.
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Se for possivel ter um nimero que represente a medida da area dessa regido, ele sera obtido pela

integral

41
Entretanto, o integrando é descontinuo no extremo inferior
zero. Além disso, lim L = 400, assim dizemos que o inte-

z—01T /T
grando tem uma descontinuidade infinita no extremo inferior.

Essa integral é impropria e sua existéncia pode ser determinada da seguinte forma:

L oge=tim [ = (2 )—1 4—2VF) =4,
o VU= ) ate =t (3] = i a2V

logo 4 serd a medida da area da regiao dada.

Mais geralmente temos as seguintes definicoes:

Definicao 3.2.

(iv) Se f for continua para todos os x do intervalo semi-aberto a esquerda (a,b|, e

se lim f(z) = £o0, entao
z—at

Lbf< dw—tLHCg/ e

se esse limite existir.

(v) Se f for continua para todos os x do intervalo semi-aberto a direita [a,b), e se

lim f(z) = too, entao
T—b~

b t
/ f(z)dz = lim f(z)dz

t—b—

se esse limite existir.

(vi) Se f for continua para todos os valores de x no intervalo [a,b] exceto ¢, onde

a<c<beselim|f(x)| = +o0, entdo
Tr—cC

b
i f(x)dx = lim tf( )dx + hm f( )dx

t—c™ Ja s—ct

se esses limites existirem.

2 d
Ezxemplo 3.3. Calcule a integral, se ela for convergente: / ﬁ
0 \T —
dx
Solugao: O integrando tem uma descontinuidade infinita em 1, ou seja, hm1 ﬁ = +4o00.
x J—
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Portanto, pela definicao que acabamos de estabelecer, temos

/ ’ 7d$ = lim ' 7d$ + lim ’ 7dx
o (x—1)2  S1-Jo (212 ss1+ s (z—1)2
1 ¢t 1 2
= lim (— ‘ >+ lim <— >
t—1- x—1lo s—1+ x—1ls

. 1 ) 1
= lim (———1>—I—hm < —1>
t—1— t—1 s—1t \s—1
Como nenhum desses limites existe, a integral imprépria é divergente.

Observacao 3.4. Se no exemplo anterior nao estivéssemos notado a descontinuidade do inte-

2
2 de 1
/)(3@—1)2_ x—lo

Esse resultado é obviamente incorreto, um vez que

grando em 1, terfamos

SRR —
= -3 — o,

W nunca é negativo, e entao a integral
T —

de 0 a 2 nunca poderia ser um nimero negativo.

1
Exemplo 3.5. Calcule a integral, se ela convergir: / z - In(z)dx.
0

Solucao: O integrando tem uma descontinuidade no extremo inferior. Portanto, escrevemos

1 1
/ x - In(x)der = lim x - In(x)dx.
0

t—0t Jt

Para calcular essa integral, usaremos integracao por partes com u = Inx, dv = zdzx, du = %d:c e

2 .
v = 5. Assim,

1 1 1 1
A x-In(zx)dx = tgr(% T In(z)dx = tgr(% <§x2 In(x) — ZmL)
1 1 1 1
= i (—1 1)— =~ —=t* In(t —t2>
A g =g =g W+
1 1
= —= —_ lim #*-In(?)
4 210t

Note que hm+ t* . 1n(t) é uma indeterminacio do tipo 0 x (—oco). Para calcular esse limite,

t—0
escrevemos
In(t
2 In(t) = f ),
2
e portanto, aplicando a regra de L’Hospital temos,
In(t 1 2
lim ¢*-In(t) = lim f): lim —t = lim | —— ) =0.
t—0+ t=0t t=0t —33  t=0F 2

Logo,
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