Aplicacbes da Integral Definida

1 Area limitada por gréaficos de funcdes em coordenadas cartesianas

Anteriormente, mencionamos que se uma funcdo f é continua no intervalo [a,b] e ainda
f(x)>0, para todo x €[a,b], entdo a 4rea da regido R do plano limitada pelo grafico de f, o

eixo-x e pelas restas x=a e x=b é a integral definida de f de a atéb, ou seja,
b
A= j f (x)dx.

Veremos como o uso de integrais definidas pode ser empregado para o célculo da area de algumas

regides planas limitadas por graficos de fun¢des dadas em coordenadas cartesianas, y = f (X) ou

x=9(y).

Devemos ter cuidado, pois, se ndo levarmos em conta a extensdo, poderemos ser levados a
uma resposta incorreta ou a um nimero negativo para a medida de uma area, o que
evidentemente ndo tem sentido. Lembre-se que a integral definida ndo é necessariamente
uma &rea. Dependendo do problema, ela pode representar grandezas como volume, lucro a

ser obtido, quantidade de bactérias presentes em certo instante, etc.

Observacgoes:

1. Se f é uma funcdo continua em [a,b] e,

além disso, f(x)<0 para todo xe[a,b],

entdo a area da regido limitada pelo grafico,
pelo eixo-x e pelas retas x=a e x=b é dada

pela integral:

‘ [ f(x)dx‘ [ f (o

Exemplo: f (X)=x"—4x

2. Se f é uma funcdo continua em [a,b] e seu

Afi 4 aci 4 ; : y=f(x
gréfico esta acima e também abaixo do eixo-x, y=1(z)

@ r’\—/:b
I
|

no intervalo [a,b], entdo existe c<[a,b] tal 7

que f (C) =0, e dai a area da regido limitada

Sy
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pelo gréfico de f, pelo eixo-x e pelas retas

x=a e x=b é dada da seguinte forma:
c b
[ f 0odx+ ‘ ['f (x)dx‘

Exemplo: f(X)=x’—-2x*-5x+6

1.1 Area entre duas curvas

Considere duas fungdes f e g tais que o gréfico de f esteja sempre acima do grafico da g para
valores de x entre a e b. Uma regido Rx é uma regido que estd compreendida entre os graficos das

duas equagdes da forma y = f(x) e y = g(x), conforme figura abaixo.

Y A

y=/(z)

/ y=9()
7

Observe que, para qualquer x, o namero f(x) - g(x) é a distancia vertical entre os gréficos de fe g.

f(z)-9(z)

Mg

Dessa forma a 4rea da regido R« é dada pela integral:

A= [1f(x)-g()ldx.

Diretrizes para achar a area de uma regiao Rx

Esbocar a regido, designada por y = f(x), por y = g(x) e as fronteiras direita e esquerda de R
Determinar o menor valor x = a2 e o maior valor x = b entre os pontos (x, y) da regido Ry;

Desenhar um retangulo horizontal tipico, designando a sua largura por dx;

Ll

Expresse a drea do retangulo na diretriz 3 como [f(x) - g(x)]dx;

b
5. Aplique o operador linear de soma J. a expressdo da diretriz 4, e calcule a integral.

a

1
Exemplos: Obter a area entre as curvas (a) y =2x2ey =3x; (b) y =x2ey = -x2+4x; (c) Yy =— e 14x
X

+9y=43;, (d)y=x2ey=x+2;(e)y=9-x2ey=x2-9 (f) y=x2 e y=-x2 + 4x

Adriano Cattai :: www.cattai.mat.br/blog Pagina 2 de 4




1.2 O caso em gque a funcéo é da forma x = f(y)

Considerando a equagdo da forma x = f(y), continua em [c, d], estaremos na verdade invertendo os
papéis de x e y, admitindo y como a varidvel de integragdo. Ou seja, y como variavel independente

e x a variavel dependente.

Uma regido Ry é uma regido que estd compreendida entre os graficos de duas equagdes da forma x

= f(y) e x = g(y), com f e g continuas e f(y) > g(y) para todo y em [c, d], onde c e d sdo respectivamente

a menor e a maior coordenada y dos pontos da regidao. A figura ao lado ilustra tal regiao.

r=g(y)

fy)-9(y)

Y v

Observe que, para qualquer y, o namero f(y) - g(y) é a distancia horizontal entre os graficos de fe g.

Dessa forma a 4rea da regido Ry é dada pela integral:

A= [Lf(y)-g(y)ldy

Diretrizes para achar a area de uma regiao Ry

1. Esbogar a regido, designada por x = f(y), por x = g(y) e as fronteiras direita e esquerda de Ry,
2. Determinar o menor valor y = c e o maior valor y = d entre os pontos (x, y) da regido Ry;

3. Desenhar um retangulo horizontal tipico, designando a sua largura por dy;
4

Expresse a drea do retangulo na diretriz 3 como [f(y) - g(y)]dy;
d
5. Aplique o operador linear de soma J. a expressdo da diretriz 4, e calcule a integral.

c

Exemplos: Ache a édrea da regido delimitada pelos graficos das equagdes indicadas em cada caso
abaixo.

(@)2y2=x+4 e y2=x; (b)x=-3y2+4 e x=y5 (c)x=1; y:\/; paray>0ex+y=6;x-y=2;

(dy=8ey= i\/F; () 2x+y=-2; x-y=-1le7x-y=17. (f) y=x3-6x2+8x e y=x2-4x
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1.3 Area da regi&o limitada por mais de duas curvas

Considere a seguinte situagao ilustrada na figura abaixo.

Y A

=Y

Neste caso, em que a regido é limitada por mais de duas fun¢des, podemos obter a area da regiao
fazendo decomposicdes em éreas limitadas por duas fungdes e retas paralelas ao eixo-x, (ou eixo-y)

da seguinte forma:

[[TH(x)- f4(x)]dx+jcd[ f,(x)- fs(x)]dx+jdb[f2(x)— f,(x) Jdx

Exemplo: Obter a area da regido limitada pelas curvas Xy =1, y=4x e 4y =X.
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