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INSTRUCOES:
1. Utilize caneta preta ou azul. Todas as questGes devem possuir 4. N&o use somente simbolos matematicos, explique os passos da solugéo
respostas justificadas; em Portugués claro e sucinto;
2. E proibido o uso de calculadora e celulares; 5. Todas figuras devem ser acompanhadas de textos explicativos;
3. Solucéo ilegivel é considerada como errada; 6. Nao responder na folha de questdes.

“Lembre-se que as pessoas podem tirar tudo de vocé, menos o seu conhecimento. E o seu bem mais precioso. Explore;

viaje; descubra. Conhega.” (Albert Einstein)

Boa Proval!

Q. 1 (2,0). Dados os pontos A(—2;4;0), B(1;2;-1), C(-1;1;2), D(6;-7;4), E(5;—-3;0) e F(3; —4;1),
responda:

(a) O triangulo ABC é equilatero? Por que?

(b) O triangulo DEF é retangulo? Caso afirmativo, qual o vértice cujo angulo é reto? Caso negativo,
algum angulo do triangulo DEF é obtuso?

(a) O triangulo ABC ser4 equilatero se |AB| = |AC| = |BC|. Como AB = B—A=(3; -2, ~1), AC = C—A=(1;-3;2)
eBC=C-B= (—2; —1;3), temos:

AB| = /(3 + (=202 + (~1)? = V14 |AC| = \/(1)? +(-3) + (2] = V14 e |BC| = /(-2 + (-1 + (3] = V14,

Portanto, concluimos que o triangulo ABC é equilatero.
(b) O triangulo DEF sera retangulo se um desses produtos for zero: DE - DF, ED - EF ou FD - FE. Vejamos:

* { g—ig—E;’:’g —~DE-DF=3+12+12#0
’ { g—glf—((l’z EY4)) iﬁ'ﬁ=—2—&—3_~-45,,50
* { g_g,f—((j'laf)) = FD-FE=6-3-4=0

Como @ . ﬁ = 0, concluimos que o triangulo é retadngulo cujo angulo reto é o angulo DFE.

Q. 2 (1,0). Encontre um vetor unitario w que seja simultaneamente ortogonal aos vetores U= (1,1;2) e
V= (1;3;1). Nao esqueca de comprovar o resultando obtido.

Como 7 x V é um vetor ortogonal a ambos os vetores 7 e v, basta tomar w como sendo o versor de algum vetor

paralelo a U x V. Denotanto por 7 este produto vetorial e usando o dispositivo pratico, temos:
i j ok
P=TxV=|11 2 |=i4+2+3k—(k+j+6i)=(-51,2).
1 3 1

Checando a ortogonalidade, temos:

7 -U=(-512)(1,1,2)=-5+1+4=0 e F-V=(-512)-(1,31)=-5+3+2=0.
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. . 1 1 -5 1 2 . - .
Assim, definimos: W= P = — 51,2 <— — —) Por fim, verificando se W é unitario:
IEI ? V30 (= )= V30" /30 /30
2
— 75> ( 1 > ( 2 > 1 4 _
wi=q/l—=) +—=) + + = =V1=1
W] \/( V30 V30 V30 30 30

Q. 3 (2,0). Sé&o dados os pontos A(0,1,2) B(2,1,0), C(-1,1,3), D(4,2,0) e E(1,2,1). Verifique:

(a) Se A, B, C sao colineares;

(b) Se A, C, D e E séo coplanares.

(a) Os pontos A, B e C sao colineares se ,HB>//4C> ou seja, se existe algum k € R tal que /@ = k- Q Como

2 .
,@ =B-A=(2,0,-2)e Q —3,0, 3), temos que ﬁ =-3 Q Portanto os pontos séo colineares.
(b) Os pontos A, C, D e E serdo coplanares se osvetores 7 = AC = C—A = (1,0, 1), —AD=D-A= (4,1,-2)
ew = ﬁ = E - A=(1,1,-1) forem coplanares. Para tanto, precisamos checar se o determinante abaixo é nulo:
-1 0 1
4 1 -2
1 -1

Calculando este determinando, temos 1+0+4+4—(1+2+0) = 2 # 0. Assim, vemos que 0s vetores ndo séo coplanares

e, portanto, os pontos também néo sao.

Q. 4 (2,0). Considere as retas r e s, ao lado. Determine:

=24+t
Y z=-2x+3

| x=—-142t
(a) os vetores diretores e dois pontos, distintos, de cada reta; .- { < { y=4x-1
| z=3t

(b) a posicéo relativa entre r e s.

(a) Para aretar, se t = 0 temos A(—1,—2,0) um ponto de r e, se t = 1 temos B(1, —1, 3) outro ponto de r. Assim,
o vetor vV, = A@ = B — A= (2,1,-3) é um vetor diretor de r. Agora, para a reta s, se x = 0 temos P(0, —1,3) um
ponto de s e, se x = 1 temos Q(1, 3,1) outro ponto de s. Desta forma, o vetor Ve = ? =Q—-P=(1,4,-2)éum
vetor diretor de s.

(b) Como V, - Vs = (2,1,—3) - (0, —1,3) = 0, temos que esta retas s&o ortogonais. Precisamos definir se elas s&o
reversas (ndo coplanares) ou se sdo concorrentes. Se o sistema envolvendo as equagdes dessas retas for sollvel,
entdo r e s sdo concorrentes. Caso contrario serdo reversas. Vejamos:

((x=-1+2t
. i Y= 24t = 24t=4(-1+2)—1=t=23/T,
y=4x-1
((x=—-1+2t
. z =23t =3t=-2(-1+2t)+3=1t=5/7.
z=-2x+3

Como ndo temos um Unico nimero para t que satisfagcao as equagdes, vemos que rNs = &. Logo r e s sao reversas.

Q. 5 (1,5). Sé&o dados os pontos A(3,1,—1), B(1,0,1), C(1,2,1) e D(0,1,0). Determine o plano = que
contenha os pontos A e B e seja paralelo ao vetor C

Como 7 contém os pontos A e B, o vetor ,@ = B—-A=(-2,—-1,-2) € um vetor do plano. Agora, sendo CD um vetor
paralelo a este plano, podemos definir o vetor normal a = como:

i j k
H=ABxCD=| -2 -1 —2|=(-1,01).
-1 -1 -1
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Logo, a equacéo geral de 7 serd dada por —x +0-y + z+ d = 0. Como A(3, 1, —1) é ponto deste plano, temos que
suas coordenadas satisfazem a equacgéo do plano, ou seja, —3—1+d = 0, donde d = 4. portanto, 7 : —x+2z+4 =0.

Q. 6 (1,5). Estude a posicao relativa entre os planos 77 : 2x — 3y +z+1=0em :x+2y +4z—-5=0.
Caso eles sejam concorrentes, determine a equacéo vetorial da reta r = 7 N .

Como 1 Ha= (2, —3,1)-(1,2,4) = 0, temos que estes planos séo concorrentes e ortogonais. um vetor diretor para
areta r = m; N m & qualquer vetor paralelo ao vetor Hix Ty = (—14, —7,7). Assim, vamos adotar vV, = (2,1,-1) o
vetor diretor de r. Agora, um ponto da reta é qualquer ponto que satisfaca as duas equagfes 2x —3y +z+1=0¢e
x + 2y + 4z — 5 = 0. Supondo que, para este ponto, seja x = 0, assim, temos o0 seguinte sistema:

—-3y+z+1=0
2y +4z—-5=0

1 ~ . . .
Resolvendo, temos y = 2 ez = B Portanto, uma equacéo vetorial para aretar é P = A+t - V. ou seja,

5 13 14 14°
(x,y,2) = (0, 1 ﬁ) +t-(2,1,-1).
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