Capitulo 1
CALCULO PROPOSICIONAL

1. PROPOSICOES E CONECTIVOS

A Légica Matematica se ocupa da andlise e relacdes entre certas sentencas, quase

sempre de contelido matematico, chamadas proposicoes.

Uma proposicdo é uma sentenca (conjunto de palavras e simbolos) declarativa, que
exprime um pensamento de sentido completo, e que pode ser classificada como

verdadeira ou falsa.

Ostermos verdade e falsidade sdo chamados valores 16gicos de uma proposi ¢éo.

Para efeito de classificar as proposi¢oes em verdadeiras ou falsas, e desenvolver
ateoria de modo consistente, a Logica Matematica adota como regras fundamentais os dois
seguintes principios:
[) Principio da Ndo Contradi¢cdo - Uma proposicdo ndo pode ser verdadeira e falsa ao
mesmo tempo.
[1) Principio do Terceiro Excluido - Toda proposicdo ou é verdadeira ou é fasa (isto €,
verifica-se sempre um desses casos e nunca um terceiro).

Pelos dois principios anteriores temos que: Toda proposi¢do tem um e somente um
dos valores logicos, verdade ou falsidade. Por este motivo, chamamos a Légica

Matematica de bivalente.

Exemplos e Contra-Exemplos:

1) Salvador é a capital daBahia. 2) O poeta Castro Alves era baiano.
3) 2 é um numero par. 4)2+3<5

Byx+2=1 6) Davi era baixo."”

7) Como faz calor! 8) Que dia é hoje?

) Referéncia ao personagem biblico



9) Resolva o exercicio. 10) A matemética
11) A matemética é f&cil.

Nos exemplos, 1) 2) e 3) temos proposicies verdadeiras e em 4) temos uma
proposicao falsa. O exemplo 5) ndo € uma proposicao, uma vez que ndo podemos atribuir
um Unico valor logico, este depende do vaor atribuido a x. Em 6) e 11) ndo temos
proposi¢oes pois 0s conceitos “baixo” e “facil” sdo subjetivos. Os exemplos 7) , 8) e 9) ndo
s80 proposi¢oes pois ndo sao sentencas declarativas. 10) ndo € uma proposicao porgue Ndo

tem sentido compl eto.

Indicaremos as proposi¢des por letras mindsculas p, g, r, S, t, .. e osvaores
l6gicospor V(p) =V (ou 1), parauma proposicao verdadeirae, V(p) = F (ou 0), parauma

proposi¢ao falsa.

Exemplo: Sejam as proposi¢oes,
p: O arco-iris é colorido.

g:2>3

TemosqueV(p) =V eV(q) =F

Dadas proposi¢des podemos formar outras proposi ¢des usando as expressdes “nao”,
‘@, “ou’, “se..entdo” e “se e somente se’. Essas expressdes sd0 0S conectivos
fundamentais da Logica Matematica.
Exemplos: Com as proposicbes “2 é impar” e “3 é primo” podemos formar as
sentengas,
1) 2 ndo é impar
2) 2 éimpar e 3 é primo.
3) 2 é impar ou 3 é primo.
4) Se 2 é impar entdo 3 é primo.

5 2 é impar se, e somente se, 3 € primo.



As sentencas formadas pela combinacdo de proposi¢des usando-se 0s conectivos sdo
proposicoes e seus valores l6gicos serdo definidos na seccdo 2 deste capitulo. Neste caso,
sdo chamadas de proposicdes compostas ou moleculares

As proposic¢des simples séo aguelas que ndo contém nenhuma outra como parte de s
mesma, ou sgja, ndo sdo obtidas de outras com 0 uso dos conectivos. Sdo também
chamadas de atdbmicas.

ProposicBes como “2 éimpar” e “3 éprimo” sdo simples. Jaas proposicdesde 1) a
5), dadas acima, séo compostas.

A seguir temos os conectivos fundamentais, os simbol os usados para representéa-1os e

suas denominagdes

Conectivo Simbolo Denominacao
e A conjuncao
ou v disuncao
se... entdo - condicional
Se, e somente se, © bicondicional
nao ~ negac&o ou modificador

Dadas proposicbes p e (, usaremos também as seguintes denominagdes para as
proposi ¢oes compostas:

"p e Q" éaconjuncdo depeqgeéindicadapor pAq

"p ou Q" éadisjuncdo depeqeéindicadapor pvq

"se p entdo (' éa condicional depeqeindicadapor p — q

"p se, e somente se, " €abicondicional dep eqeindicadapor p <> q

A negacdo de p éindicada por ~p e é representada na linguagem corrente por "nao

p" ou por "ndo é verdade que p" ou ainda por "é falso que p".

©) Devemos ressaltar que esta ndo € uma classificagdo realmente importante. Existem proposi¢cdes simples
gue, mantendo-se essencialmente 0 mesmo contetido, podem ser transformadas em compostas e vice-versa, como, por
exemplo, a proposi¢cdo simples "2 e 3 sd0 nimeros primos' e a proposi¢éo composta "2 € um ndimero primo e 3 é um
ndmero primo”.
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Exemplos:

1) Dadas as proposi ¢oes:

p: Jorge Amado escreveu o romance "Mar Morto" .
q: Rui Barbosa erabaiano .

temos as seguintes traducgdes para a linguagem corrente,

Jorge Amado néo escreveu o romance "Mar Morto".
ou
~p: Ndo é verdade que Jorge Amado escreveu 0 romance "Mar

Morto".

pA~0g: | Jorge Amado escreveu o romance "Mar Morto" e é falso que Rui

Barbosa era baiano.

Jorge Amado ndo escreveu 0 romance "Mar Morto" ou Rui
Barbosa era baiano.

~pv Q. |ou

Nao é verdade que Jorge Amado escreveu O romance "Mar

Morto" ou Rui Barbosa era baiano.

~(pvq) | Néo é verdade que: Jorge Amado escreveu o romance "Mar

Morto" ou Rui Barbosa era baiano.

2) Dadas,
p: 2 € um ndmero par
g: 6 émdltiplo de 3,

temos a seguir proposi¢des e suas tradugdes para a linguagem simbdlica

2 ndo é par ou 6 émultiplode 3 ~pvq

Se 6 ndo é multiplo de 3 entéo 2 é par ~0—>p

) Escritor baiano - (1912-2001). Autor de vérios romances como Gabriela Cravo e Canela, Mar Morto etc.
) politico e jurisconsulto brasileiro, natural de Salvador-BA, (1849-1923).
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2 ndo é par se, e somente se, 6 € multiplo de | ~p <> q
3

EXERCICIOS

1) Identifigue quais das sentencas a seguir ndo sao proposi ¢des, justificando.
a) Marcos é elegante.

b) O Sol € umaestrela

c) 10™ é um nimero grande.

d) 10> 10°.

e) Salvador € acapital daBahiaealua é de queijo.

f) Se5éprimoentdo 2 ndo divideb.

g) A terraéredonda?

h) O Pico daNeblinaé muito alto.

i) O Pico daNeblinaé maisalto que o Pico daBandeira.

j) A baleiaéum mamifero ou Davi erabaixo” .
2) No exercicio anterior, classifique as proposicdes em simples ou compostas.

3) Traduza para alinguagem corrente as seguintes proposi Goes:

apv~q bp->g o~par~q dpe~q €(Pv-0<(@a~p

I) Paraproposicoes p: "D. Pedro | proclamou aindependénciado Brasil" e g: "D. Pedro |
foi imperador do Brasil".

[1) Paraproposicfes"p: 2> 3" e " 2=3".

4) Considere as proposicoes "p: Davi eramais baixo que Golias
e "Q: Davi erajudeu”. Traduza paraalinguagem simbalica as seguintes proposi ¢oes:

a) Na&o e verdade que: Davi eramais baixo que Golias ou erajudeu.

®) Ponto culminante do Brasil com 3.014 m
) Ponto culminante do centro-sul do Brasil com 2.890 m.
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b) Davi eramais alto ou da mesma altura que Golias.
c) Davi ndo eramais baixo que Golias e nem judeu.
(Expressdes da forma "néo é p e nem " devem ser vistas como "ndo p e naoq")

d) SeDavi erajudeu entdo ndo era mais baixo que Golias.

Respostas:

1) N&o sdo proposicoes:

a) o0 conceito “elegante” é subjetivo, alguém que sgja “elegante” na opinido de algumas

pessoas pode ndo ser para outras.

c) “grande’ é um conceito relativo, depende do contexto.

g) hdo € uma sentenca declarativa

h) andlogo ao item a)

j) andogo ao item @)

2) b) smples; d) simples; e) composta; f) composta; i) ssimples.

3) 1) @) D. Pedro | proclamou a independéncia do Brasil ou ndo foi imperador do Brasil;

b) SeD. Pedro | proclamou aindependéncia do Brasil entdo foi imperador do Brasil;

c) D. Pedro | ndo proclamou aindependéncia do Brasil e ndo foi imperador do Brasil;

d) D. Pedro | proclamou aindependéncia do Brasil se, e somente se, ndo foi imperador do

Brasil;

e) D. Pedro| proclamou aindependéncia do Brasil ou ndo foi imperador do Brasil se, e
somente se, D. Pedro | foi imperador do Brasil e ndo proclamou aindependéncia do
Brasil;

1) @ 2>3 ou 2=3(oudeformamaisresumida "2 > 3");

b) Se 2>3 entdo 2=3;

C) 2 ndtoémaiorque3d e 2=3(ou 2 <3 e 2=3);

d) 2> 3 se, esomentese, 2=3;

€) 2>3 ou 2=3 se, esomentese, 2#3 e 2 ndoeémaior que3 (oudeformamais

resumida, 2 > 3 se, esomente se, 2 < 3).

4) a) ~(pva); b) ~p; ¢) ~pAr~q; d) g— ~p.

(") Davi, personagem biblico (séc X| a.C.), segundo rei dos judeus, derrotou o gigante Golias.

-6-



2. OPERACOES LOGICAS COM PROPOSICOES
VALORES LOGICOS

O que queremos saber agora €: conhecidos os valores | 6gicos das proposi ¢oes dadas,
gual o valor |6gico da proposicéo resultante obtida com os conectivos?
Respondendo a esta pergunta vamos definir os valores 16gicos das proposicoes: ~p, p
AQ, PVQ, P—0Q, p<> 0, como decorrentes dos valores logicos das proposicdes p e g.
Para que o tema se torne o mais natural, usaremos, sempre que possivel, nosso "bom senso"
adquiridos de situacfes cotidianas. Mas vale ressatar que estas defini¢bes nem sempre nos
conduzem a situagfes ou a exempl os que estdo em acordo com este "bom senso”.
Negacao
Tomemos como exemplos as proposi¢oes a seguir e seus valores | 0gi cos.
1) Sejam p: "1 éraiz daequacdo x>-1 = 0" easuanegacdo ~p: "1 ndo é raiz da equacdo x>
1=0".EntioV(p)=V e V(~p) =F.
2) Segjam q: " 7z € um numero raciona” e ~q: "N&o é verdade que ~ € um ndimero racional”.
Entdo V(q) =FeV(~q) =V.

De um modo geral temos:

A negacéo de uma proposicéo p tem valor l6gico verdade quando p é

falsa e valor |6gico falsidade quando p éverdadeira.

Conjuncéo
Dadas as proposicoes p: "O Zimbabue é um pais africano” e ¢: "Oingléséa
lingua oficial da Guiana” mesmo que n&do saibamos os valores |6gicos de p e de g, sabemos

gue a proposicdo p A g: " O Zimbabue é um pais africano e o inglés € a lingua oficial da



Guiana’ é verdadeira apenas se 0 Zimbabue for um pais africano e também o inglés for a

lingua oficial da Guiana. Em qualquer outra situacéo aproposicdo p A q éfasa ©)

De modo geral temos,

Dada a proposicdo p e aproposicao g, aproposicdo p A q € verdadeira quando as

duas proposi¢coes forem verdadeiras, e é falsa se pelo menos uma delas for falsa.

Exemplos:

1) 2 é impar e 3 € primo.

2) Salvador é acapital daBahia e aluaéumaestrela.
3)  éum ndmeroirracional e 3 divide9.

4) 2 éraiz daequacdo x>-1=0 e 0,333... n&o éum nimero racional.

De acordo com 0 que ja estabelecemos, apenas a proposicao do item 3) é verdadeira,

todas as outras sdo falsas.

Disjuncao

Dadas as proposicbes p: "O Portugués é alingua oficial do Brasil" e g:"Zamzibar €
uma ilha da Europa’, como sabemos que p é verdadeira, entdo podemos afirmar que a
proposicdo p v g: " O Portugués é a lingua oficial do Brasil ou Zamzibar é uma ilha da
Europa" é verdadeira mesmo que n&o saibamos se q é ou ndo verdadeira."”

De um modo geral temos,

Dadas proposicdes p e q, aproposicdo p v ( é verdadeira quando pelo menos uma

das proposicoes for verdadeira, e € falsa se as duas forem fal sas.

Exemplos:
Sejam as proposi ¢oes,

1) 2 é impar ou 3 é primo.

) Escreve-se Zimbabwe ou Zimbabue. Ambas s30 proposi ¢oes verdadeiras.
) Zamzibar é umailhada Africa
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2) Salvador é acapital daBahia ou aluaéumaestrela
3) © éum numero irracional ou 3 divide9.

4) 2 éraiz daequacdo x>1 =0 ou 0,333... N0 é um nimero racional.

De acordo com 0 que estabel ecemos, apenas a proposicdo do item 4) é falsa, todas as

outras sao verdadeiras.

Observacdo: A diguncdo definida anteriormente é chamada disjuncéo inclusiva. Existe
também a chamada disjuncéo exclusiva, indicadapor v (queselé& ou...ou) emque p v

g éverdadeira se apenas uma das proposi¢des é verdadeira.

Condicional

Dadas as proposices p: "O poeta Castro Alves nasceu em Salvador" eq: "O
poeta Castro Alves era brasileiro” entdo o nosso "bom senso” nos diz que, mesmo que
sgjam desconhecidos os valores logicos de pou de g, aproposicédo p —> Q- "Se o
poeta Castro Alves nasceu em Salvador entdo era brasileiro” € verdadeira. Neste caso nés
nos baseamos na certeza que caso p seja verdadeira entdo g também € verdadeira. Ou sgja,
podem ocorrer as seguintes combinagdes de valores | 6gicos para as proposi coes acima:

V(p)=V e V(q)=V.

V(p)=F e V(g) =V.

V(p)=F e V(q) =F .

E, como as pessoas que nascem em Salvador sdo brasileiras, ndo pode ocorrer

V(p)=V e V(q) =F.

De modo geral temos,

Dadas proposicoes p e g, a proposicdo p — ( é falsa quando p é
verdadeirae g é falsa e é verdadeira nos demais casos.

) O poeta Castro Alves nasceu em Muritiba, perto de Curralinho, hoje cidade de Castro Alves-Ba
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Exemplos:

a) Asproposicies p: "2 divide4" e . "2divide 8" sio verdadeiras. Logo a proposicao
p — Q: "Se 2 divide 4 entdo divide 8" é verdadeira

b) As proposicdes p:"2=-2" e ( "-1=3" sdofasas. Logoaproposicdo p— q:
"Se2=-2entdo -1=3" éverdadeira

c) A proposicdo p:"2=-2" éfasa eaproposicdo Q: "4 =4" éverdadeira. Logo, p —>

g: "Se-2=2entdo 4 = 4" é verdadeira.

d) A proposicdo p: "1< 3" éverdadeira ea proposicdo q: " _71 < _73 " éfalsa. Logo, p

— (. "Se 1< 3 entdo _71<_73 " éfasa

Observacoes:

1) Na condicional p — g temos que: p é chamado de antecedente e q € chamado de
consequente. Dizemos também que g € consequéncia de p (veja mais adiante as proposi¢oes
de cunho matematico).

2) A condicional p— g também pode ser lidacomo: "p somenteseq" ou "q, sep"

3) Quando a condicional p — q é verdadeira dizemos que "p é condicédo suficiente para Q"
ou ainda “q € condicéo necessaria parap”. O exemplo a seguir pode nos gjudar a "aceitar"
0 uso dos termos “suficiente” e “necessaria’.

“Se Addo é pai de Abel entdo é mais velho que Abel”. )

a) Adao ser o pai de Abel é condicéo suficiente para ele ser mais velho que Abel, ou sgja, é
suficiente Addo ser o pai de Abel para garantirmos que ele € mais velho que Abel.

b) Ad&o ser mais velho que Abel é condicdo necessé&ria para ele ser o pai de Abel, ou sgja, é
necessario que Adao seja mais velho que Abel para gque ele possa ser o pai de Abel.

3) Notemos que, de acordo com a regra que estabelecemos para o valor l6gico da
condicional, quando o valor l6gico da proposicdo p € faso, temos que p —» q €
automaticamente verdadeira (néo depende do valor 16gico de ). Para o nosso "bom senso”,
isto se justifica pelo fato de que se p é falsa, qualquer conclusdo pode ser tirada dai,
verdadeira ou falsa. Por exemplo, se supusermos que "-2 = 2" (somando-se 1 a ambos os

membros)  podemos concluir que "-1 = 3* e (elevando-se ambos 0os membros ao
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guadrado) também que "4 = 4". Em outras palavras, se p é fasa, tudo é vdido como nos
ditados populares: “ Se vocé é o dono da Coca-Cola entéo eu sou o rel dalnglaterra’.

4) Também da regra estabelecida, surgem proposicies que apesar de ndo terem nexo Ssao
verdadeiras. Tais como: “Se 2 = 2 entdo a Lua é satélite da Terra’, “Se a Terra € quadrada
entdo 2 + 2 = 4", "Se aBahia é a capita do Brasil entdo Paris € uma cidade dos Estados
Unidos'. Essas proposi¢coes, apesar de serem verdadeiras, ndo tém nenhum sentido prético.
5) Uma condicional p — q ndo afirma que o consequente g se "deduz" do antecedente p,
ou sgja, pode ndo haver uma relacdo intrinseca entre p e q. Por essa razdo a condicional €

também chamada de "implicacdo material”.

A partir dacondicional p — q podemos obter as seguintes proposi ¢oes:

a) "q— p" que éasuareciproca

b) "~q — ~p"que & asuacontrapositiva

Exemplos:

1) Dadaacondicional "Se 7> 3 entdo 7 >4" temos

a) asuareciproca: "Se r >4 entdo ~ >3"

b) a sua contrapositiva: "Se 7 ndo é maior que 4 entdo x ndo € maior que 3" (ou

"Se 7<4 entdo 7 < 3")

2) Dada a condicional: “Se ~/3 é um nimero irracional entfio 2+/3 éirracional”, temos
a) asuareciproca: "Se 2./3 éirraciona entdo /3 éirraciona”

b) a sua contrapositiva: "Se 2+/3 ndo éirracional entdo /3 ndo é irracional” ou "Se

2+/3 éraciona entdo v/3 é raciona”

) Referéncia aos personagens biblicos

-11 -



Bicondicional

Dadas as proposi¢coes p: "O poeta Castro Alves nasceu naBahia' e q: "O poeta Castro
Alves era baiano ", entdo mesmo que fossem desconhecidos os valores logicos de p
ou de g,a proposicdo p <> Q. "O poeta Castro Alves nasceu na Bahia, se, e somente
se, era baiano" é verdadeira. 1sto acontece porque p e g tém sempre 0s mesmos valores
|6gicos, ou sgja, ou ambas sdo verdadeiras ou ambas séo falsas. Podem ocorrer as seguintes
combinagdes de valores 16gicos para as proposi ¢ées acima:

V(p)=V e V(q)=V.

V(p)=F e V(g) =F.

N&o pode ocorrer asituacéo: O poeta Castro Alves nasceu na Bahia e n&o era baiano.

V(p)=V e V(q) =F.

Nem asituacdo: O poeta Castro Alves ndo nasceu na Bahia e era baiano.

V(p)=F e V(q)=V.

De modo geral dizemos que,

Dadas as proposicdes p e , a proposicdo p <> ( € verdadeiraquando p e
g tiverem os mesmos valores | 6gicos e é fal sa nos demais casos.

Exemplos:

a) As proposicies p: "2 divide 4" e (: "2 divide 8" sdo ambas verdadeiras. Logo a
proposicdo p <> q: "2divide4 se, e somente se, divide 8" é verdadeira.

b) Asproposicdes p:"2=-2" e (. "-1=3" sdoambasfalsas. Logoaproposicdo p
< Q:"2=-2 se,esomente se, -1=3" éverdadeira

C) A proposicdo p: "2=-2" éfadsa eaproposicdo (. "4 =4" éverdadeira. Logo, p <>

g:"2=-2 se, e somente se, 4=4" éfdsa

d) A proposicdo p: "1< 3" éverdadeira ea proposicdo q: _71 < _73 " éfalsa Logo, p

-1 -3,
g: "1< 3 se, e somente se, 7<73 " efasa
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No caso dabicondicional p <> q ser verdadeira também pode ser lida como
i) p é condicdo necessaria e suficiente parag.

ii) g € condicdo necesséria e suficiente para p.

Exemplo: "Adéo é pai de Abel se, e somente se, Abel é filho de Ad&o" € uma bicondicional
verdadeira entdo "Adao é pai de Abel é condicdo necessaria e suficiente para Abel éfilho de
Adao" e "Abe é filho de Adéo é condicdo necessaria e suficiente para Adao € pa de
Abel"

Observacao: Em geral, para evitar ambiguidades, usamos paréntesis na ssimbologia das
proposicdes compostas, como por exemplo (p A Q) v r. Nos casos em que fazemos a

supressao dos paréntesis, adotamos a seguinte ordem de precedéncia dos conectivo:

1)~ ; 2)A,v (naordemdeaparecimento); 3)—>; 4) <.

Exemplo: A proposicdo pAqvrr < ~r— s, deveserlidacomo

(Pr@) v (=1 —9).

EXERCICIOS

1) Determine os valores 16gicos das proposi coes:
a)3>2e3=2

b)3>2 ou 3=2

c)3=2

d2=3

€) 2 épar e é primo

f) A lua é satélite daterraou € umaestrela

g) méraciona ou wt €irracional.

h) = éracional e m éirracional.

i) Se a Terra € redonda ent&o gira em torno do Sol.

j) Se aTerra é redonda entdo ndo gira em torno do Sol.

-13-




k) Se a Terra é quadrada entdo ndo giraem torno do Sol.

I) Jorge Amado escreveu o romance "Mar Morto" e nasceu naBahia.

m) N&o é verdade que: Jorge Amado escreveu o romance "Mar Morto" ou nasceu no Rio de
Janeiro.

n) Sofia Loren ) nasceu na Itédlia, se somente se, éitaliana

0) Curitiba ndo é capital do Amazonas e nem de Pernambuco.

p) E falso que: 2 é par se, e somente se, 3 € impar.

q) E falso que -3 é par se, e somente se, -3 € impar.

2) Dadas proposicbesp, g, e r taisque q éverdadeirae r éfasa, estude as possibilidades
para os valores |0gicos das proposi goes a seguir:

a paq b) pvq g—>p dr—q er—p flp—>rg (-
Qdvp hpeqg H~F—>q) j)~r->qg Kk pv~-p IDpvp

mqg—>q Nror

3) Escreva areciproca e a contrapositiva das condicionais:
a) Se Adéo é pa de Abel entdo é mais velho que Abel.
b)Se2e Nentdéo2 € Z

Respostas:

1) Séo verdadeiras as proposicoes: b) c) e) f) g) i) k) 1) n) o) Q).
2) 8 SeV({p)=VentdoV (prg) =V; seV(p)=Fentdo V (prq) = F

b) V(pva) =V

c) Se V(p)=VentdoV((g—>p)=V; seV(p)=Fentdo V(q—>p) =F
dVir—>q=V

e V(r—p) =V

f) SeV(p)=V entdo V(p—o>r=F seV({p)=FentdoV (p—>r1)=V
g) V(r—>a)vp)

h) Se V(p)=V entio V(pe>q) =V;seV(p)=FentdoV (p<>Qq) =F
) V(~(r—>q))=F
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NVEr—->aq=Vv

K)V(pv~p)

)SeV(p)=VentdoV (pvp)=V;seV(p)=FentdoV (pvp) =F
m)V(@—q) =V

nNVrern=V

3) a) Reciproca: Se Adao € mais velho que Abel entdo € pai de Abel.
Contrapositiva: Se Addo ndo é mais velho que Abel entdo ndo é o pai de Abdl.
b) Reciproca: Se2 € Z entdo 2 € N.

Contrapositiva: Se2 ¢ Z entdo 2 ¢N.

3 - VARIAVEIS E FORMULAS PROPOSICIONAIS.
CONSTRUCAO DE TABELAS-VERDADE

Como dissemos anteriormente, usamos as letras mindsculas p, g, r,... OU essas letras
com sub-indice, p:;, p», ... Pn, Para representar proposicées. Como podem representar
guaisquer proposi¢cdes, chamamos essas | etras de variaveis proposicionais.

Aplicando os conectivos as variaveis proposicionais obtemos as formulas

proposicionais.

Chamamos de férmula proposicional a uma expresséo envolvendo

variaveis proposicionais e conectivos tal que, fixando as variaveis,

obtemos uma Uni ca proposi ¢ao.

A conjuncdo p A g, com p e g variando entre as proposi¢oes, € um exemplo de
formula proposicional com duas variaveis p e g. De modo andlogo, podemos dizer que p v
0, P— q e p<«> g sdo também exemplos de férmulas proposicionais de duas varaveis. Ja

no caso da negacdo, ~ p, como ela envolve apenas uma variavel, p, trata-se de umaformula

®) Atriz italiana
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proposicional de uma varidvel. As variaveis proposicionais sdo também exemplos de
formulas proposicionais.

Aplicando repetidamente os conectivos fundamentais as férmulas proposicionais
podemos obter outras formulas proposicionais. Por exemplo, dadas as férmulas

proposicionais pA q € r—(q podemos obter as formulas:

(PAQ) v (r—0), (pAQ) <> (r—0q), etc.

Exemplo: Sejaaformulaproposiciona ~(p— q).
a) Aplicando estaférmula as proposicdes "O Brasil esta situado na Américado Sul" e"A
lingua oficial do Brasil é o Espanhol" obtemos a proposicéo "Nao € verdade que: se o Brasi
esta situado na América do Sul entdo sualingua oficial é o Espanhol.
b) Aplicando esta férmula as proposicbes " 7 > 3" e "z > 4" obtemos a proposicao "Nao é
verdade que: se 7 >3 entdo 7 >4".

Quando necessario, indicaremos as férmulas proposicionais usando letras mailscul as
P, Q, R etc.

Exemplo: Dadas asférmulas proposicionais P.~p—>q e Q:pv q entioPAQ éa

formulaproposiciona PAQ: (~p—>qg) A(pVv Q).

Construcao de Tabelas - Verdade

Considere a negacdo ~p. Pelo visto anteriormente, temos que, fixando a varidvel p
entdo obtemos uma proposicdo verdadeira ou falsa. Se p for verdadeiraentdo ~p serafalsae
caso contrario ~p sera verdadeira.

Vamos resumir este resultado em forma de uma tabela, em que na primeira coluna
apresentamos todas as possibilidades de valores | 6gicos possiveis para as proposicoes p e na

ultima os valores 16gicos das proposi ¢oes ~p.

P =P
\% F
F \%
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Seja a conjuncdo p A . Sabemos que, apos fixarmos as variaveis p e q, a
proposicdo p A q € verdadeira quando p e q sdo ambas verdadeiras, em todas as outras
possibilidades p A q é falsa. Podemos resumir este resultado através da tabela em que nas
duas primeiras colunas apresentamos todas as possibilidades de valores [6gicos parap e q e

na ultima os val ores 10gicos resultantes para as proposi¢cdes p A g.

P a4 paq
V V. oV
V | F| F
F V F
F|F| F

De modo analogo podemos considerar tabelas-verdades para todas as féormulas
proposicionais.
Exemplos: Apresentamos a seguir tabelas-verdades para agumas férmulas

proposicionais.

1) pvq
p 9  pvg
Y, Y, Vv
Y, F Vv
F Y, Vv
F F F
2) p—>q
P d p-—q
V. VvV
V F F
F V VvV
F| F| Vv




3) peQ

p q peq

V V V

V F F

F V F

F F \Y

4) (pAr~q) & (rAp)

P|lad|r | ~ad|pa~q| rap | (pa~q)e(rAap)
VIV|V|F F V F
VIV|F|F F F V
VIF|V|V Vv V Vv
VI F|F |V \Y; F F
FIV|V|F F F V
FIV|F|F F F V
FIF|V |V F F Vv
FIF|F |V F F \Y;

EXERCICIOS

1) Aplique aférmula proposicional p — ~q as seguintes proposi¢oes:

p: "A Bahia é um estado da regido nordeste” e (@ "Salvador é a capital da Bahia e foi
fundada em 1549 )"

2) Construa tabelas-verdade para as seguintes formulas proposicionais.

~p)ep b (prag)ar ) (pPAg >(~PpvQ)

Respostas:

1) a) Se a Bahia € um estado da regido nordeste entdo néo € verdade que: Salvador € a
capital daBahia e foi fundada em 1549.

2) a)

) A cidade de Salvador foi fundada por Tomé de Sousa em 29 de marco de 1549
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~(~p) < p

~(~p)

~p

b)

(P AQ) AT

PAQ

c)

(pAQ) >(~pva)

~pvq

~p

P AQ
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4. TAUTOLOGIAS E CONTRADICOES

Tautologias
Tomemos a férmula proposicional p A q — p. Através da tabela-verdade abaixo
podemos verificar que esta formula ao ser aplicada a quaisquer proposicbes p €  q,

resulta em proposicdo, representadapor p A q— p, verdadeira.

P 4 pAg pAg—p
V. V  V Y
V F F %
F Vv F Y
F F F Y

Dizemos, neste caso, que p A g — p é umatautologia.

De modo gera dizemos que,

Uma tautologia é uma formula proposicional a n variaveis, p, pa, ... Pn que ao
ser aplicada a quaisquer n proposi¢oes, representadas pelas variavels py, pa, --- Pn

resulta em proposi¢cao verdadeira.

Como no exemplo acima, podemos identificar uma tautologia através da sua tabela-

verdade, verificando se a Ultima coluna apresenta apenas valor 16gico verdade.

Exemplo: A formula proposiciona  ~p v p € uma tautologia, pois ao ser aplicada a
gual quer proposicao resulta em proposi¢céo verdadeira
Se P é umatautologia, P também é chamada de férmula proposicional tautolégica ou

logicamente verdadeira. Umatautologia é em gera indicadapor V, T ou 1

Contradic0es
Consideremos a férmula proposiciona p A (~p AQ ). Através da sua tabela-verdade
(dada a seguir) podemos ver que ao ser aplicada a quaisguer proposicoes, representadas por

p e g, resulta em proposicao falsa.

-20 -



p q ~p ~pAg  (~PAQ)ApP
V V F F F
V F F F F
F V V V F
F F V F F

Temosquep A (~p AQ) €umacontradicao.

De modo gera dizemos que,

Uma contradi¢cdo € uma férmula proposicional a n variaveis, py, pa, ... pn que ao
ser aplicada a quaisquer n proposi¢coes, representadas pelas variavels py, pa, --- Pn

resulta em proposi¢éo falsa.

Assim como no caso de tautologias, podemos identificar uma contradicéo atraves da

suatabela-verdade, verificando se a Ultima coluna apresenta apenas valor 16gico falsidade.

Exemplos:
1) A formula proposicional p A ~p € uma contradicdo, pois ao ser aplicada a qualquer
proposi ¢ao resulta em proposicdo falsa.
2) E fécil ver que se P é uma tautologia entd0o ~P é uma contradicdo e, vice-versa, se P é
uma contradi¢éo entdo ~ P € uma tautologia.

Se P é uma contradicéo, P € também chamada de férmula proposicional logicamente

falsa. Uma contradicéo é em gera indicadapor F, C ou O.

EXERCICIOS
1) Verifique se as férmulas proposicionais sdo tautol ogias ou contradicoes:
a~(pva <>~par~q b)pr~q—>~pvq p—>gqe>~q—>~p dr—

s&>s—>r e~(parq—p)
Respostas:

1) Sdo tautologias: @ ¢). E contradicio: ).
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5. EQUIVALENCIA

Dizemos que uma formula proposicional P é equivalente a formula
proposicional Q ou, simplesmente, que P é equivalente aQ se a férmula

proposicional P <> Q étautologica.

Paraindicar que P € equivalente aQ usamosanotacdo P < Q.

Exemplos:

1) Como consequéncia do modo como se define o valor |o6gico da bicondicional de duas
proposi¢oes (a bicondicional é verdadeira se as duas proposi¢des possuem mesmos valores
|6gicos, caso contrario é falsa) temos as seguintes equivaléncias,

a) P < P paratoda férmula proposicional P.

b) Se P& Qentio Q < P.

c) SePeQ eR sdo formulas proposicionais taisqueP< Q e Q< R entiloP< R

Isto &, arelacdo de equivaléncia goza das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

2) Dadasas formulas proposicionais P.p—>q e Q:~pvq, temosqueP<«> Qé

tautol 6gica (veja tabela a seguir), portanto P < Q.

P a4 p->qg ~p -~pvg (p->0a)e(-pva)
vV V. V F Y v
V F F F F v
F V. V VvV Y% Y%
F F  V V Y% Y%

Observacdo: Ossimbolos <> e < sdo digtintos!
> indica uma operacdo | 6gica.

= estabelece que P« Q étautologica (estabelece umarelacdo entre P e Q).
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Exemplos: A seguir listamos vérias equivaléncias, muito utilizadas em Matematica, e que
podem ser demonstradas pela construcdo das tabel as-verdade ou analisando valores | 6gicos,
tarefa que deixaremos ao leitor.

1) Se P e Q sdo ambas tautol 6gicas ou ambas contradicbes entdo P < Q.

pr~p <F

pv~p <V

Hp—>q < ~pvqg(Vega oexemplo 2) anterior)

5 p— g < ~q— ~p (acondicional e suacontrapositiva sdo equivalentes, nessa
equivaléncia se baseia o método de demonstracéo por absurdo que exemplificaremos no
capitulo seguinte).

6) ~(p — q) < p A ~q (negagado da condicional).

Npeqg<e(pP—>09 A(g—p) (abicondiciona p <> q é equivaente a conjuncdo da
condiciona p — g e suareciprocaq — p).

8)~(p<0q) < (pA~Qq) v (g ~p) (negacéo dabicondicional ).

As operacBes logicas negacdo, conjuncdo e diguncdo gozam das seguintes

propriedades que podem ser verificadas facilmente.

Dupla Negagéo ~p | < p
| dempotente pAp < p
pvp < Y
pAd = qAp
Comutativa pvg <  qvp
CYN: VIS INCINY
Associativa pvovr < pv(gvr)
pAV = Y
Elemento Neutro pvF = Y
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pA F < F
Elemento Absorvente pvV o \Y
Cpa@vn e (PAQV(PAD
Distributiva pv(QAaTr) = (pv g A(pvr)
pvprg < p
Absorcéo pa(pvg < p
 Hprd & pveg
Leis de De Morgan ~(pvy o ~p A ~q

Observacdo: Qualquer equivaléncia continua sendo valida

guando substituimos variaveis proposicionais por férmulas

Exemplo: Quaisguer que sejam as férmulas proposicionais P, Q e R temos,

DPAQVR) & (PAQ) v (PAR),comonocasodetomarmosP: p—r, Q:pvge R:
0 AP, OU g8,

P->nNA(Pva)v(@ap) < (P> A(PvaA) v (P—>1)A(@QAR)

EXERCICIO

1) Mostre as equivaléncias citadas na segdo anterior.
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6. METODO DEDUTIVO
SIMPLIFICACAO DE FORMULAS PROPOSICIONAIS

A maioria das equivaléncias foram demonstradas até aqui usando tabelas-verdade. Veremos
agora a demonstracéo de equivaléncias usando outro método, denominado método dedutivo.
Este método consiste em substituir formulas proposicionais por outras equivalentes. No
emprego do método dedutivo desempenham papéis importantes as equivaléncias ja citadas

na secgao anterior.

Exemplos: Vamos demonstrar as equival éncias a seguir, usando o método dedutivo:
Dp—>qg < pa~g — F (Estaequivaéncia € bastante usada em demonstracfes de
Matematica, como veremos no capitulo seguinte, e € denominada reducéo ao absurdo)

D] (pA ~@) > F < ~(pAr~QVF < ~(pAr~0) & ~pv~(-0) < ~pv g <p

—q

2)p—>qg < pvg—>q

D] pva—>q & ~(pvavg & (~par~Qv g (~pv ga(~qv g <
& (~pv AV < (~pv g < p—(g

A p>qvre pa~qor

Dlpar(~gQ)>re~pa=qQ)vre~pvgvres~pvvnesp—o>gyr.

Substituindo férmulas proposicionais por outras equivalentes, podemos obter
formulas mais simples. llustraremos esse procedimento no exemplo a seguir.
Exemplo: Vamos simplificar aférmula proposicional ~p — (p A ):

~p>(PArq < pv(Pargd < (PvPA(PvA < palpva) < p.

EXERCICIOS

1) Usando método dedutivo, mostre as seguintes equivaléncias:
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A~p—>p <P

b)(p>0d—->q < pvqa
)(P—=> 9 A(P—>1) < p—(rag)
dp—>@vr)e (paA~q) —>r

2) Utilizando as propriedades operatérias, simplifique as seguintes proposi coes:
a(pv(paa)) A ~(pra)
b) (pA~(@QvD) v (PA~(PA~Q) v (PA~(PA~T))

Respostas

Db)(p->a—>q < (~pva>qe~(pvovaesPa~gvage(Pvaal~qy
Y= PvaoaV<e(pva)

d(pAr~q) »re ~(pA~Q)vre (pvg)vre~pv(@vnep—>(@Qvr)

2)apAa~q b) p
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7. IMPLICACAO LOGICA

Dadas duas formulas proposicionais P e Q, dizemos que P implica logicamente Q,

ou simplesmente, P implica Q se a férmulaproposicional P — Q étautoldgica.

Se P implica Q usamosanotagdo P = Q.

A umacondicional P — Q tautol6gica, chamamos de implicacéo.

Exemplos:

1) Como consequéncia do modo como se define o valor légico da condiciona de duas
proposicoes (a condicional € falsa apenas se a proposicéo antecedente é verdadeira e a
consequente € falsa, caso contrério € verdadeira) temos as seguintes implicacoes.

a) P= P paratodaférmula proposicional P.

b) Se P= QeQ = Pentéo P< Q (ver exemplo 7) dasecao 5).

c) SePeQ eR sdo formulas proposicionais taisqueP= Qe Q=R entdoP= R

Isto é arelacdo de equivaléncia goza das propriedades reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
2) Dadas as férmulas proposicionais P. pAq e Q: p, temosgue P — Q étautoldgica

(vgatabelaaseguir), portanto P = Q.

P1A] PAQ | PAG—D
V|V \Y \Y
V|V F \Y
V| F F \%
V| F F \Y

Observacdo: Ossimbolos = e — sdodistintos!

— indica uma operacdo |6gica
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= estabelece que acondicional P — Q é tautologica. (estabel ece umarelacdo entre P
e Q).

Regras de Inferéncia
Algumas implicacBes loégicas se destacam por terem papel importante nas
demonstragdes matematicas. Tais implicacbes sdo chamadas de Regras de Inferéncia.

V g amos alguns exempl os.

Regra da Adicéo (A.D.)

P=pvq
q=pvq
Regra da Simplificacdo (SIMP)

PAQ=Dp
PAQG=q
Regra do Modus Ponens ¢ (M.P)

(P—>aAp=q
Regra do Modus Tollens™ (M.T)

(P->)Ar~q=~p
Regra do Silogismo Hipotético (S.H)

P—>9Ar@=>nN=p—>r

EXERCICIOS

1) Mostre asimplicagOes citadas na secgao anterior.
2) Mostrar sem usar tabela verdade que::

A >9)A(~r>t)A(-9) =t

b)(~pva)Ap=4q

®) Modo direto
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Respostas

1) Regrade Adicéo

p>pvge~pvppvg e (pvp)vgesVvges V.

Regra Modus Ponens

P>dAp—> g (Cpv)apo>qe(-pap) v ([@Aap) > qe Fv(Qap) —> ¢
<@ap)—> g ~(ap)v g (av~-p v g (v gv~peVv~p
< V.

2) b)(pvaap—>ae ~((-pvahap)vaes (PA~V-pvae (PA~0) Vv

~(pAr~Q) V.

") Modo indireto
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Capitulo 2
SENTENCAS ABERTAS / QUANTIFICADORES

1. SENTENCAS ABERTAS

Sgaaexpressdo x +1=0.

Observamos que expressao ndo € uma proposicdo pois ndo possui valor 16gico
definido. Mas passa a té-lo quando fixamos x. Por exemplo, torna-se uma proposi¢cao

verdadeira parax = -1 e uma proposi¢ao falsa para qualquer valor diferente de -1.

Chama-se sentenca aberta em um conjunto U a uma regra que associa a

cada elemento x de U uma Unica proposi¢cao p(x).

Exemplos:

1) p(x): "x +1=0", noconjunto U = N.
2) p(x): "x?- 4 =0", no conjunto U = N.
3) p(x): "x?- 4=0", no conjunto U = Z.

Se U é o produto cartesiano dos conjuntos U;, U, Us... U, istoé U=
UixUyxUs... xU,, entdo x = (X1, Xp, X3, ...X,). Neste caso, temos uma sentenca aberta de n
varidveis Xy, Xo, Xz, ..Xn, Xj € U;, i1 =1, 2, ..., n.

Exemplos:

1 p(x): " Jx+1=0", no conjunto U = N.

2) p(x,y): "x +y =1", no conjunto U = N2

2) p(x, Y, 2): "X +Yy° + 7" < 0", ho conjunto U = R®.

Uma sentenca aberta também é chamada funcéo proposicional, o conjunto U, de
conjunto-universo e o conjunto dos elementos x de U tais que p(x) € verdade é chamado de
conjunto-verdade dafunc&o proposicional, que indicaremos por Vp.

Vp={xe U;V(p(x)) =V } oudemodo maisresumido Vp={ x € U; p(x)}
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Exemplos:

1) O conjunto verdade da sentenca aberta p(x): "2x —1=3", noconjunto N eV, =
{x e N; 2x — 1 =3}, que também pode ser representado por V, = { 2}

2) O conjunto verdade da sentenga aberta p(x): "x“ + 5x + 6 = 0", no conjunto Z € V,={x
e Z; x¥*+5x+6=0}, que pode ser representado por Vp={-2,-3}.

3) O conjunto verdade da sentenga aberta p(x): "X+ 5x + 6 = 0", no conjunto N é V= {x
e N; x*+5x+6=0}, que pode ser representado por Vo=

4) O conjunto verdade da sentenca aberta p(x):"x>3", no conjunto U=
{-1,0,2,3,5,6,7} é V,={5,6, 7}

5) O conjunto verdade da sentenca aberta p(x,y): "x -y =0", no conjunto N?é V=

{(xy) e N°| x=y} ={(0,0), (1.1), (2.2),--}
Operacoes Logicas com Sentencas Abertas

As operacOes l6gicas sobre proposicfes se estendem naturalmente as sentencas
abertas. Assim, dadas as sentencas p(x) e q(x) no conjunto U podemos obter novas

sentencas como:

~p(x), p(X) A ax), p(X) v a(x), p(x) = a(x), p(x) <> aq(x)

Outras sentencas podem ser formadas aplicando-se repetidamente as operagoes

|6gicas como, por exemplo, p(x) <> [q(X) A r(X)].

Nem sempre as sentencas abertas sdo apresentadas exibindo-se claramente suas
variaveis e 0 seu conjunto universo, como por exemplo:
1) "Carlos € baiano". A ndo ser que estggamos nos referindo a uma determinada pessoa,
significa "x € baiano" com x pertencente ao conjunto dos seres humanos gque se chamam
Carlos.
2) "O trigngulo ABC é retangulo” que significa "x é retangulo” com x pertencente ao

conjunto dos tridngul os.
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3) "O péssaro canta' que significa "x canta no instante y" com x pertencente ao conjunto
dos passaros e y indica o tempo.
4) "Chove" significa"Chove no lugar X e no instante y".
5) "Asretas a, b e c sdo distintas® significa "a, b e c sdo distintas’ com a b ec
pertencentes ao conjunto das retas.

Por essa razéo, usaremos também para indicar sentencas abertas, em alguns casos, a

notagéo p, q, I, etc, no lugar de p(x), q(x), r(x), etc.

Exemplo: Dadas as sentencas abertas p: "Chove hoje" q:"N&o chove amanhd' e r:
"Hoje é sextafeira entdo podemos  obter as sentengcas ~p: "N&o chove
hoje", p A r: "Chove hoje e hoje é sextafeira”, p v g: "Chove hoje ou ndo chove

amanhd" , p — [q v r] : Se chove hoje entdo: ndo chove amanha ou hoje é sexta-feira’, etc.

Tautologias e Contradic6es

Uma sentenca aberta p(x) no conjunto U é uma tautologia (ou é

tautologica) se seu conjunto verdade V, eigual aU.

De modo andlogo as férmulas proposicionais tautologicas, indicamos as sentencas

abertas que sdo tautol 6gicas por V.

Exemplos:
1) Em qualquer conjunto U temos p(x):" x = X" € umatautologia
2) p(x): "x € U", no conjunto U, € uma tautologia.
3) p(X):"x-1eZ",emU =Z, éumatautologia.
4) p(x):"x-1" € N, em U =N, ndo é umatautologiapoisVp=N* ={1, 2,3, ...}.

5 p(x):"x-=1>0", emU =R, ndo é umatautologiapoisVp={x € R; x >1}.

Uma sentenca aberta p(x) no conjunto U € uma contradicdo se seu

conjunto verdade V, € o conjunto vazio.
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Indicamos as sentencas abertas que sdo contradigbes por F.

Exemplos:

1) Em qualquer conjunto U temos p(X): X # X € uma contradicao.

2) p(x): "x 2=-1", em U = R é uma contradico.

3) p(x): "x*=1", em U =R n&o é uma contradicdo poisVp={-1, 1} # @.

Equivaléncia entre sentencas abertas

Exemplo: Considere as sentencas abertas p(x):"x é pa" e ((x): "x + 1 é impar" no
conjunto Z dos nimeros inteiros temos que V, = V4 = {ndmeros inteiros pares}. Dessa
forma, para todo valor fixo de x € Z as proposices p(x) e g(x) tém mesmos valores
l6gicos, logo a proposicdo p(x) <> q(xX): "X € par se, e somente se, X + 1 € impar" é

verdadeira Dizemos, neste caso, que as sentencas abertas p(x) e q(x) sdo equivalentes.

De modo geral temos,

Dadas as sentencas abertas p(x) e g(x) no conjunto U, se a sentenca

aberta p(X) <> q(x) € tautolégica, dizemos que p(x) e q(x) sdo

equivalentes.

Como no exemplo acima, se p(x) e g(x) sdo equivalentes entdo seus conjuntos
verdade s80 iguais e, vice-versa, se as sentencas possuem conjuntos verdade iguais entéo
S0 equivalentes.

Se as sentencas p(x) e g(x) sdo equivalentesindicamos p(x) < q(x)
Exemplos:

Nos exemplos a seguir considere U =N

1) p(x): “x épar” e q(x): “x*épar” sdo equivalentes.

2) p(x): “x éprimo, x #2" e g(x): “x éimpar” ndo sdo equivalentes’.
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Observacdo: As definicbes em matematica sdo sempre equivaléncias, como por
exemplo,

"ABC € um tridngulo retngulo se, e somente se, possui um angulo reto” .

Mas nem sempre s80 escritas nesse formato, como por exemplo,

"Um tridngulo é retangulo se tem um angulo reto".

Todas as regras de equivaléncias vistas para formulas proposicionais também sdo
vélidas para sentencas abertas, ja que ao fixarmos as variaveis de uma sentenca obtemos

proposi goes.

Exemplos: 1) Usando as Leis de De Morgan para sentencas abertas:

~ (p(x) A (X)) < ~ p(x) v ~a(x)

~ (p(x) v (X)) < ~ p(x) A ~a(x)

temos,

a) EmU =Z évdidaaequivaéncia "Nao é verdade que: x >3 e X épar < x < 30U X
nado € par"

b) "Nao é verdade que: Carlosval ao cinemaou val ao teatro" é equivalente a "Carlos néo

val a0 cinemae nado va ao teatro"

2) Usando a comutativa para a conjungao

p(x) A a(x) < a(x) A p(x)

temos,

"X € um ndmero par eé primo" € equivalente a”x é um ndmero primo e x é par"

"Maria se casou eteve filho" € equivalente a"Mariateve filho e se casou”

Implicacéo entre sentencas abertas

Sgam as sentencas abertas p(x): "O quadrilatero x € um quadrado” q(X):
"Todos os angulos do quadrilatero x sdo retos’ no conjunto U dos quadriléteros. Temos que
V, ={x|x éum quadrado} eV, = {x | x &um quadrilatero cujos angulos séo retos} sdo tais
gue Vp < Vg. Logo ao fixarmos um quadrilédtero x, temos que se a proposicado p(x) €

verdadeira entdo a proposicdo g(x) também é verdadeira e portanto a condicional p(x) —
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g(x): "Se o quadrildtero x € um quadrado entdo todos os seus angulos sdo retos' é verdadeira
para qualquer quadrilatero x. Ou sgja, a sentenca aberta p(x) — q(x) € tautoldgica. Neste
caso dizemos que p(x) implica q(x) eindicamos p(x) = q(x).

De modo geral temos,

Dadas as sentencas abertas p(x) e g(x) no conjunto U, se a sentenca

aberta p(x) — q(x) é tautologica, dizemos que p(x) implica q(x).

Se as sentencas p(x) e q(x) sdo tais que p(x) implica q(x) entdo indicamos p(x) =

a(x).

Como no exemplo acima, se p(x) = q(x) entdo Vp < Vq e vice-versa, se as
sentencas possuem conjuntos verdade tais que Vp € subconjunto de Vg entéo p(x) =
a(x)

Osteoremas da matemaética sdo constituidos de implicagdes.

Exemplos de teoremas:

a) “Sex e Nexépar entdiox?épar.

b) “Sexe Nex éimpar entdo x* é impar”.

c) “Dado um nimero x € Z temos, se x € multiplo de 4 entdo x € multiplo de 2".

d) “Sdaac Q,sea>0entdoa’ > 0".

e) “Sgama, b € N. Seaéum nuimero par, entdo ab é par”.

f) “A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo retangulo é igual a 180.
Este teorema pode ser reescrito naformade implicagéo: “ Se a, b e ¢ sGo as medidas dos
angulos internos de um triangulo qualquer entdo a+ b + ¢ = 180" .

0) “Todo quadrildtero convexo que tem lados opostos congruentes € paralelogramo”. Na
forma de implicacéo: “ Se um quadril&tero qualquer tem lados opostos congruentes entéo

€ um paralelogramo.”

Todas as regras para implicagbes vistas para formulas proposicionais

também sdo validas para sentencas abertas, ja que ao fixarmos as varidveis de uma

sentenca obtemos proposi goes.
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Veamos aplicagdes das regras de inferéncia, apresentadas no capitulo anterior, para

sentencas abertas.

Exemplos: 1) Aplicando aregradaadicdo, p(x) = p(x) v q(x), assentencas  p(x): "X >

2" eg(x):"x=2", emU =R, temos "X >2 = x> 2"

2) Aplicando a regra do modus ponens, (p(x) — q(x)) A p(x) = q(x), as sentencas p(x): "X

émultiplo de 4" eq(x): "x émdltiplode 2", em U = Z, temos

"Se x € multiplo de 4 entdo x é multiplo de 2, e x € multiplo de 4. Entdo x é multiplode 2 ".

Esta regra é vélida no caso (p(x) — q(x)) A p () = q(a) como por exemplo "Se x é

multiplo de 4 entdo x é multiplo de 2, e 32 é multiplo de 4. Entdo 32 é multiplode 2 ".

3) Aplicando a regra do modus tollens, (p(x) — q(x)) A (~q(x)) = ~p(x), as sentencas
p(x): "x émultiplode 3 ex >0" eq(x): "x>3",em U = Z, temos

" Se x é multiplo de 3 e x >0 entdo x> 3, e x < 3. Entdo x ndo é multiplo de 3 ou X

<0".

Esta regra € valida no caso (p(x) — q(x)) A (~q(@) = ~p(a), como por exemplo "Se x é

multiplo de 3ex > 0 entdo x> 3, e 1 < 3. Entdo 1 ndo é multiplo de 3ou 1<0". Como ndo

acontece 1< 0, concluimos que 1 ndo é multiplo de 3

4) Aplicando aregra do silogismo hipotético (p(x) —q(x)) A (q(X) —r(x)) = p(x) — r(x) as
sentencas  p(x): "x édivisor de 6" , q(x): "x é divisor de 12" e r(x): "x é divisor de 24"
definidasem U =N temos,

"Sex eédivisor de 6 entdo x édivisor de 12 e se x édivisor de 12 entdo x é divisor

de24 = Sex édivisor de 6 entdo x édivisor de 24".

Para sentencas abertas também usamos termos como contrapositiva, reciproca,
condicéo suficiente, condicdo necessaria, etc.

Segue da equivalénciap — q < ~q — ~p (vista para formulas proposicionais) que
p(x) — q(x) < ~q(x) —> ~p(x). Ou sga, a condicional p(x) — q(Xx) e sua contrapositiva séo

equivalentes. Dessa forma p(X) = q(x) se, esomentese, ~q(x) = ~p(X).
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Exemplo: Considere a implicacdo: "Se Jodo € pai de José entdo Jodo é mais velho que
José". Temos:

1) A sua contrapositiva € " Se Jodo ndo € mais velho que José entdo Jodo ndo € o pai de José
(que € também umaimplicacdo).

2) A sua reciproca é "Se Jodo € mais velho que José entdo € pai de Jos€" (que ndo € uma
implicagdo, nem sempre é verdadeira).

3) Jodo é pai de José é condicao suficiente para Jodo € mais velho que José.

4) Jodo é mais velho que Jose é condicdo necessaria para Jodo € pai de José.

Com os exemplos de implicagdes, mostraremos a seguir como as equivaléncias sao

utilizadas nas demonstragdes em Matemética.

Exemplos:

Considere os seguintes Teoremas :

1) Dadas trésretas distintas, a, b e ¢, doplano,se a//b e b//c entdo a// c.

Provaremos  usando reducdo ao absurdo, isto € usaremos a
equivaléncia p—> g < p A ~q >F. Neste caso paa provar que a//b e b
//c = a//c vamos mostrar que a//b e b//c e a//lc = F. \

D]
ja¥c=anczJ
iyanc#J e a//b e b//c = a=c (axiomadas paraeas)

lii) a= ¢, €umacontradicao, pois por hipotese as retas sdo distintas.

3) Dadoae Rcoma>0entdoa’ > 0.

D] Provaremos usando reducdo ao absurdo, ousga, ac R, a>0ea’ < 0=F
)a>0 = a=0

i)az0=>3a'%0,aa' =1

iiiya'<0,a>0eaa'=1= 1<0, 0queéuma contradicZo.
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4) Sga U =N. Sex®épar entdo x épar.

D] Provaremos usando a contrapositiva ou demonstracéo por absurdo, isto é
usaremos a equivaéncia p(x) > qXX) < ~q(x) > ~p(X).

i)xndoépar =>x=2k+1,k e N.

i)x=2k+1, ke N=x*=4k*+4k +1

i) X2 =4k + 4k +1 < x?=2(2k* + 2k) + 1

iv) X% = 2(2k? + 2k) + 1 = x* éimpar.

5) Sgjama, b € N, ab é par se, e somente sea € par ou b é par.

D] Provaremos usando a seguinte equivaléncia p<>q < (p—>q9) A(Q—p)

=) Seab é par entdo a é par ou b € par. Neste caso usaremos a contrapositiva, ou sgja, se a
éimpar e b € impar entéo ab é impar.

I)aéimparebéimpar > a=2k+1leb=2+1, ),k € N.
ia=2k+leb=2j+1=>ab=(2k+1)(2j + 1) =4kj + 2k +2j + 1 =2(2kj + k +)) + 1

i) ab=2(2kj +k +j) + 1 = ab é impar.

<) Seaépar oub é par entdo ab é par.
i)aépar=>a=2k,keN
ii)a=2k,k e N= ab=(2k)b =2(kb)
iii) ab = 2(kb) = ab é par.

EXERCICIOS

1) Dé o conjunto-verdade das seguintes sentencas abertas definidasem U = R.

a) p(x): xX*=5x +6=0 b) p(x): Vx*-1=3

2) Dé o conjunto-verdade das seguintes sentencas abertas definidas em U = AXA, com A =
{xeZ;-3<x<2}.

8) p(x, y): x*-y*=0 b) p(x,y): [x]|>]y]

3) ldentifique entre as sentencas abertas as tautologias e as contradi¢coes.

a) Se eu curso o 3° grau entdo ja cursei 0 2° grau.

b) Hoje € segunda-feira e amanhd é terca-feira.
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) Se hoje é segunda-feira entdo amanha é terca-feira

d) Se hoje é segunda-feira entdo amanha é quarta-feira.

€) Hoje é segunda-feira se, e somente se, amanhanéo éterca-feira

f) p(x): " x éparoux-1épa" em U=2Z.

g) p(x): " x°<0" em U=R.

h) "ABC éum tridngulo equil&tero ou possui pelo menos um angulo menor que 60° em U
={ABC; ABC éum triangulo}

4) Determine as sentencas abai xo que sdo equivalentes a sentenca " Se corre, cansa’.
a) N&o corre ou cansa.

b) Se ndo cansa entéo n&o corre.

C) Se ndo corre entédo ndo cansa.

d) N&o é verdade que: Corre e ndo cansa.

5) Escrever as condicionais seguintesnaforma "se... entéo".
a) Paraque um tridngulo sgja equilétero é suficiente que seus angul os sgjam congruentes.

b) A condicdo x e divisivel por 3 € necessaria para que x segjadivisivel por 6.

6) Negue as seguintes sentencas:

a) Chove e molha

b) Vou ao cinema ou vou ao teatro.

¢) Quem n&o chora ndo mama.

d) Sex<3entdox>0, em U=R.

e) Estudar é condicao suficiente para passar no vestibular.

f) Jodo sera aprovado se, e somente se, estudar
7) Verifigue se as sentencas abertas so equivalentes:

a) Dado U =N, p(x): “x émdltiplode 3" e q(x): “x~ émultiplo de 3".
b) p(x): “x = 3k + 1, paraalgumk € N” e q(x): “x*=3j + 1, paraagumj € N".
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8) Usea regrado modusponens, (p—> Qg Ap=40, ou aregrado modustollens, (p—>
g) A ~q = ~p, paracompletar asimplicagoes:

a) Sex édivisivel por 10 entdo é divisivel por 5. 20 é divisivel por 10 entdo

b) Se chove, uso guarda-chuva. Ontem choveu entdo

c) Se bebo, ndo dirijo. Dirigi entéo

dSexeQey eQentdox+ye Q. 1+y ¢ Qentédo

9) Complete usando aregra do silogismo hipotético (p > g)A(q—>r=p—r
a) Se Marcos va a Salvador entdo vai ao Bomfim e se Marcos vai ao Bomfim entdo compra

um patud. Logo, se Marcosvai a Salvador entdo

b) Sex épar eéprimoentdo x =2 oux =-2. Esex =2 ou x =-2 entdo x* - 4= 0. Logo, sex

€ par e primo ent&o

c) Se um quadrildtero ABCD é um quadrado entdo tem lados congruentes e se um
quadrildtero ABCD possui lados congruentes entéo é um losango. Logo, se um quadrilétero
ABCD éum quadrado entéo

10) Complete usando umadas duas regras dasimplificacéo, pAgq=p e pAQg=Qq.
a) Se José é professor e irméo de Antonio entéo

b) Sex € Qex>0entdo

11) Complete usando umadasduas regrasdaadicdo, p=>pvqge q=pva.

a Se entéo x > 4.
b) Se entéo sou professor ou medico.
RESPOSTAS

1.a) V,={23}
b) V,={-+10, ¥10}

2.3

V, ={ (-:3,-3), (-2, -2), (-1,-1), (-1, 1), (0, 0), (L, -1), (1, 1) }
b) V,

{ (- (-

{ ('3’ '2)’ ('31 '1)’ ('3’ 0)’ ('31 1)’ ('2’ '1)’ ('2’ 0)1 ('2’ 1)’ ('11 O)’ (1’0) }
3. Tautologias: a), ¢), f), h). Contradicbes: €), ) .

4. a), b) ed)

5. a) Se osangulos de um triangulo sdo congruentes entdo o triangulo € equilétero.
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b) Se x édivisivel por 6 entdo x é divisivel por 3.

6. a) Nao chove ou ndo molha.
b) N&o vou ao cinemae ndo vou ao teatro.
c) Observe que: "Quem ndo chora, ndo mama' é equivalentea" Se ndo chora
entdo ndo mama'. Logo sua negacdo € ndo chora e mama.
d) x<3ex<0.
€) Estudae ndo passano vestibular.
f) Jodo é aprovado e ndo estuda ou Jodo estuda e ndo € aprovado.
7. @) S&o equivalente. Provaremos usando a seguinte equivaléncia
pe>q < ((PE—>a9 A(@—p)

=)

1) x émultiplo de 3 = x = 3k, paraalgumk € N
i) x = 3k = x% = 9k? = 3(3K?).

iii) x? = 3(3k?) = x* émdltiplo de 3.

<)

i) x* émultiplo de 3 = xx émultiplo de 3

ii) xx émultiplo de 3 e 3 € primo = x € multiplo de 3 ou x é multiplo de 3
iii) x émultiplo de 3 ou x € multiplo de 3 = x é mdltiplo de 3.

b) N&o sio equivalentes, poisx?=3k +1, k e N % x=3j+1,j e N.
Contra-exemplo: x = 5.

8.d) ... 20 édivisivel por 5.
b) ... usel guarda-chuva.
C) ... ndo bebi.
d 1 QouyezQ=yeQ
9.4d) ... compraum patua.
b) ... x¥*—~4=0.
C) ... éum losango.
10. a) ... José é professor ou .. Josééirmao de Antonio.
b) ... x>0 ou .. XeQ.
11.8) ..x>4.. ou ..x=4 ..
b) ... soumédico ou ... SOu professor.
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2 - Relacéo entre Logica e Conjunto.

Vegamos como se pode obter os conjuntos-verdade das sentencas ~p(x), p(X) A

q(x), p(x) v q(x), etc. usando os conjuntos-verdade das duas sentencas p(x) e q(x) .

Exemplo: Dadas as sentencas abertas p(x): x*=1 e q(x): xX*+x-2=0 no conjunto
U={-2-1,01,3}, temosqueV,={ 1,1} e V4= {-2, 1}. Com as operag0es |0gicas
vamos determinar outras sentencas e seus conjuntos-verdade.

1) ~p(x): X*#1 eV _,={-2,0, 3}. ObservequeV _, = U - V,,

2 pxX) Aq(x): x*=1 e x*+x-2=0 e V. g ={1}. Observe que V. ¢ = VpV,
3)px) v qx): x¥’=10ou xX*+x-2=0 e Vp.,q = {-2,-1,1}. Entdo V., =V,

UV,

Em gera se p(x) e g(x) sdo sentencas abertas no conjunto U entdo valem as igualdades:
DV,=U-V,

2) Vg =VpnVq

3 Vipvg =VpWVa

Além disso, segue das equivaléncias

pP(x) = d(x) < ~p(x) v a(X) e p(x) <> q(x) < [p(x) — d(x)] A [a(x) — p(x)]

e del)e?2) que

HVpsg=V-pWVy

S)Vipog=Vesg NVgsp

Exemplo: Usando as sentencas p(x) e g(x) do exemplo anterior temos,
1) p(x) > qx): "Se x*=1 entdo x°+x-2=0"V(_,q=V-p,uVq={-2,0,1,3}.
2) p(x) <> q(x): "x*=1se, esomentese X*+x-2=0"eVpo9=Vepog "Vigop=
={0,1,3}.

Em seguida, vamos relacionar elementos da Logica e da Teoria dos Conjuntos. Ou
seja, vamos reescrever as relagbes de igualdade, inclusdo, e operacbes entre conjuntos

usando a L dgica.
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Considerando um conjunto U qual quer, temos:
Se p(x) € umacontradicdo em U entdo {xe U; p(x)} = .
Se p(x) € umatautologia entéo {xe U; p(x)} = U.

Sgam A e B subconjuntos do conjunto U e assentengas abertas p(x): "X e

A" e q(x):"x e B". Logo, V,=A eV,=B. Entéo:

Como javimosantes, V, =V, se, e somente se, p(x) < q(x). Logo,

A =Bse esomentese, X e A< X € B.

Também vimos que V, <V, se e somente se, p(x) = q(x). Logo,
A cBse esomentese, x e A = xe B.

Assim, se gqueremos mostrar que um conjunto A esta contido em um conjunto B,
devemos mostrar aimplicagdo "x € A = x € B", isto &, assumindo que X € A € verdade,
mostrar que X € B é verdade. E para mostrar que A = B basta mostrar as duas implicacdes

"XeA=>xeB"e"xeB=xeA"

A conjuncéo e adisjuncdo sdo operacdes | 6gicas que estdo relacionadas com a unido

e intersecdo entre dois conjuntos da seguinte forma:

Tomando a sentenca aberta p(x) A q(x): "x €A e x eB" temosque V(pAQ) =Vp N
Vq eentéo
AnNnB={xeU;xeA e x eB}.
Tomando a sentenga abertap(x) v q(x): "x €A ou x eB" temosque V(pvQq) =Vp
v VQeentéo
AuB={xeU;xeA ou x eB}.
A negacdo esta relacionada com o0 complementar. A sentenca aberta ~
p(x): "x ndo pertence a A" possui conjunto-verdade V-, = U-Vp e entdo

A ={x eU; x nao pertencea A}
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Resumimos na tabela seguinte estas relacbes

Vejamos a utilizagdo da L 6gica na Matematica com aplicagdes na Teoria dos

Conjuntos.

Dados A, B e C subconjuntos quaisquer de U temos as seguintes propriedades:

Contradicéo

Conjunto vazio

~

F %)
Tautologia Conjunto
\/ universo
U
Conjuncao Intersecéo
A N
Disjuncéo Uniéo
v U
Implicacdo Inclusédo
= (-
Equivaléncia Igualdade
= =
Negacao Complementar

C

1LIcA

228) AcAUB Db ANBcA
38 ALUA=A b) AnA=A
4.a) AUB=BUA b) AnB=BnA
50 Augd =A b AN =9
6.a) AuU=U b) AnU=A

7.8) (AuB) UC=A U(BUC)
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8.a) An(BUC) = (A NB)U(ANC) b) A U(BNC) =(AuB) N(AUC)

9. A=A

10.a) AUB=ANnB b)) AnB=AUB
11.8) AUA=U b)ANA=Q
1280 @=U by U=0

Todas essas propriedades sdo demonstradas facilmente, utilizando aldgicae as
relacBes que ja estabelecemos. Demonstraremos algumas e deixaremos o restante como

tarefa parao leitor.

D] 1. Devemos mostrar que X € & = X € A. Temos:

Paratodo x € U aproposicéo "x € &" é falsae portanto aproposicéo "X € & — x € A" é
verdadeira.

2.d) Devemosmostrar que "x e A=xe AuUB".

Seguedaimplicagcdop=pv q (adicdo) que "X € A= x e Aoux € B".

Portanto "x e A =>x € A uB"

8. @) Devemos mostrar que "x € An(BUC) < x € (A NB)U(ANC)" ou sga, que.
"XeAr(xeBvxeC < (XxeAarxeB)v (xeAaxeC). Estaequivaénciasegue
dapropriedade pA(gQvr) < (pAQ) Vv (PAT).

EXERCICIOS

1) Dé o conjunto-verdade das seguintes sentencas abertas definidasem U = R
a) X*+x-6=0->x*-9=0 b) x> 4> x*-5x +6=0

C) Xx<3—>x>0 d xeZ A [x-4<3

e ~(Vx+1=x) v xeN

2) Utilizando a logica e as relagbes que ja estabelecemos, demonstre as propriedades de

conjuntos citadas na secgdo anterior.
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Respostas

1.8) R-{2}

1.b) (-0, -2] U ]2, +) - {3}
1.0) R,

1.d) {0, 1, 2,3, 4,5, 6}
145 ﬁ} U N

le :
) { { s
3. QUANTIFICADORES

Na secgdo anterior, vimos que uma maneira de transformar sentencas abertas em
proposicoes é fixar suas variadveis. Nesta seccdo, veremos outro modo que consiste em usar

17 13 77 13

expressoes tais como “paratodo”, “qualquer que sgja’, “existe”, etc.
Exemplos:
1) Consideremos a sentenca aberta p(x): X* - 1 = 0 no conjunto Z. A partir desta sentenca
podemos formar as seguintes proposi ¢oes:
Existe x pertencentea Z, tal quex®-1=0
Para todo x pertencentea Z, x*-1=0
A expressdo "existe X" significa "existe pelo menos um x". Temos entdo que aprimeira é
uma proposicéo verdadeira (tome por exemplo X =1 € Z). A segunda é falsa, pois nem
todo nimero inteiro satisfaz a sentencax® - 1 = 0 (tome por exemplox =2 € Z).
2) A proposicéo "Existex € N tal que JX € 7" é verdadeira (tome, por exemplo, x = 9)
3) As proposicles "Existe um homem que ja foi a Lua' e "Todo homem é mortal" sdo
verdadeiras. Explicitando as varidveis podemos reescrever estas proposicoes na forma:
"Existe um homem x tal que x jafoi aLua" e "Paratodo homem x, x é mortal"

17 13 77 13

Expressbes como “paratodo”, “existe”, “existe um Unico” chamam-se quantificadores.
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Quantificador Universal

Sgja p(x) uma sentenca aberta em um conjunto U e sga Vp 0 Seu conjunto-verdade.
Considere as seguintes proposi ¢oes:

"Qualquer que seja x € U, p(x)", ou

"Para todo x € U, p(x)".

Simbolicamente, escrevemos "V x € U, p(x)".

Temos,

SeV,=U entdo aproposicdo "V x € U, p(x)" everdadeira
Se V,# U entdo aproposicao "V x € U, p(x)" éfalsa

Dada a sentenca aberta p(x) em U, o simbolo V referindo a varidvel x representa uma
operacdo logica que transforma a sentenca aberta p(x) numa proposicdo. A esta operacéo
|6gica da-se o nome de quantificacdo universal e o simbolo "V" é chamado quantificador

universal.®")

Exemplos:

1)"VxeN,x>0" é uma proposicéo verdadeira.

2)"V xeQ, Jx eR" € uma proposicdo falsa

3) "V trigngulo ABC, a soma dos seus angulos internos é igual a 180° " é uma proposi¢éo

verdadeira

Quantificador Existencial

Seja p(x) uma sentenca aberta em um conjunto U e sgja V|, 0 seu conjunto-verdade.

Considere a seguinte proposi ¢&o:

) O simbolo "Vv" éum "A" invertido. Tem sua origem na palavra alema para universalidade que é "Allgemeinheit" e
nainglesa"All" que significatodo.
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"Existe x € U tal que p(x)" gque pode ser escritacomo "Existe pelo menosumx € U
tal que p(x)".

Simbolicamente, escrevemos "3 x € U; p(x)".

Temos,

Se V, = & entdoaproposi¢io "I x € U; p(x)" éverdadeira

Se V, = & entdo aproposicdo "I x € U; p(x)" éfasa

Dada a sentenca aberta p(x) em U, o simbolo 3 referindo a variavel x representa
uma operacdo logica que transforma a sentenca aberta p(x) numa proposicdo. A esta
operacdo logica da-se o nome de quantificacdo existencial e o simbolo 3 é chamado de

quantificador existencial.”)

Exemplos:
1)"3 x e N;x+1 <3" éuma proposicdo verdadeira
2)"3 x € Z; 2x + 1 =0" é uma proposicéo falsa.

3) "3 um triangulo; seus lados medem 1cm, 1cm e 3cm” é uma proposicéo falsa(™

Quantificadores Numéricos

Além dos quantificadores existencial e universal temos expressoes daforma

"Existe exatamente um", "Existe no maximo um", "Existe um" (que é o quantificador
existencial), "Existem dois" (que significa, existem pelo menos dois), "Existem exatamente
dois ", "Existem no maximo dois", e assim por diante, que ao serem aplicadas transformam

sentencas p(x) em proposicoes e que sdo chamadas de quantificadores numericos.

©) Trata-se de um "E" invertido.
") Temos da geometria que a soma de dois lados quaisquer de um tridngulo € maior que o terceiro lado.
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Exemplo:

1) "Existem exatamente dois nUmeros pares X € Z tais que X é primo" € uma proposi¢cao
verdadeira, pois 0s primos paresséo 2 e-2.

1) "Existem no méaximo dois nimeros x € R tais que x* + 1 = 0" é uma proposi¢ao
verdadeira, pois nenhum nimero real satisfaz a x2+1=0.

3) "Existem dois nimeros x € R tais que x® — x = 0" é uma proposicéo verdadeira, pois as

raizes dessa equacao sdo 0s numeros-1,0, 1.

A expressdo "Existe exatamente um" € indicada pelo simbolo 3! e também pelas
expressoes "Existe um Unico ", e "Existe apenasum”.
Exemplo: " 3! n € N; n < 1" é uma proposi¢cdo verdadeira, pois n = 0 é o Unico nimero

natural que satisfaz an < 1.

Negacéao de proposi¢cdes com quantificadores

Consideremos a proposicao “ Todo nimero primo € impar”. A suanegacdo, "Ndo é verdade
gue todo numero primo é impar”, é equivaente a“Existe um nimero primo que ndo é
impar”. Simbolicamente podemos escrever:

~(V x primo, X éimpar ) < 3 X primo, X ndo é impar.

De uma maneirageral temos:

~(VxeU,pXx) )< xeU;~px).

Mostrar que uma proposi¢ao do tipo “V x € U; p(x)" éfalsaémostrar que“3 X, €
U; V(p(Xy) ) =F'. Um elemento X, de U que satisfaz a condicéo acima é dito um contra-

exemplo.
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Exemplo: A proposicéo “Todo nimero primo € impar” € falsa, X, = 2 € um contra-exemplo

pois € primo e ndo € impar.

Consideremos a proposi¢do “Existe um triangulo tal que soma dos angulos internos €
menor que 180°". A sua negacdo "N&o existe um tridngulo tal que a soma dos angulos
internos € menor que 180°" pode ser escrita na forma "Para qualquer tridngulo, a soma dos
angulos internos ndo é menor que 180°"

Simbolicamente podemos escrever:
~ (3 um tridngulo x; a soma dos angulos de x € menor que 180° ) <> V tridngulo x, a soma

dos angulos de x ndo é menor que 180°

De modo geral temos,

~(Ix e U; px)) < V xe U, ~p(x).

Costuma-se usar o simbolo A paraindicar aexpressdo ndo existe, como no exemplo,

"3 um tridngulo x; a soma dos angulos de x é menor que 180°".

A negacao de uma proposicdo daforma " 3! x € U; p(x)" € equivalente a proposicao "V X

e U, ~p(x) ou existem doisx € U; p(x)".

Exemplo: A negacdo da proposicao "Existe um Unico més do ano em que ocorre o0 Natal". €
" O Natal ndo ocorre em nenhum més do ano ou o Natal ocorre em dois meses do ano".
Usando varidveis podemos reescrever essas proposicées na forma " 3! més do ano x; o

Natal ocorreem x" e "V més do ano X, o Natal ndo ocorre em X ou 0 Natal ocorre em dois

meses do ano".

Na proxima seccdo de exercicios veremos mais exemplos com quantificadores

NUMEricos.
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Quantificacdo Multipla

Vamos considerar quantificadores para sentencas com mais de uma varidvel. Sgjam,
por exemplo, as sentencas "x +y = 1" e "I x € N; x +y =1" em U = N% Ambas sio
sentencas com duas variaveis sendo que, na segunda delas, avariavel x esta quantificada

De modo geral, as variavels de uma sentenca se classificam em quantificadas ou
livres. Isto &

Variavel quantificada é aquela que se apresenta na sentenca acompanhada de
quantificador.

Variavel livre, apresenta - se na sentenca sem quantificador.

Dada uma sentenca aberta com mais de uma varidvel, a aplicagdo de um
guantificacador a uma das variaveis, transforma a sentenca aberta em outra com menos uma
variavel livre.

Uma sentenca aberta precedida de quantificadores, um para cada variavel, isto é, com
todas as variaveis quantificadas, € uma proposi¢éo.

Por exemplo: "3 x € N; x +y =1" ndo é uma proposi¢ao pois ainda depende do valor
dey. Porémasentenca "3 x € N,3y € N; x + y =1" € uma proposi¢cdo e tem valor 16gico
verdade.

Exemplos:
1) SgamU =AxB,comA =[0,1] e B={-1,0, 1}, eas proposi¢cdes a seguir:
aVvVxeA 3IyeB;x<y

Esta € uma proposicéo falsa pois parax = 1 em A, temos que henhum elemento de B

€ maior que X.

b)VxeA Vye B,xs\y\ +1
Esta proposicéo é verdadeira pois sex € A entdo x < 1. Assm,

paray = -1, |y| +1=2>x,VxeA

paray =0, y\ +1=1>%x,VxeA
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paray = 2, y\ +1=2>x,VXxeA

c)IxeA;VyeB,y*>x

E uma proposicéo é verdadeira, poisexistex =0 € A, tal queV y € B, y*>0.

d)I!'xe A, AlyeB;x+y=-12
Estaproposicdo € verdadeirapois, para x=1/2ec Aey=1e Btemosx +y =-1/2,

e somente esses nimeros satisfazema x +y =-1/2.

2) Sejam as proposi ¢oes.

a) " Todo ser humano possui um pai*

b) "Existe um ser humano que € o pai de todos os seres humanos"

Temos gque a proposicéo em @) € verdadeira e que a proposicao em b) éfalsa

Usando variavels X e y que assumem valores no conjunto dos seres humanos, podemos
reescrever essas proposi¢des como: "V ser humano X, 3 um ser humano y tal quey € pai de

X" e "3 um ser humanoy, tal que V ser humano x, y é pai dex.".

3) SgjaU = N? e tomemos as proposi Ges:
aVxeN,3yeN;x<y
Esta proposicdo é verdadeira, pois paracada x € N, basta tomar
y=x+1e N eentdoy > x.
b)3ye N; V xe N, x <y.
Esta proposicéo é falsa pois paratodo ye N, bastatomar x =y +1 € N eentdoy é
menor gque X (Se exigtisse um tal nimero, esse seria "o maior de todos os nimeros

naturais").
c)VxeN,3yeN; x>y

E uma proposicdo fasa, pois x = 0 é um contra-exemplo. Isto é ndo existe y

pertencente N tal que 0 >y.
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Negacao de Quantificacdo Multipla

A negacdo de uma proposicdo com mais de um quantificador se obtém mediante a
aplicacdo sucessiva das regras para a negacéo de proposi¢oes com um quantificador. Como,
por exemplo, dada a sentenca aberta p(x,y) em U = Ax B entéo

~(VxeA3dyeB;p(x,y)) & IxeA,VyeB;~pXYy)

~(VxeAVyeB;pkXy) )< IxeA 3y eB;~px,Yy)

Exemplos:

1) A negacdo daproposicdo "V x € N,3y € N;x+y=0"€é"3 xeN; VyeN,x+y
#0

2) A negacdo da proposicdo "Paratodo X € Q, existeum Unicoy € Q tal que x.y = 1" é
"Existe x € Qta que, paratodoy € Q x.y # 1 ouexistemdoisy € Q taisquex.y =1"

Comutatividade dos quantificadores

Os quantificadores de uma dada sentenca que sdo da mesma espécie podem ser
comutados. Tomemos, por exemplo, uma sentenca p(X, y) definidaem U = A x B entéo,
VxeA VyeB;p(x,y)= VyeB,V xeA;pXY)
dxeA,dyeB;pkxy) < IyeB,IxeA;pXYy)

Ix € A, existem exatamente dois y € B; p(x,y) < Existem exatamente dois y € B, 3 x

€ A; p(x,y)

Exemplo: Temos as equivaléncias,

a VxeZ VyeN,x+yeNeVyeZ VxeN,x+yeN.
b)IxeR,IyeR Jxy ¢R < IJyeR,IxeR; Jxy ¢R

c) Existe x € R e existem exatamente dois y e R tais que (x-1).(y*- 4) =0 < Existem

exatamente dois y € R eexistex € Rtaisque (x-1).(y?-4)=0
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Os gquantificadores de espécies diferentes numa sentenca nem sempre podem ser

comutados.

Exemplos:

1) A proposicdo "V xe N, 3y e N; y>x" éverdadeira, enquanto aproposigio "3y e
N,V x e N;y>x"éfasa

2) A proposicdo "V ser humano x, 3 um ser humano y; y é pai de x" € verdadeira e a

proposicao "3 um ser humano y; V ser humano x, y € pai de x" éfalsa

EXERCICIOS

1) Reescreva as proposi¢des usando quantificadores e variaveis:
a) Alguns homens séo professores
b) Todos os pintores sdo artistas.

2) Sendo U ={1, 2, 3}, determine o valor |6gico de cada uma das seguintes proposi ¢oes:

aIxeU;xX*+x-6=0 b) ~(V x € U; x* + X = 6)
VxeU;x*-1<0 d~3xeU: |x-1]<2)
eI xeU;x<2 f) Existem doisx € U; x<3

3) Reescreva as proposi ¢oes substituinado as sentencas aberta como indicado :
a"VxeR 3y eR; p(xy)vaXx)" paa p(xy):"xy=1" e"q(x):"x=0"
b)"3x e N e 3y eN;pXx) A~p(y)" paa p(x):"x<0"

0)"VxeR evVyeR,pxy) < qxy) parap(xy): "(xy) = (y.x)" eqxy):"x=y"

4) Sga U = {1, 2, ... 9, 10}, determine o valor légico de cada uma das seguintes
proposi ¢oes:

avxelU,dyeU;x+y =14

b)vxeUeVyelU, x+y<14

c)ixeUedyeU; x+y>14

dixeU|VyelU, x+y =14

5) Dados os conjuntos A ={-1, 0, 1} e B =[-1, 1], determine o valor |06gico das seguintes
proposi ¢oes:

aAVxeA JyeB|x*=-y

b)VxeAeVvVyeB, |x-y|<2

c)VxeAeVyeB, Xl=-y

dixeA | VyeB,|y—x<1

gIxeA edyeA | xX*+y*<1

6) Classifique as proposi¢oes em falsa ou verdadeira:
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a) V a b, c e R, existem dois nUmerosreais x tais que ax’+bx +c=0.

b)SeU=d, "V xeU,p(x)—>3IxeU;px)".
C) V a b, c € R, existem no maximo dois nimeros reais X tais que ax’+bx + c=0.

7) Dé anegacao das seguintes proposi ¢oes:
a8 (VxeU;p(x)) (I x e U;qkx)
b) @x e U;p(x)) = (V x e U;~q(x))

8) Dé a negacao das seguintes proposi ¢oes:

a) Se neste navio existe algum passageiro com coélera entdo todos os passageiros ficardo de
quarentena.

b) Todas as pessoas dessa sala sabem ler e sabem escrever.

) Existem pessoas inteligentes que ndo sabem ler nem escrever.

. X
d) Paratodo x em R, |x| > x e existe x pertencente a R* tal que Ix =1
X

e) Paratodaretar e paratodo ponto P, existe umaretata que € paralelaar e passa por P.
f) Para todo nimero natural, a condicdo necessaria e suficiente para ser par € primo é ser
igual a 2.

9) Em uma cidade litorénea € rigorosamente obedecida a seguinte ordem do prefeito: "Se
ndo chover, entdo todos os bares a beira-mar deverdo estar abertos'.

Pode-se afirmar que:

a) Setodos os bares a beiramar estéo abertos, entéo choveu.

b) Setodos os bares a beira-mar estéo abertos, entdo ndo choveu.

c) Se choveu entdo todos os bares a beira mar ndo estéo abertos.

d) Seum bar abeira-mar ndo esta aberto entéo choveu.

Respostas:

1) @ 3 homem x; x € professor.
b) V pintor x, x é artista.

2)a)V b)V ¢F dF eV f)V
JJavxeR IyeR xy=1vx=0.
b)ydx eNedy eN;x<0 A y>0.
cgvxeReVyeR, (Xy)=(YX) <>x=y
4) a F bbF ¢V dF

5aV DbF oF dVv eV

aF bV oV
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7)) a(@xeU;~pXx) v (VX eU;~qx)).
b) (3 x € U; p(x)) A (3 x € U; q(X)).

8) a) Neste navio existe algum passageiro com célera e algum passageiro ndo ficara de
quarentena.
b) Existe alguma pessoa nesta sala que nédo sabe ler ou ndo sabe escrever.
c) Toda pessoa inteligente sabe ler ou escrever.
d) Existex € R, |x| <X ou paratodo x € R* tal que m=1.

X
e) Existeumaretar , existe um ponto P, tal que todaretando é paralelaar ou ndo passa por
P.
f) Existe um nimero natural, tal que é par e primo e ndo € igual a 2 ou ndo € par ou ndo é
primoe éigua aZ2.

9) d) Se um bar a beira-mar ndo esta aberto entdo choveu (€ a contrapositiva da afirmagdo
dada).
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