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Sumario
Capitulo 1: Introducao a Estatistica

Definicao de estatistica

E uma ciéncia que envolve um corpo de técnicas e uma metodologia
desenvolvida para a coleta, a tabulagdo, a classificagdo e simplificacédo de
dados, para tornar esses dados melhor apresentaveis, para andlise e a
interpretacdo dos mesmos para a tomada de decisoes.

Conceitos

Populagdo: E um conjunto de elementos com caracteristicas iguais ou
parecidas, agrupadas em conjuntos denominados como populacdo ou
universo.

Amostra: E um subconjunto retirado da populacdo com o objetivo de ser
analisado, obtendo assim informagbes dessa amostra, para poder ser
generalizado para a populacao.

Dados experimentais: Sao dados obtidos de amostras de uma populacédo
composta de variaveis.

Censo: E a andlise de todos os elementos de uma populagao.

Observacao: Se a populacdo é pequena, muitas vezes é mais indicado um
censo do que uma retirada de uma amostra. Na grande maioria das vezes,
quando vamos aplicar a estatistica na pratica, trabalhamos com populacées
com um grande numero de elementos, portanto se torna inviavel o estudo de
cada elemento da populagao, pois seria trabalhoso e teriamos um custo alto e
em certos casos o estudo de cada elemento da populacdo também é
impossivel, que seria 0 caso de determinarmos a média de quilometragem que
um determinado pneu é capaz de rodar, pois se testarmos todos os pneus,
estariamos destruindo todos os pneus, portanto trabalhamos tomando uma
amostra da populagao.
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Podemos dizer que a estatistica se divide em trés ramos.

Estatistica Descritiva: Trata da coleta, classificacao, organizagéo, tabulacao, do
resumo e, em geral, da simplificacdo de informag¢des que podem ser muito
complexas, fazendo uso de parametros estatisticos que resumem o
comportamento dos dados.

Exemplo: Taxa de desemprego, custo de vida, quilometragem média por litro
de combustivel, médias das idades de um grupo de pessoas, etc.

Estatistica Probabilistica: Utilizada em situacdes que envolvem o acaso.
Exemplo: Jogos de dados, jogos de cartas, loterias, etc.

O acaso é o que ndo podemos prever com certeza, € algo que surge ou
acontece sem motivo ou explicagao aparente.

Estatistica Inferencial: Consiste da aplicagdo de um corpo de técnicas e
metodologias para mensurar os resultados obtidos de uma amostra para toda
populacéo.

Exemplo: Pesquisa de intengédo de votos para presidente de um pais.
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Capitulo 2: Estatistica Descritiva

2.1 Séries estatisticas.

Definicdo: Uma série estatistica nada mais € do que uma tabela, que relaciona
um conjunto de dados com uma especificidade qualquer, essa especificidade
que me refiro aqui pode ser o tempo, 0 espaco, ou uma categoria especifica,
temos assim uma classificacao para as séries

As séries estatisticas podem ser classificadas da seguinte forma:

- Séries histéricas, cronoldgicas, temporal ou marcha: representam o0s

dados em funcéo do tempo.

- Séries geograficas, territoriais ou de localizacao: representam os dados

em fungéo da localidade

- Séries especificas ou categéricas: representam os dados em funcao da

especificacao ou categoria.

Observacao: Entre todas as séries a mais importante é a série temporal, pois o
estudo dessa série possibilita fazer estimativas futuras, identificar tendéncias, e
outras analises importantes, utilizando os dados do passado.

Exemplo 2.1

Série Geogréfica

Pais PIB em 2007 (em bilhées de ddlares)
China 3380

Brasil 1310

India 800

Série temporal

Ano PIB do Brasil (em bilhées de ddlares)
2005 796

2006 956

2007 1310
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2.2 Tabulacao de Dados

Conceito: Nesta secdo veremos técnicas empregadas pela estatistica para
simplificar e resumir dados em uma tabela, facilitando assim a leitura e
interpretagdo dos mesmos.

2.2.1 Tabela primitiva
Definicao: E uma colecdo de dados sem nenhum tratamento de organizagao.

Exemplo 2.2: Suponha que desejamos estimar a média de idade dos
estudantes do turno noturno do ensino médio de uma determinada escola e
para isso coletamos vinte e uma idades desses estudantes conforme dados
abaixo.

18 19 20 18 18 17 17 22 25 24
23 27 21 28 19 20 21 21 23 23
23

Os dados acima foram coletados e anotados sem nenhuma preocupacao
organizacional, dizemos entao que esta € uma tabela primitiva, pois esta sem
nenhum tratamento organizacional. Os dados estdo desordenados dificultando
assim uma andlise.

2.2.2 Rol
Definigao: E um conjunto de dados numéricos ordenados em ordem crescente.
Exemplo 2.3: Colocando os dados da tabela primitiva acima no rol temos:

17 17 18 18 18 19 19 20 20 21
21 21 22 23 23 23 23 24 25 27
28

Podemos ver que com esta organizagao ja fica mais facil a observacao de
algumas informacobes tais como o menor dado que é 17, o maior que é 28,
guantas vezes se repetem o dado 18, que sao trés vezes, etc.

Esta organizagdo podera ser feita no excel, entrando com os dados em uma
coluna ou linha e depois clicamos no menu dados / classificar. Veja a
sequéncia abaixo e confira o0 arquivo Tabulagdo de Dados planilha ROL.

Observacao: Usamos o Excel 2003 e 0 2007 em nossos exemplos.
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Entramos com os dados conforme figura 2.1.a abaixo. (Excel 2003)

Figura 2.1.a

B3 Microsoft Excel - Tabulagao de Dados

IE_I’I grguivo  Editar  Exibir  Inserir  Formatar  Ferramentas Dados  Janela  Ajuda

N EGH oS E LR -8e e

|35 - A
A | B | ¢ | b | E | F | & | H |

1

2 | IDADES DOS ESTUDANTES
3 18

4 19

5 20

B 18

7 18

g 17

9 17

10 22

11 25

12 24

13 23

14 27

15 21

16 25

17 19

18 20

19 21

20 21

21 23

22 23

23 23

24

25

Depois selecionamos os dados, clicamos em dados na barra de ferramentas e
escolhemos classificar, aparecera a seguinte caixa de dialogo conforme figura
2.2.a abaixo.
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Figura 2.2.a

£ Microsoft Excel - Tabulagdo de Dados

s

@J Arquivo  Editar  Exibir  Insetir  Eotmatar  Ferramentas  Dados  Jamela Ajuda

RN B IS Ao WEEN - RN W ¥ Wi NG Ei.ﬁ.rial

B3 - A 18
A e ¢ | b | E | F | 6 | H
1
2 | IDADES DOS ESTUDANTES
3] 18
4 19
= 71 Classificar
% 1 g Classificar por
B (%) Crescente
8 17 A :
g 17 Decrescente
0| 77 Emn sequida por
11 | 25 | w | (%) Crescente
ﬁ 24 () Decrescente
E 23 E depois por
il ri | 7 | {(®) Crescente
ﬁ 21 (0 Decrescente
B 28 Meu intervalo de dados tem
i 2 (%) Linha de cabecalhe () Menhuma linha de cabecalho
18 20
19| 21 .
_EI 7 Opedes. .. [ (04 ] [ Cancelar
21 23
23] 23
23 23
P—— e ]
24 |

Clicando em OK, teremos o rol das idades conforme figura 2.3.a abaixo.
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Figura 2.3.a

Microsoft Excel - Tabulacao de Dados

E‘_W Arquivo Editar  Exjbir  Imserir  Eormaktar  F

ARNE=A" RSN N NN - R R

B3 - fe 17
A | B | ¢ | D |

1

2 | IDADES DOS ESTUDANTES
3 17

1 17

g 18

B 18

7 18

5 19

g 19

10 20

11 20

12 21

13 21

14 21

15 22

16 23

17 23

18 23

19 23

20 24

21 25

22 27

23 25

e
24

Este exemplo no Excel 2007 se resolve da seguinte forma:

Entramos com os dados conforme figura 2.1.b abaixo. (Excel 2007)
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Figura 2.1.b
Cia
Inicio Inserir Layout da Pagir
& Calibri -l -l
Cc;lar # (N I 8§ ~||Ei~|| - g
AreadeT.. & Fonte
T27 e £ |
A B C D
1
2 IDADES DOS ESTUDAMNTES
3 18
4 19
3 20
& 13
7 18
8 17
5 17
10 22
11 25
12 24
13 23
14 27
15 21
16 28
17 19
18 20
19 21
20 21
21 23
22 23
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Depois selecionamos os dados, clicamos na barra de ferramentas em
classificar e filtrar e selecionamos classificar do menor para o maior conforme
caixa de didlogo da figura 2.2.b abaixo.

Figura 2.2.b
.QJ _ oM Xx
= o W Zlerd @
‘_ED L
H _f\ _;J E'
Inserir Excluir Formatar Classificar| Localizar e
- * - ™ | e Filtrar = | Selecionar =
Cely ‘%l Classificar do Menor para o Maior

il Classificar do Maior para o Menaor

P E Personalizar Classificagdo...

= Filtro

Teremos assim o rol das idades conforme figura 2.3.b abaixo.
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Figura 2.3.b
"!“ Calibri 11 || A AT
Ee

Colar N I 8§ -||i~|| - A~
g it &
AreadeT., T Fonte !
B3 - fe | 17

fil B C D

1

2 IDADES DOS ESTUDANTES

3 17

4 17

5 13

o 12

7 13

B 19

9 19

10 20

11 20

12 21

13 21

14 21

15 22

16 23

17 23

18 23

13 23

20 24

21 25

22 27

23 28 1

24

10
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2.2.3 Distribuicao de freqliéncia

Definicdo: E uma tabela em que temos os dados em uma coluna, e na outra
coluna a freqiéncia que cada dado se repete.

Exemplo 2.4 Podemos melhorar a organizagdo desses dados, dispondo-os de
forma que apareca o numero de vezes em que se repetem cada dado na
tabela. A esta organizacdo n6s chamamos de distribuicao de freqiiéncia.

Distribuicdo de Frequéncia

Idade | FreqUéncia
17
18
19
20
21
22
23
24
25
27
28

2

Na representacdo em distribuicdo de frequéncia é importante colocar as
freqUéncias acumuladas absolutas e a as freqUéncias relativas e relativas
acumuladas, pois essas informac¢des na distribuicdo facilitara a analise dos
dados, vejamos entdo a distribuicdo acima com essas informacdes.

g N N N N E AT SIS

[\l
—_

Distribuicdo de Freqiéncia

Idade | Freqiiéncia | Freqiiéncia% | Freqtiéncia| Freqiéncia
(Fi) (Fi%) Acumulada | Acumulada %
(Fac;) (Faci%)
17 2 9,52 2 9,52
18 3 14,29 5 23,81
19 2 9,52 7 33,33
20 2 9,52 9 42,85
21 3 14,29 12 57,14
22 1 4,76 13 61,90
23 4 19,05 17 80,96
24 1 4,76 18 85,72
25 1 4,76 19 90,48
27 1 4,76 20 95,24
28 1 4,76 21 100
Z 21 100

11
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Vamos adotar aqui uma notacao simples para as freqiéncias: Para freqiiéncia
absoluta da classe i, vamos usar F;, para freqiéncia relativa vamos usar F%,
para a frequiéncia absoluta acumulada, vamos usar Fac;, e para relativa
acumulada Fac%.

A coluna da freqiéncia acumulada nos da uma informacao importante, por
exemplo, olhando para coluna da freqiiéncia acumulada, vemos facilmente que
12 dados sdo menores ou iguais a 21, olhando para coluna da frequéncia
acumulada relativa (%) vemos facilmente que isso corresponde a 57,14% dos
dados, essa informacdes estdo destacadas na tabela acima em verde.

Podemos construir essa distribuicdo de freqiéncia, assim como um gréafico de
barras que representa a freqiéncia de cada dado, que chamamos de
histograma. Para isso clicamos na barra de ferramentas do Excel 2003 em
ferramentas e depois clicamos em analise de dados e depois clicamos em
histograma. Veja essa sequéncia abaixo nas figuras 2.4 e 2.5:

Figura 2.4

E1 Microsoft Excel - Pastal

@_1 frguivo Editar  Exibir  Insetir  Formatar | Ferramentas | Dados  Janela Ajuda
B ._j H _é | = _L | i:& | 2y [ - | ? Yerificar ortografia, .. F7
A - o 4 Pesquisar... Al Click,
A, B | C | ] ‘@) Yerificacdo de erros... L
1
| = Espaco de Trabalho Compartilhado. ..
3 Compartilhar Pasta de Trabalho. ..

i Prateger 3
]

T Colaboracdo on-line 3
7 auditatia de Férmulas 3
a

T Suplementas. .,

10 Personalizar. ..

l Qproes, .,

12 —

ﬁ Anilise de dados. .,
14 ¥

15

12
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Figura 2.5

E3 Microsoft Excel - Pastal

@I‘] Arquiva  Editar  Exibir  Insetir  Eormatar  Ferramentas Dados  Janela Ajuda
HRN=R" NN NN NN - AR NN NS ¥ NN W) Ei—irlai
A1 - fi

A EIT = VT N O = (P I

Analise de dados

Eerramentas de andlise

Anova: Fakor dnico

Anova: Fakor duplo com repeticio =

Anova; Fator duplo sem repeticao :
Correlacdo 3 -

Covaridncia
Estatistica descritiva

Ajuste exponencial
Teske-F: duas amostras para waridncias

>

_— | | —

Caso nao aparega a opgao analise de dados, clique na barra de ferramentas
em ferramentas depois cligue em suplementos e selecione ferramentas de
analise clicando em seguida em ok, para instalar as ferramentas de analise.
Caso nao instale, vocé tera que inserir o cd de instalagdo do Ms Office para
instalar essas ferramentas. Veja essa sequéncia abaixo nas figuras 2.6 e 2.7.

Figura 2.6

13
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EJ Microsoft Excel - Pastal

|§_le arguivo  Editar  Exibir  Inserir  Eormatar | Ferramentas | Dados  Janela Ajuda
B Lj H L& | = ul | i‘i | 3 @A - | ’ ? Verificar orkagrafia, .. F7
A = A 4 Pesquisar... Alt+Click
A, &) | C D |¥6 werificacdo de erros...
1
5 u Espaco de Trabalho Compartilhado. .
3 Compartilhar Pasta de Trabalho. ..
4 Proteger
] .
B Colaboracdo on-line
7 auditaria de Férmulas
g
g Suplementos., ..
10 Personalizar. ..
11 Qprdes, .,
12 .
13 andlise de dados. ..
14 ¥
15
Figura 2.7

14
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E‘I___Micrusnft Excel - Pastal

@ Arquivo  Editar  Exjbir  Inserir  Formatar  Ferramentas Dados  Janela  Ajud

R R @B 8z 2 e B

A - &
A B | ¢ | 0 | E | F | G
1
| ]

2
3
4 2

|| Assistente de pesquisa QK |
5 || Assiskente de soma condicional
B [ | Assistente para Internet YEA
7 Ferramentas de andlise
a |+'| Ferramentas de analise - YEA
g L_|Ferramentas para o Euro —
11
12
13
14
15
16
17
18 Ferramentas de anlise
19 Fornece funcies e interfaces para andlises de dados
20 financeiros & cientificos
21
22
23

No Excel 2007, para instalar as ferramentas de analise nés clicamos no botao
do Office, depois em opgdes do Excel. Ver figura 2.8 abaixo:

15
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Figura 2.8

Eig_ﬂ (u =

e N T QO

Documentos Recentes

Salvar como Bk

Imprimir 3
Preparar 4
Enviar [ 3
Publicar ]
Fechar

15 T

PastaZ - Microsoft Excel

2] Opcdes do Excel | |X Sair do Excel

Depois clicamos em suplementos, ver figura 2.9 abaixo:

Figura 2.9

i ED Opgoes do Excel

B

Colar

-

Area de

JEm A s W | M|

|_Ma|s Usados H|
Farmulas
Revisdo de Texto
Salvar
Avancado
Personalizar
Suplementos
Central de Confiabilidade

Recursos

E@ Altere as opgdes mais populares no Excel.

Opcoes principais para o trabalho com o Excel

Mastrar Minibarra de Ferramentas apos selecdo (i)
Habilitar Wisualizacdo Dindmica (i

|:| Mastrar guia Desenvaolvedar na Faixa de Opdes (i
Sempre usar ClearType

Esquema de cores: Azul b

Estilo de dica de tela: | Mostrar descricdes de recursos

Crie listas para uso em classificacdes e seqidéncias de p

Ao criar novas pastas de trabalho

MHovo | .
1 Tabulacio de Dados 2007 =1 I
. 2 Tabulacio de Dados 2007 =l E;ﬁg
3 Tabulacio de Dados 2003 = l o
—_———
Salvar

16
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Em gerenciar selecionamos suplementos do Excel, cliclamos em ir. Ver figura
2.10 abaixo:

Figura 2.10

suplemento:  Aurora add-in

Editor: Elevator Lady Inc,
Local: ChArguivos de programas\Auroratoffice.dll
Descricdo: Aurora support for Office

Gerenciar: | Suplementos do Excel W Ir...

depois selecionamos ferramentas de analise e clicamos em ok. Ver figura 2.11
abaixo:

Figura 2.11
2~ L, [ ]
il m H
Ll
- Ini
Suplementos
J & Suplementos dispaniveis:
C : =3 [ ] Assistente de Pesquisa e 4 —
= F [ | Assistente de Soma Condicional =
. L Ferrammentas de Anslise
area de Tro. | V| Ferramentas de Andlise - VB
£q [ |Ferramentas para o Euro
[ |saler |
WBEA do Assistente para Inkernet =
afl- p
1
2
3
4
5
6
7 Ferramentas de Analise
a8 Fornece Ferramentas de anlise de dados para analises
g estatisticas e de engenharia
10
11

Quando a instalagdo estiver terminada vocé vera na barra de ferramentas,
clicando em dados, a opgao andlise de dados.

17
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Caso nao apareca na barra de ferramentas em dados a opgédo analise de
dados, vocé deve inserir o cd do Office para instalar as ferramentas completa
do Office 2007. Veja na figura 2.12 abaixo a barra de ferramentas do Excel
2007 como aparecera a opgao analise de dados.

Figura 2.13
Dados Revisdo Exibicdo & -
‘7 i~ Limpa T:I ﬂ =8 | =] validacdo de Dados ~ | & Agrupar © = _ﬁAnélise de Dadas
% Reaplica S bl T Consolidar ~@ Desagrupar = E
o o Texto para Remover o o
L fvancado colunas Duplicatas = Teste de Hipoteses = iu Subtotal
e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Topicos M= Analise

Vejamos como construir essa distribuicao de freqiéncia no Excel 2003.

No arquivo Tabulacdo de Dados 2003, na planilha distribuicdo de freqiéncia,
criamos a coluna com os dados das idades, e fomos em ferramentas / analise
de dados e selecionamos a opcao histograma conforme figura 211.a abaixo:

Figura 2.11.a

18
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]

E_Vl Arguivo  Editar  Exbir  Inserir  Eormatar  Ferramentas  Dados  Janela  Ajuda

S Bt o]0 -8 s - 2lliie M Ao N L s == =FF 8
E18 - &

A | B | ¢ | 0 e F | 6 | H | 1+ [ J | K [ L |
1
(2
|3 |
EX IDADES DOS ESTUDANTES IDADES
| 6 | 17 17
| B | 17 18
L7 18 19
=N 18 20
1 9 | 18 21
110 | 19 22
|11 13 23 Histograma X]
|12 | 20 24 = E|
13 20 Pl i
= Intervalo de entrada: $CF4HCH2S
14| 21 27 :
|15 | 21 28 Intervalo do bloco: | $FE414FELS
16 21 -
V 27 Eﬁtu]gs
% %g :' Oprdes de saida i ;
B ) @) Intervalo de saida: $E$15 _
Z 23 () Nowa planiha:
| 22| 24 () Mova pasta de trabalho
23 25
ﬁ a7 giﬁcado)
125 28
25 | Resultada do grafico
27|
28

Na caixa de dialogo como intervalo de entrada selecionamos da célula C4 a
célula C25 e o intervalo de bloco da célula F4 até a célula F15, selecionamos o
rétulo, pois incluimos as células C4 e F4, onde contém os titulos/rétulos idades
dos estudantes e idades respectivamente, pois assim aparecera no grafico a
referéncia idades contida na célula F4. No intervalo de saida, optamos para
que o grafico seja construido na mesma planilha e escolhemos que fosse
construido a partir da célula E18, escolhemos para esbocar no grafico a
porcentagem cumulativa e o resultado grafico, conforme figura 2.12.a abaixo.

19
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Figura 2.12.a
Histograma E|
Enkrada
Inkervalo de entrada: $CE44C425 g
C I

Intervalo do bloco: $FF414F$15 %
Rdtulos
Cprdes de saida
() Intervalo de saida: $E$15 .

) Mova planilha:

(") Nova pasta de trabalho

[ ] pareta thistograma classificada)
[¢]:Porcentagem cumulativa:
Resultado do grafico

Clicando em ok, teremos a distribuicao de freqiiéncia com a freqiiéncia relativa
acumulada conforme figura 2.13.a abaixo.

Figura 2.13.a
IDADES DOS ESTUDANTES IDADES

17 17
17 18
18 19
18 20
18 21
19 2
19 23
20 24
z0 25
21 7
21 25
21
22
23 IDADES | FPreqléncia % curmulativo i
23 17 2 5 52% Histograma
23 18 3 2351% =
23 19 2 33,33% T 5 200,00%
24 20 2 42 B5% b | 100,00%
25 2 3 57 14% E_’ o eEiiindla e | oo == Fregliéncia
27 22 1 B1.90% L —m— % cumulativa
28 23 4 50 95% PP PP

24 1 8571% IDADES

25 1 90 48%

7 1 95 24%

25 1 100,00%

Mais 0 100,00%

Vejamos com mais detalhes na figura 2.14.a, a tabela e o grafico que foram
construidos:

Figura 2.14.a

20
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IDADES | Fregiéncia

%o cumlativo

17
18
19
20
2
22
23
24
25
27
28
Mais

5 52%
23,81%
33,33%
42 56%
57 14%
B1,90%
80,95%
85,71%
50 45%
55 24%

100,00%
100,00%

Freqiiencia

Histograma

200,00 %
r 100,00%

T

S0P PP
IDADES

+ 0,00%

== Fregléncia

—=— % curmnulativo

Note que nao foi construindo a coluna das freqiiéncias absolutas acumulada e
a coluna das frequiéncias relativas. Podemos retirar na representagao grafica a
linha rosa que representa as frequéncias relativas acumuladas, se assim
desejamos, e podemos construir na tabela as colunas com as representacdes
que faltam, ficando o resultado final conforme figura 2.15.a abaixo.

Figura 2.15.a

[OALES | Freguiéncia
17 2 952%
13 3 14 29%
19 2 9.52%
20 2 9.52%
21 3 14 29%
22 1 4 76%
23 4 19,05%
24 1 4 76%
24 1 4 78%
27 1 4 76%
20 1 4 76%

Soma 21 100,00%

Frequéncia % | Frequénciz Acumulada | Frequéncia Acurmuladz %

2
]
i
3
12
13
17
18
19
20
21

E obtemos o histograma conforme figura 2.16.a abaixo.

Figura 2.16.a

8 52%

23.81%
33.33%
42 B6%
87 14%
B190%
80 95%
85 ,71%
50 45%
85 24%
100,00 %
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Histograma

5
& 4 i

(S)
& 31 [ u
3

g ° |
w 4

0 N H HHHH

17 18 19 20 21 22 23 24 25 27 28
IDADES

@ FreqUéncia

Podemos fazer os ajustes que desejarmos no resultado final apresentado pela
funcéo histograma usando conhecimentos basicos de Excel, consulte o arquivo
tabulacao de dados para poder ver melhor os ajustes feitos e apresentados nas
figuras.

Vejamos como construir essa distribuicao de freqiiéncia no Excel 2007.

No arquivo Tabulacdo de Dados 2007, na planilha distribuicdo de freqliéncia,
criamos a coluna com os dados das idades, e fomos em dados / analise de
dados e selecionamos a opc¢ao histograma conforme figura 2.11.b abaixo:

Figura 2.11.b
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IDADES DOS ESTUDANTES IDADES
17 17
17 18
18 15
18 20
18 21
19 22
19 23
20 24
20 25
21 27
21 28
21
22 ! Andlise de dados I._I_J:E'] —
23 o
Ferramentas de andlise
23 l . —_
| Anova: fator duplo sem repeticdo -
23 Correlagdo Cancelar
1 Covarianda |_
23 | Estatistica descritiva [= -
24 Ajuste exponendal |'_ ST
1 Teste-F: duas amostras para variancias 4
25 ] Andlise de Fourier
27 Histograma
1 Média mavel
28 | Geracdo de namero aleatdrio 5,

Na caixa de dialogo como intervalo de entrada selecionamos da célula C4 a
célula C25 e o intervalo de bloco da célula F4 até a célula F15, selecionamos o
rétulo, pois incluimos as células C4 e F4, onde contém os titulos/rétulos idades
dos estudantes e idades respectivamente, pois assim aparecera no grafico a
referéncia idades contida na célula F4. No intervalo de saida, optamos para
que o grafico seja construido na mesma planilha e escolhemos que fosse
construido a partir da célula E18, escolnemos para esbocar no grafico a
porcentagem cumulativa e o resultado grafico, conforme figura 2.12.b abaixo.

Figura 2.12.b
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A B C D | E _ F H |

4 IDADES DOS ESTUDAMTES IDADES

5 17 17

6 17 18

7 18 19

8 18 20

9 18 21

10 19 22

11 19 23

12 20 24

13 20 25

14 21 27

15 21 28

1 2l g [ Histograma 7 G
E ]'-'? | s Entrada

11: i i: Intervalo de entrada: SRE54:5B525 =

20 73 Intervalo do bloco: SE54:8E515 B

21 23 Rotulos

22 24

23 25 Opgoes de saida =

24 27 i@ Intervalo de saida: sDs13 25

75 28 () Mova planilha:

75 () Nova pasta de trabalho

27 [7] Pareto (histograma dassificado)

28 Porcentagem cumulativa

29 [¥]:Resultado do grafico:

30

S

Clicando em ok, teremos a distribui¢éo de freqiéncia com a freqiéncia relativa
acumulada conforme figura 2.13.b abaixo.
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Figura 2.13.b
IDADES  Fregiiéncio % cumulativo Hlstogra ma
17 2 9,52% 45 - - 120,00%
13 3 23,81% Fa
19 2 33,33% 35 [ 100.00%
20 2 42,86% 8 3 - 80,00%
o
21 3 57,14% 2 25 -
= - 60,00%
22 1 61,90% g 2 reotenc
23 4 80,95% 15 A - 40,00% reanenc
1 —il— % cumulativo
24 1 85,71% I 20,00%
25 1 90,48% 05 -
27 1 95,24% 0 - 0,00%
Mais 1] 100,00%
IDADES

Os demais procedimentos sao iguais aos descritos anteriormente.

Exercicios 2.2.3 (Distribuicdo de Frequéncia)

1) Os dados abaixo se referem aos pesos de um grupo de pessoas:

18 20 21 20 19 18 19 22
19 21 23 19 20 17 17 23
17 18 18 21 17 20 18 17
18 22 17 18 18 21 20 24

Construa a distribuicdo de freqiiéncia e a sua representacao grafica em um
histograma.

2) Agora tomamos as alturas desses 32 em estudantes (em metro) conforme
tabela abaixo:

1,64 1,63 1,59 1,91 1,88 1,70 1,56 1,63
1,76 1,75 1,58 1,80 1,82 1,72 1,57 1,78
1,84 1,61 1,63 1,78 1,83 1,71 1,59 1,74
1,57 1,62 1,88 1,79 1,81 1,69 1,61 1,73

Construa a distribuicdo de frequéncia e construa o histograma.

A resolugao dos exercicios acima encontra-se no arquivo exercicios 2.2.3

2.2.4 Distribuicao de frequéncia em intervalos de classes

Se o rol for muito grande e com dados com poucas repeticdes torna-se inviavel
a disposicao dos dados em uma distribuicdo de freqiiéncia, pois teriamos uma
tabela muito extensa, (veja como exemplo o exercicio 2 da secao anterior)
entdo usamos intervalos de classes, e chamamos este tipo de disposicao, de
distribuicdo de freqiéncia em intervalos de classes. Na pratica construimos os
intervalos de acordo com nosso interesse, mais adiante veremos uma regra
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para construcdo de uma distribuicdo de freqliéncia em intervalos de classes,
chamada regra de Sturges. Na tabela abaixo o simbolo F—significa que o
intervalo é fechado a esquerda e aberto na direita e o simbolo + é fechado
nos extremos. Na distribuicado de freqiiéncia em intervalos de classe abaixo
temos na segunda linha o intervalo que vai de 17 fechado a 19 aberto, olhando
para nosso rol do exemplo 2.3 temos 5 dados neste intervalo e assim
sucessivamente, temos 7 dados na segunda classe e por fim temos 2 dados na
ultima classe que vai de 26 a 28, intervalo fechado nos extremos.

Observacao: Os nossos exemplos se referem aos dados das idades do
exemplo 2.2.

Rol
17 17 18 18 18 19 19 20 20 21

21 21 22 23 23 23 23 24 25 27
28

Exemplo 2.4: Distribuicao de frequéncia em intervalos de classe

[ Idade Freqliéncia
1 17 — 19 5
2 19 I— 22 7
3 22}1—24 5
4 24 —26 2
5 26 28 2
Y 21

2.2.4.1 Componentes de uma distribuicao de freqiiéncia em classes

Classe: E o intervalo entre as variaveis estudadas, é denotada pela letra i. O
nuamero de classes € denotada pela letra K. No exemplo acima temos cinco
classes (K=5). O intervalo 22 — 24 esta na terceira classe (i=3).

Para determinarmos o numero de classes de uma distribuicdo em classes de
freqUéncia utilizando a regra de Sturges estipulamos que:

Se n <25, entao K = 5.

logn . Como
log?2 log?2

Se n> 25, entdo, k = 1+log2 n=1+ = 3,32, costumamos usar

K =1+3,32logn podemos tomar aqui K= Jn, pois os valores para 1+3,32logn
sao préximos dos valores de Jn, porém a medida que os valores de n cresce,

temos que os valores de Jn, cresce bem mais que os valores de 1+3,32logn,

portanto para valores grandes de n é mais indicado usarmos K = 1 + 3,32logn,
abaixo vemos na figura 2.7 o grafico das fungdes f(x)=1+3,32logx em azul e
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o grafico da funcdo g(x)=+/x em vermelho que mostram graficamente o que

acabamos de explicar.
Obs: logx é o logaritmo de x, na base 10.

Figura 2.7

307

25

20

Por exemplo, se estivermos trabalhando com 1000 dados, ou seja, n=1000
teremos pela regra de Sturges K=1+3,321og100 =11 classes, enquanto que se

usarmos a raiz quadrada teremos k=+/1000 = 32 classes temos portanto uma
diferenca de 21 classes de uma regra para outra.

De um modo geral o numero de classes deve ser maior ou igual a 5 e menor ou
igual a 25, portanto se tomarmos a regra da raiz como aproximacao da regra
de Sturges, teremos uma quantidade de dados limitada por aproximadamente
646 dados, pois V646 = 25,42, logo teriamos K=25. No caso da regra de
Sturges temos como limite de quantidades de dados para termos 25 classes
um valor aproximado de 22.668.443 dados, pois 1+3,3210g(22668443) = 25,42 ,
logo K=25. Quando tivermos trabalhando com quantidades de dados que
aplicando a regra de Sturges, o numero de classes supere 25 classes, é
indicado que se use sempre 25 classes.

Limite de classes

Sao os extremos de cada classe, o0 menor valor é o limite inferior (li), e 0 maior
o limite superior (Li). Na distribuicdo de freqiiéncia em intervalos de classes do
exemplo 2.4, temos o limite inferior da terceira classe (i=3) sendo o limite
inferior I3 = 22, € 0 superior Lz = 24.

Amplitude de intervalos de classe
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E o tamanho do intervalo, ou seja, é a diferenca entre o limite superior e o
inferior, e denotamos por hi.

hi = Li — li. Na distribuicdo de freqtiéncia em classes do exemplo 2.4, temos que
a amplitude da terceira classe (i=3) é h3 =Lz — I3 =24 -22 = 2.

Amplitude total

E a diferenca entre o limite maximo e o limite minimo do Rol. Denotamos por
AT = I—max - Imin-

No rol do exemplo 2.3 temos que a amplitude total € AT =28 — 17 =11 anos.
Ponto médio de uma classe

E a valor média dos extremos da classe, ou seja, é o valor que divide a classe

. li+Li . .
no meio, denotamos por P = 5 o ponto médio da classe i. E comum

também usarmos x; para denotarmos o ponto médio da classe /, mas aqui nao

usaremos essa notacdo para ndo confundir com os dados de uma amostra,

que também denotamos por x;. Na distribuicdo de frequéncia em classes do

exemplo 2.4, temos que o ponto médio da terceira classe € Pnz =

Li+L; 22+24
2

=23 anos.

Frequéncia simples ou absoluta

E a quantidade de dados contidos em uma classe. Vamos denotar aqui por Fi,
que significa a frequéncia absoluta, o i € para indicar a que classe se refere
essa frequéncia. Na distribuicdo de frequéncia abaixo temos que a freqiéncia
da classe 2 é F,=7.

Idade
17 — 19

19 — 22
221—24
24 1—26
26 28

> 21

AW N =|—
NN o ol

Uma forma ainda melhor de apresentar os dados em uma distribuicdo de
freqiéncia em classes, é informando as frequéncias acumulativas, e
percentuais. Isto facilita a analise dos dados.

Para construirmos a distribuicao em intervalos de classes pelo excel utilizamos
a funcao histograma.
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Poderiamos no exemplo acima construir nossa distribuicdo de freqiéncia em
intervalos de classes tomando o primeiro intervalo fechado nos extremos e os
demais fechados na direita, a planilha de céalculo excel adota essa metodologia,
teriamos entéo:

Idade
17 — 19
19 — 22
22— 24
24 —26
26 —28

> 21

o Bl w| | |-
| = oo M

Para fazermos essa distribuicdo em classes de frequéncia utilizando o Excel
2003 devemos ir em ferramentas e escolher a opcao analise de dados.

Inserimos os dados na planilha excel conforme figura abaixo, inserindo os
extremos superiores dos intervalos de classes.

Figura 2.8
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Microsoft Excel - Distribuigcao em inte

E‘_W arguivo  Editar  Exibir  Inserir  Eormat

FRN=N" NERENR= N NN =

C22 - 22
A | B |

1 Idades Claszes
2 17 19
3 17 22
4 18 24
g 18 26
B 18 28
7 19
d 19
g 20
10 20
11 21
12 21
13 21
14 x2
15 23
15 23
17 23
18 23
19 24
20 25
21 27
22 28 |

Vamos em ferramentas / andlise de dados / histograma clicamos em ok e
selecionamos o intervalo de entrada com o mouse de A1 a A22, o intervalo de
bloco de B1 a B6, selecionamos rétulos para aparecer os titulos selecionados
na distribuicdo em classes, escolhemos um intervalo de saida que no meu caso
foi a célula D3, selecionei porcentagem cumulativa e resultado do gréfico,
conforme figura 2.9:
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Figura 2.9

E_ Microsoft Excel - Distribuigao em intervalos de classes

5 frquivo Editar Exibir  Inserir Formatar  Ferramentas  Dados  Janela  Ajuda

FRNGA NENETE AT WS R AR NSRS NN W) E§|.faria| o [Nz sIESESE
03 - pit
A | B T ¢ W - | fr [ & [ d @17 T T K
1 Idades Clagses
2 17 19
3 17 22 I _I
4 18 24
5 18 26
B 18 28
! 19 Histograma X
g 19 e [ |
g 0 nkrada
10 0 Intervalo de entrada: |$.Cl.$1 Atz
N 21 Intervalo do bloco: |$B$1 $E¢6
12 21 :
13 21 [¥] Rétulos [ &uda |
14 2 e ;
15 a3 Oppdes de saida
16 23 {#) Intervalo de saida: |$D$3
17 23 () Mova planiha: | |
18 23 (") Mova pasta de trabalho
19 24 i
20 25 ] pareto (histograma classificada)
21 27 Porcentagem cumulativa
22 28 Resultado do grafico
23
24

Clicamos em ok e obtemos a distribuicdo de frequéncia e o histograma
conforme figura abaixo, podemos fazer algumas arrumagdes na distribuicdo de
freqUéncia e no gréfico utilizando 0 mouse, para torna-lo melhor apresentavel.
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Figura 2.10
£ Microsoft Fxcel - Distribuicao em intervalos de classes
@_] Arquiva  Editar  Exibir  Inserir  Formatar Ferramentas Dados  Janela  Ajuda Digike urna pergunka
BT T e R L oW w10 o |N 7§ |E==|@ o E
J33 - &
A | B & D [ E | F | ¢ | H [ o 0 ] K
1 Idades Classes
2| 17 19
3 | 17 22 Cligsses Frequénciz b cumulativo
4 18 24 19 7 33.33%
5| 18 26 22 5 51,90%
B | 18 28 24 5 B85.71%
7| 19 26 1 590 48%
8 19 28 2 100,00%
9 20 Iais 0 100,00%
I
N ]
qz] 2
B 21
EY 2 Histograma
15| 23
1B | 23
7| 23 g 120,00%
18| 23 o 6 -+ 100,00%
19 24 o T 1 o
o0 25 £ 80'000’5 == Frequéncia
51 5 :g_ 4 + - 60,00% o It
3 = ® 5 1 40.00% —8— S CUMUIEN0YO
=] o H + 20,00%
24 | 0 3 Eu St e 0,00%
2 19 22 24 26 28 Mais
27| Classes
6]
Il
an

Note que a distribuicdo em classes de freqiéncia que o excel construiu s6
aparece os limites superiores dos intervalos, mas podemos editar essa tabela
para ficar melhor, inserindo os limites inferiores e os simbolos manualmente.
No excel podemos inserir os simbolos com a opcéo inserir/simbolo. Veja figura
2.11:
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Figura 2.11
A [ B [ ¢ ] D [ E [ F [ 6 [ H [ J ]
L Idades Classes
2] 17 19
| 3 | 17 22 Classes Frequéncia % cumulativo
| 4 | 18 24 1TH19 7 33,33%
| 5 | 18 26 19 4 22 6 61,90%
| 6 | 18 28 22 {24 5 85,71%
| 7 19 24 426 1 90,48%
| 8 | 19 26 428 2 100,00%
ER 20
10 20
| 11] 2
|12 2
|13 ] 21 F
= » Histograma
|15 | 23 8
16 23
7] 23 T
| 18] 23 64 _
| 19 ] 24
20| 2 g7
| 21] 27 g, 1
22| 28 g
| 23| w37
| 24 |
2 ) ’_‘
| 26| 14
27
| 28 | 0 ; t t ’_‘ t t
129 | 17H19 19 4 22 22 424 24 426 26 428
130 Classes T X
|33

No Excel 2007 o procedimento é analogo ao descrito, onde usamos a funcao

histograma como ja explicado anteriormente.

Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 2.4: Os dados abaixo sdo referentes as idades de 40 alunos do

ensino médio do turno noturno de uma determinada escola.

Tabela 2
[ ldad Fre Freq. Acum | Freq. Rel Freq. Rel.
Xi Fi Fac; F% Acum
Faci%
1 17 2 2 5 5
2 18 3 5 7,5 12,5
3 20 2 7 5 17,5
4 21 1 8 2,5 20
5 22 5 13 12,5 32,5
6 23 10 23 25 57,5
7 24 12 35 30 87,5
8 25 3 38 7,5 95
9 26 2 40 5 100
> 40 100

33




Aulas de Estatistica / Prof. Jones Garcia da Mata / www.professorjones.hpg.com.br

O calculo da freqiiéncia relativa pode ser feito usando uma regra de trés
simples, ou simplesmente dividindo o numero que desejamos colocar em
percentual pelo total de dados e depois multiplicamos por 100%. Por exemplo,
na tabela 2 acima desejamos saber quantos por cento corresponde 2 de 40,
logo temos 2/40=0,05=0,05x100%=5%. As freqiiéncias acumuladas sao
obtidas somando-se sempre as freqiéncias das classes anteriores.

2.2.5 Construcao de uma distribuicao de frequéncia em intervalos de
classes utilizando a regra de Sturges

Vejamos o0 exemplo abaixo que evidencia o que falamos anteriormente, ou
seja, quando temos dados que nao se repetem com muita freqiiéncia, a
representacdo dos dados em uma distribuicdo de frequéncia se torna inviavel,
pois teremos uma tabela muito grande o que dificulta a analise dos dados.

Exemplo 2.5: Suponha que os pesos de um grupo de estudantes sejam dados
pelo seguinte Rol:

37,40,48,48,48,50,50,51,52,52, 52,52
54,59,60,60,60,60,61,61,61,61,62,62
63,64,64,65,65,65,67,68,74,77,77, 81
81,83,87,89

Temos o Rol acima representado na seguinte distribuicao de frequéncia:

Idades Fi Fi% Fac; Faci%
37 1 2,5 1 2,5
40 1 2,5 2 5,0
48 3 7,5 5 12,5
50 2 5,0 7 17,5
51 1 2,5 8 20,0
52 4 10,0 12 30,0
54 1 2,5 13 32,5
59 1 2,5 14 35,0
60 4 10,0 18 45,0
61 4 10,0 22 55,0

34




Aulas de Estatistica / Prof. Jones Garcia da Mata / www.professorjones.hpg.com.br

62 2 50 24 60
63 1 2,5 25 62,5
64 2 50 27 67,5
65 3 7,5 30 75,0
67 1 2,5 31 77,5
68 1 2,5 32 80,0
74 1 2,5 33 82,5
77 2 50 35 87,5
81 2 5,0 37 92,5
83 1 2,5 38 95,0
87 1 2,5 39 97,5
89 1 2,5 40 100,0
> 40 100,0 T I

Podemos ver que a distribuicdo de freqiiéncia é grande, mesmo sendo o
namero de dados pequeno considerando as quantidades de dados que
podemos trabalhar em uma pesquisa real. Vamos entao construir a distribuicéo
em classes de freqléncia e veremos o resultado final.

Primeiro passo:

Vamos determinar o niumero de classes de nossa distribuicdo. Pela regra de
Sturges, como n=40 e 40 € maior que 25 entdo temos que:

K =1+332logn= K =1+3,3210g40=6,31=k =6

Se utilizarmos neste caso a regra da raiz quadrada, obteremos o mesmo
namero de classes, ou seja, 6. Vejamos:

K=+40=2632=K=6

Segundo passo:

Vamos determinar a amplitude dos intervalos de classes, a amplitude dos
intervalos nés denotamos por h.

AT L —l, 89-37_52
K K 6 6

Como 0s nossos dados sdao dados que correspondem a numeros inteiros,
vamos entao aproximar para um namero inteiro, logo temos:

h= = 8,67

h=9
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Observacgao: Se tivéssemos, por exemplo, um conjunto de dados em que o
menor dado fosse 37 e 0 maior fosse 87, nos teriamos:

min

AT Ly =y 8737 _50 o

K K 6 6

h

Mas como 0s nossos dados sao dados inteiros, nds aproximamos h para um
ndamero inteiro, porém devemos aproximar sempre para o inteiro mais
proximo superiormente, pois na construcdo das classes, ndo teremos
nenhum dado fora da ultima classe. Logo teriamos também h=9.

Se os pesos do exemplo 2.5 estivessem com trés casas decimais, e
tivéssemos, por exemplo, 0 menor dado 37,138 Kg e o maior peso 87,467
Kg, teriamos a amplitude das classes dados por:

AT L, -1, 87467-37.138 50329
K K 6

h

= 8,38817

Mas neste caso como teriamos nossos dados com trés casas decimais,
teriamos de aproximar a amplitude h para trés casas decimais, logo
aproximamos h para h=8,389, ou seja, aproximamos para trés casas
decimais tomando uma aproximacao elevando a ultima casa decimal para o
mais proximo superiormente, pela mesma razao descrita acima.

Terceiro passo:

Vamos construir a distribuicado de freqiiéncia, agrupando os dados em suas
respectivas classes. Mas antes vejamos o limite superior da ultima classe,
tomando o menor valor do rol somando com o produto de h por K, ou seja,
L =1, +h-k, no nosso caso temos que L, =37+9-6=91, como o limite

superior da sexta (ultima) classe ficou maior que maior valor do rol em 2
unidades, pois 91-89=2, é indicado que fagcamos a distribuicao dessa diferenca
entre as classes, para isso, ao invés de comegarmos o limite inferior da
primeira classe com 37, iniciaremos com 36, assim teremos uma uniformidade
melhor entre as classes.

Observacao: Se tivéssemos uma diferenca de um numero impar € nao de
um namero par, como foi 0 nosso exemplo acima, escolheriamos comecar o
limite inferior da primeira classe com uma unidade a mais ou a menos em
relagédo a ultima classe. Por exemplo, se 0 nosso maior valor do rol fosse 88,
teriamos uma diferenca de 91-88=3, logo poderiamos comecar a primeira
classe com 36 ou com 35. Procedemos da mesma maneira se estivéssemos
trabalhando com dados que tem casas decimais.
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Classes fi fi% Faci FACI%
36 — 45 2 5,0 2 5,0

45 — 54 10 25,0 12 30,0
54 — 63 12 30,0 24 60,0
63 — 72 8 20,0 32 80,0
72 — 81 3 7,5 35 87,0
81190 5 12,5 40 100,0

> 40 100,0 I NN

Ou podemos agrupar considerando os intervalos fechados a direita. Essa é a
forma que a planilha de calculo MS Excel trabalha. Vejamos:

Classes fi fi% Faci FACI%
36 - 45 2 5,0 2 5,0
45 — 54 11 27,5 13 32,5
54 — 63 12 30,0 25 62,5
63 — 72 7 17,5 32 80,0
72 — 81 5 12,5 37 92,5
81 — 90 3 7,5 40 100,0

> 40 100,0 I i

Pelo excel temos:

Figura 2.12
A | B | ¢ [ o | E | F | G [ H | [ o [k | L [ m |
L Dados | Classes
2] 37 45 Classes | Frequéncia % cumulativo
3] 40 54 36H 45 2 5,00%
4| 48 63 45|54 11 32,50%
5| 48 72 54463 12 62,60%
6| 48 81 63472 7 80,00%
7| 50 90 72481 5 92.50%
8| &0 81490 3 100,00%
| 9| &
(10 52 Soma 40
1] 52
12| &2 .
13| 52 Histograma
(14| 54
(15| 59
(16| 60 1
| 17| 60 12 S
18| 60
19| 60 10 1
120 61 3
21| &1 £ 87 —
2| & 'E. 5
23| 61 &£
(24| 62 41
25| 62
261 6 1 | ]
| 27| 64 0 : ! : : : :
% 2‘5‘ BH45 45454 5463 6372 781 81490
E 65 Classes
31| 65

»
3
n
i

Observacao: A planilha da figura 2.12 encontra-se no arquivo distribuicdo em
intervalos de classes, na planilha fig 2.12.
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Verificamos que com os dados agrupados em classes de freqiéncia,
facilitamos a andlise dos dados.

Capitulo 3: Representacao Grafica de dados
3.1 Histograma

Representa graficamente, as freqléncias das classes ou os dados, que nao
estao agrupados em classes.

Exemplo 3.1: Vamos construir o histograma da distribuicado de freqténcia
abaixo:

Idade Fi Fi% Fac; Faci%
16 4 10 4 10
17 5 12,5 9 22,5
18 8 20,0 17 425
19 10 25,0 27 67,5
20 13 32,5 40 100,0
> 40 100,0 N T

Figura 3.1
Histograma
14
12
10 -
8
2 s
«@D
=
g 6
L
4 |
2 |
0
16 17 18 19 20 Idades

O histograma poderia ser construido evidenciando no gréafico a freqiéncia
relativa ou até mesmo as duas juntas, isto é, a freqléncia absoluta e a
freqiiéncia relativa. E comum definir histograma para distribuicdo de freqiiéncia
em intervalos de classes, mas aqui utilizaremos essa definicdo para
distribuicao de freqtiéncia que nao estao agrupados em classes também.

Exemplo 3.2: No caso das distribuigbes em intervalos de classes, o raciocinio
€ 0 mesmo, colocando no eixo horizontal as classes, como vimos no exemplo
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da distribuicdo dos pesos dos alunos que construimos anteriormente. Vejamos

o histograma com evidéncia.

Classes Fi% Faci Faci%
36 - 45 5,0 2 5,0
45 — 54 27,5 13 32,5
54 — 63 30,0 25 62,5
63 — 72 17,5 32 80,0
72 — 81 12,5 37 92,5
81 — 90 7,5 40 100,0

> 100,0 M i
Figura 3.2
Histograma
14
12 +
10
S
Q g
&
4 i
2
0 1 1
36 H 45 63472 81490
Classes

O normal é construir o histograma com as colunas juntas e obedecendo uma
escala para os eixos horizontal e vertical, o Excel s6 constrdi o grafico da forma
acima, podemos entdo construir o grafico em qualquer outro programa de
estatistica, ou mesmo em um programa de desenho, veja a figura 3.3.
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Figura 3.3

F 3

\J

36 45 34

3.2 Poligono de frequéncia

O poligono de freqiéncia é o poligono que obtemos quando ligamos os pontos
do histograma que tém como abscissa o ponto médio de cada classe e
ordenada a frequéncia dessa classe, mas para construirmos o poligono de
freqUéncia nés criamos mais dos pontos que tém ordenada zero, ou seja, esta
sobre o eixo horizontal, sendo o primeiro o que tem menor abscissa que € dado
pela diferenga do limite inferior da primeira classe com a amplitude das classes

dividida por dois, isto &, [, —g, na figura 3.4 este ponto corresponde ao ponto

h.
((l1 _E,

soma do limite superior da udltima classe com a metade da amplitude das
classes, isto é, na figura 3.4 temos este ponto dado por

0)=(36—%;O):(31,5;O)e o0 outro ponto sendo de abscissa dada pela

(L +§;O) = (90+%,O) =(94,5,0). Na figura 3.4 vemos o histograma e o poligono

de freqUéncia.
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Figura 3.4

A

12

11

315 36 45 34 63 72 81 90 945

.
»

Uma observagdo importante é notar que a area em azul do histograma da
figura 3.4, ou seja, a soma das areas dos retangulos é igual a area limitada
pelo poligono de freqiiéncia e o eixo horizontal. Veja na figura 3.5 em verde, a

area limitada pelo poligono de freqiiéncia e o eixo horizontal.

Figura 3.5
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315 36 45 34 63 72 81 20 4—,5

\ 4

Essas dareas sao iguais, pois os triangulos de mesmas cores que estado
destacados na figura 3.6 sdo congruentes (iguais), logo possuem as mesmas
areas. Podemos considerar a area do primeiro retangulo do histograma que

representa a primeira classe tendo area 4—20:0,05:5%, que corresponde a

frequéncia relativa da primeira classe, e assim sucessivamente, logo a soma
das areas dos retangulos sera 1=100%. Logo a area limitada pelo poligono de
freqUéncia e o eixo horizontal também terd area igual a 1=100%.

Figura 3.6
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31_. 36 435 34 63 72 81 90 94.5

Observacao: Para se diminuir o erro de agrupamento que surge em analises
matematicas ulteriores € aconselhavel construir a distribuicdo em classes de
freqiéncias, de forma que o ponto médio de cada classe coincida com
dados observados.

3.3 Pareto

Uma outra representacao grafica € o pareto, que é o histograma, quando
organizamos os dados ou as classes da de maior freqiéncia para a menor,
isso facilita as comparagdes entre os dados ou classes de maior freqiéncia. No
Ms Excel na ferramenta andlise de dados/histograma temos na caixa de
dialogo a opgéo pareto. Vejamos mais uma vez o exemplo dos pesos em que
construimos a distribuicdo em classes de freqiiéncia, e vamos construir agora
no excel o pareto.

Exemplo:
Classes fi fi% Faci FACI%
3645 2 5,0% 2 5,0%
45— 54 11 27,5% 13 32,5%
54— 63 12 30,0% 25 62,5%
63— 72 7 17,5% 32 80,0%
72— 81 5 12,5% 37 92,5%
81—90 3 7,5% 40 100,0%
> 40 100,0% I I
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Veja caixa de dialogo abaixo:

Figura 3.8
Histograma E|
Entrada
Intervalo de entrada: At1bAdd] .

-Cancelar

Intervalo do bloco: $651:4647 -
ajud

2] Rbtulos

Cpries de saida

() Intervalo de saida: $0419 g
(3 Nova planilha

(") Mova pasta de trabalho

Pareto (histograma classificado)
|:| Porcentagem cumulakiva

Resultado do gréfico
Figura 3.9
Pareto
14
121/,
.g 10 +
G 8 o
=§_ 6 & @ Frequéncia
& 47 H
2] |
0 1 1 1 1 1 |_| 1
63 54 72 81 90 45
Classes

Neste caso as classes estdo identificadas pelos limites superiores de cada
classe, pela distribuicdo em classes de freqiéncia podemos notar que a classe
de maior freqiiéncia é a terceira classe (54 — 63) com uma frequtiéncia de 12.

No pareto essa € a classe que esta em primeiro lugar e € identificada pelo
limite superior dessa classe que € 63. O pareto acima encontra-se na planilha
Distribuicdo em intervalos de classes, na planilha 3 (Plan 3).
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Observacao: Podemos ter uma grande quantidade de dados extraidos de uma
grande populacéo, de forma que seja possivel reduzir o tamanho dos intervalos
das classes, (isso é perfeitamente possivel para dados continuos, esses dados
assumem qualquer valor dentro de um intervalo real), de sorte que os
poligonos de

Vimos até aqui alguns exemplos de tratamento de dados quantitativos, isto é,
de dados numéricos, vamos ver agora exemplo de tratamento de dados
qualitativos, ou seja, dados que qualificam determinado assunto pesquisado.

Exemplo:

Suponha que estamos querendo investigar o interesse dos alunos pela
matematica e por lingua portuguesa em uma determinada escola de ensino
fundamental e médio. Formulamos entdo um pequeno questionario com as
perguntas: 1) Vocé gosta de matematica? 2) Vocé gosta de portugués? Onde
as resposta seriam escolhidas entre as possibilidades: Nao ; Pouco ; Regular ;
Muito.

Questionario
1) Voceé gosta de matematica? 45

( )Niao
( ) Pouco
( ) Regular
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Entrevistamos entdo 40 alunos e construimos a seguinte distribuicao de
freqUéncia onde separamos também os alunos por sexo

Feminino Masculino Total
Gosto por Matematicq fi fi% fi fi% fi fi%
Nao 8 40 6 30 14 35
Pouco 5 25 4 20 9 22,5
Regular 4 20 5 25 9 22,5
Muito 3 15 5 25 8 20
Total 20 100 20 | 100 |40 100

Sugerimos como representacao grafica dessa distribuicao, o grafico de setores
ou também conhecido como grafico de pizza. Ele pode ser construido pelo MS
Excel, com a funcéo assistente de graficos ou manualmente. Sugerimos como
atividade para os alunos do ensino fundamental e médio a constru¢cdo desse
grafico em papel milimetrado, onde se deve usar compasso e um transferidor
para medir o angulo dos setores, pois 0 angulo dos setores devem ter as
mesmas proporcdes que representam em relagao a 360°.
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Gosto por Matematica (Sexo Feminino)

O Muito
15%
@ Nao @ Nao
O Regular 40% m Pouco
20% O Regular
O Muito
m Pouco

25%

Por exemplo, temos o setor do circulo em azul que representa o percentual de
meninas que nao gostam de matematica, logo este setor deve ter um angulo de
40% de 3602, o que corresponde a 0,40-360°=144°, analogamente o setor que
representa pouco deve ter 90°, o setor regular 72°, e o setor muito 54°,
fechando um total de 360° que corresponde ao circulo completo. Segue as
representacdes do sexo masculino e a do total de estudantes.

Gosto por Matematica ( Sexo Masculino )

O Muito
259, @ Nao
30% @ Nao
m Pouco
O Regular
O Muito

O Regular

259, m Pouco

20%
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Total de Estudantes

O Muito
20%
@ Nao
34%, @ Nao
m Pouco
O Regular
O Regular )
239, O Muito
m Pouco

23%

CONTEUDO 3 - Medidas de Tendéncia Central

# Medidas de tendéncia central

Na estatistica descritiva, uma das medidas de grande importancia, sao as
medidads de tendéncia central, as medidas de tendéncia central resumem o
comportamento central dos dados, podendo representar um conjunto de dados.
Entre as medidas de tendéncia central, temos a média aritmética, ou
simplesmente média, que é a mais famosa e mais utilizada entre as medidas
de tendéncia central.

- Médias

1- Média aritmética: (Média)
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E calculada somando-se todos os dados e dividindo este somatério pelo
namero de dados.

Exemplo: Vamos calcular o peso médio ( ou média dos pesos) dos 40 alunos
que vimos nesse texto, esses dados encontram-se abaixo:

36,40,49,49,49,50,50,51,52,52,52, 52
54 ,59,60,60,60,60,61,61,61,61,62,62
63,64 ,64,65,65,65,67,68,74,77,77,81
81,83,87,90

Somamos entao os 40 pesos e dividimos esse resultado por 40

média= 36+40+...+87+90 _ 2474 — 61,85 quilos
40 40

Como trabalhamos com os pesos todos com numeros inteiros, podemos
aproximar entdo a média dos pesos para um nuamero inteiro.

Média dos Pesos = 62 quilos

Podemos calcular a média também pelo Ms Excel escolhendo em inserir
funcdo, a opcao média. O célculo dessa média foi feita no excel e encontra-se
no arquivo medidas de Tendéncia Central, em planilha 1 (plan1).

Uma propriedade da média aritmética € a seguinte: Se tivermos uma série de
dados em progressao aritmética (P.A), veremos que a média aritmética sera
igual a mediana desses dados, a mediana € um valor numérico que divide a
série de dados em duas partes, uma de dados menores que a mediana e a
outra em dados maiores que a mediana, logo a frente falaremos mais sobre a
mediana.

Exemplo: Considere a série de dados: 5 ;8 ;11 ;14 ; 17, veja que estes dados
entdo em uma P.A de razdo 3, a média desses dados é 11, e a mediana
também é 11, pois esse dado divide a série no meio.

Exemplo: Considere a série de dados: 8 ; 13 ; 18 ; 23 ; 28 ; 33 veja que estes
dados entdo em uma P.A de razado 5, a média desses dados é 20,5, e a
mediana também é 20,5, pois esse valor divide a série no meio, que é
exatamente um valor que esta entre o dado 18 e o dado 23, tomando a média
desses dois dados obtemos exatamente a mediana e a média desses dados.

# Calculo da média aritmética de dados agrupados em classes de freqiéncia

E se tivermos apenas a distribuicdo em classes de freqiiéncia de um conjunto
de dados, como faremos para calcularmos a média, se ndo temos todos os
dados explicitados? Vamos responder essa pergunta com o exemplo abaixo:

Exemplo: Considere o Rol: 2, 4, 6, 9, 9, 10,10, 12, 13, 13, 14, 16, 17, 17, 22.
Colocando estes dados em classes de frequiéncia temos:
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Classes fi Pmi
2]-6 2 4
6]-10 3 8
10 |- 14 5 12
14 |- 18 4 16
18|-|22 1 20

r 15

Pois temos que n=15<25, logo o numero de classes de freqiéncia é K=5
e a amplitude de cada classe é h=AT/K=(22-2)/5=20/5=4. Pmi é o ponto médio
de cada classe. Pmi=(Li+li)/2. A média da distribuicio em classes sera
calculada da seguinte forma:

= |
Il

Onde n é o numero de dados, f;é a frequéncia da classe i, Pni € 0 ponto médio
da classe i e k é o numero de classes.

- 24+38+5.12+4.16+1.20 176
logo no nosso exemplo temos que x = T = T

=11,73

A média dos dados é }:%:11,60. Podemos ver que a média

calculada pela distribuicdo dos dados em classes de freqiéncia é bem proxima
da média dos dados. Logo se nao tivéssemos os dados e apenas a distribuicao
em classes de frequéncia, nés estimamos a média dos dados utilizando este
calculo para distribuicdo em classes de frequéncia.

2- Média geométrica

Se temos n dados xi, Xo, ... , Xn, €ntd0 a média geométrica destes dados
¢ G=1/x,.x,..x, . A média geométrica dos pesos do exemplo anterior é

calculada abaixo:

G=%36-40-...-87-90 = 60,68 = 61

A média geométrica pode ser calculada pelo Ms Excel, usando a funcdo média
geomeétrica, veja o arquivo medidas de tendéncia central, em planilha 1, ou
usando uma maquina cientifica qualquer.
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Exemplo: Calcule a média geométrica dos seguintes dados 7 ; 11 ; 3 ; 5:

Temos neste caso 4 dados, entdo vamos calcular a raiz quarta (ou raiz de
indice 4) do produto desses dados, vejamos:

G=4%7-11.3.5=41155=5,83

Uma propriedade da média geométrica € a seguinte: Se tivermos uma série de
dados em progressao geométrica (P.G), veremos que a média aritmética sera
igual a mediana desses dados

Exemplo: Considere a série de dados: 5 ; 15 ; 45 ; 135 ; 405, veja que estes
dados entdo em uma P.G de razao 3, a média geométrica desses dados é 45,
e a mediana também é 45, pois esse dado divide a série no meio.

Exemplo: Considere a série de dados: 8 ; 40 ; 200 ; 1000 ; 5000 ; 25000 veja
que estes dados entdo em uma P.G de razao 5, a média geométrica desses
dados € aproximadamente 447,21, e a mediana também pode ser 447,21, pois
esse valor divide a série no meio, que é exatamente um valor que esta entre o
dado 200 e o dado 1000, tomando a média geométrica desses dois dados
obtemos exatamente a mediana e a média geométrica desses dados.

# Calculo da média geométrica de dados agrupados em classes de freqiiéncia

E se tivermos apenas a distribuicdo em classes de freqiéncia de um conjunto
de dados, como faremos para calcularmos a média geométrica, se ndo temos
todos os dados explicitados? Vamos responder essa pergunta com o exemplo
abaixo:

Exemplo: Considere o Rol: 2, 4, 6, 9, 9, 10,10, 12, 13, 13, 14, 16, 17, 17, 22.
Colocando estes dados em classes de frequiéncia temos:

Classes fi Pmi
2]-6 2 4
6]-10 3 8
10 |- 14 5 12
14 |- 18 4 16
18|-|22 1 20

r 15

A média geométrica da distribuicdo em classes sera calculada da seguinte
forma:
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G = dpmlﬁ ’ Pmez o Pmkfk ’

Onde n é o numero de dados, f;é a frequéncia da classe i, Pni € 0 ponto médio
da classe i e k é o numero de classes.

Logo no nosso exemplo temos que:

G =Y4%.8.12°.16*.20' =10,68

A média geométrica dos dados é

G=Y2-4.69.9.10-10-12-13-13-14-16-17-17-22 =
—¥2.4.6.92.10%-12-13%-14-16-17%-22 =10, 08

Podemos ver que a média geométrica calculada pela distribuicdo dos dados
em classes de freqiéncia € bem proxima da média geométrica dos dados.
Logo se nao tivéssemos os dados e apenas a distribuicdo em classes de
frequéncia, ndés estimamos a média geométrica dos dados utilizando este
célculo para distribuicao em classes de freqiéncia.

3- Média harmonica

Se temos n dados xi, Xo, ... ,Xn , @ média harmoénica destes dados é calculada

. . - n n
da seguinte maneira: x, = =— 1"
xi

I 1 1
—+— .+
XX, X,

Exemplo: Vamos calcular a média harménica dos pesos dos estudantes
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- 40

e 1 =59,50=60
— ettt
36 40 87 90

Uma aplicacdo importante da média harménica é no calculo de velocidade
média quando as distancias percorridas sao iguais.

Exemplo: Suponha que um motorista foi de Salvador para Feira de Santana a
velocidade média de 80Km/h, e voltou de Feira de Santana para Salvador pelo
mesmo caminho a velocidade média de 100Km/h. Sabendo-se que a distancia
entre as cidades € de 100Km. Qual foi a velocidade média de todo percurso?

_100km __ 1.25h. O

O tempo que o motorista levou para ir de Ssa para Feira foi
80Km / h

100Km

100Km / h
200Km _ 200Km

1h+125h  2.25h

calculassemos a média das velocidades médias o resultado estaria errado, pois
80Km/h+100Km/h

tempo que ele levou para voltar foi =1h. Como o percurso completo

tem 200Km a velocidade média foi de =88,89Km/h. Se noés

=90Km/h. Notamos que neste caso temos a média

2
harmonica das velocidades médias, pois
2 2 2 800Km/ h
; 0 =~ - 9 = =88,89Km/h.

+
80Km/h 100Km/h 400Km/h 400Km/h

# Calculo da média harménica de dados agrupados em classes de frequiéncia

E se tivermos apenas a distribuicdo em classes de freqiéncia de um conjunto
de dados, como faremos para calcularmos a média harménica, se ndo temos
todos os dados explicitados? Vamos responder essa pergunta com o exemplo
abaixo:
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Exemplo: Considere o Rol: 2, 4, 6, 9, 9, 10,10, 12, 13, 13, 14, 16, 17, 17, 22.
Colocando estes dados em classes de frequiéncia temos:

Classes fi Pmi
2|-6 2 4
61]-10 3 8
10 |- 14 5 12
14 ]- 18 4 16
18|-]22 1 20

r 15

A média harmdnica da distribuicdo em classes serd calculada da seguinte
forma:

; n .
h:
1 1 17
et e
fi p f P fe p

ml m2 mk

Onde n é o numero de dados, f;é a frequéncia da classe i, Py € o ponto médio
da classe i e k€ o numero de classes.

Logo no nosso exemplo temos que:

xn = T 115 =942
2-—+3-—+5-—+4-—+1-—
4 8 12 16 20

A média harmonica dos dados é

trrrrr gttty
2 4 6 9 9 10 10 12 13 13 14 16 17 17 22

15
= =9,03
1+1+1+2.1+2.i+i+2.i+i+i+2.i+i
2 4 6 9 10 12 13 14 16 17 22

Podemos ver que a média harménica calculada pela distribuicdo dos dados em
classes de frequéncia € bem proxima da média harménica dos dados. Logo se
nao tivéssemos os dados e apenas a distribuicdo em classes de frequéncia,
ndés estimamos a média harménica dos dados utilizando este calculo para
distribuicdo em classes de frequéncia.
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- Mediana

E o valor que divide o rol no meio, isto &, uma parte dos dados, contém dados
menores que a mediana, e outra parte com a mesma quantidade de dados,
contém dados maiores que a mediana.

Exemplo: Doze candidatos fizeram uma prova seletiva para o preenchimento
de seis vagas para administrador em uma empresa. As notas foram as
seguinte: 5,0;7,0;6,5;6,0;8,0;7,0;55;9,0;9,5;8,5;8,0;7,6. Sabendo-
se que a nota de corte € a mediana. Determine as notas dos candidatos
selecionados.

Devemos colocar os dados em ordem crescente, que é exatamente o rol dos
dados

Rol: 5,0;55:6,0;6,5;70;7,0;7,6;8,0:8,0:;85:;9,0;95

Como temos um numero par de dados, tomamos a mediana sendo a média
dos dados centrais, que neste caso sado xe=7,0 e xy=7,6, logo
My=(7+7,6)/2=7,3. Para determinarmos os dados centrais de uma série como
nuamero de dados par, nés dividimos o total de dados por dois, para acharmos o
primeiro dado central, o outro dado central é o seguinte. No exemplo acima
fizemos 12/2=6, entdo xs € o primeiro dado central e x; é o segundo dado
central, logo Mg=(xs+xX7)/2.

Mg= 7,04+7,6 _ 14,6 ~73
2 2

Exemplo: Suponha que treze candidatos fizeram uma prova seletiva para o
preenchimento de seis vagas para administrador em uma empresa. As notas
foram as seguintes: 5,0;7,0;6,5;6,0;8,0;7,0;5,5;9,0;9,5;85;8,0;7,6;
8,7. Sabendo-se que a nota de corte € a mediana. Determine as notas dos
candidatos selecionados.

Rol: 5,0;55:6,0;6,5;70;7,0;76:;8,0:;8,0:85:8,7;9,0;95

Como a quantidade de dados € um numero impar, temos entdo que a mediana
vai ser um dado do rol, para localizarmos a posicao deste dado no rol, nés
somamos a quantidade de dados com um e dividimos por dois. No exemplo
anterior tinhamos um total de 13 dados, logo (13+1)/2 = 14/2=7, logo a posi¢ao
do dado central no rol é a sétima posicdo, ou seja, é 0 x; = 7,6, que é
justamente a mediana.
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Mg=7,6

Podemos calcular a mediana pelo Ms Excel, utilizando a fungdo Med (mediana)
na categoria estatistica, veja o arquivo Medidas de tendéncia Central, em
planilha 2 (plan 2)

# Calculo da mediana de dados agrupados em classes de freqiiéncia

E se tivermos apenas a distribuicdo em classes de freqiiéncia de um conjunto
de dados, como faremos para calcularmos a mediana, se ndo temos todos os
dados explicitados? Vamos responder essa pergunta com o exemplo abaixo:

Exemplo: Considere o Rol: 2, 4, 6, 9, 9, 10,10, 12, 13, 13, 14, 16, 17, 17, 22.
Colocando estes dados em classes de frequiéncia temos:

Classes f; fi% Fac; | Faci%
2]-6 2 13,33% | 2 13,33%
61|-10 3 20,00% | 5 | 33,33%

10 |- 14 5 ]833,33% | 10 | 66,66%

14 ]- 18 4 | 26,67% | 14 | 93,33%
18]-|22 1 6,67% 15 |100,00%

r 15 |100,00%

A idéia para se calcular a mediana de uma distribuicdo em classes € em
primeiro lugar localizar em que classe se encontra a mediana, na distribuigao
acima temos 15 dados, sabemos que a mediana dos dados é o dado que esta
na oitava posi¢cao do rol, logo vemos que a classe onde se encontra esse
oitavo dado é a terceira classe, (10 |- 14), se por acaso tivéssemos uma
quantidade par de dados, e se um dos dados centrais caisse em uma classe e
o outro na classe seguinte, poderiamos considerar uma das duas como classe
da mediana. Sabemos entdo que neste exemplo a classe da mediana é a
terceira classe, logo a mediana tem que ser um valor que esta neste intervalo,
para isso vamos tomar o limite inferior dessa classe e somar a um percentual
da amplitude desse intervalo, esse percentual é calculado tomando a metade
da quantidade de dados que depois subtraimos da freqiéncia acumulada da
classe anterior a classe da mediana e depois dividimos pela freqiéncia da
classe da mediana, para acharmos esse percentual relativo a quantidade de
dados da classe da mediana. Podemos escrever isso em uma expressao.

(EMd — Etnt )

Md

M,=1+h ; onde

I: E o limite inferior da classe da mediana.
h: & a amplitude da classe de mediana.
Enmg: E a freqliéncia total dividida por dois.
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Fant: ,E a freqiiéncia acumulada da classe anterior a classe da mediana.
fug: E a freqiiéncia da classe da mediana.

Logo no nosso exemplo temos que =10, h=4, Exg=7,5, Fani=5 € fug=5,
desta forma temos que

(7,5—5):12_

M, =10+4-

Podemos usar nos calculos as freqiéncias relativas que vamos obter a
mesma resposta, vejamos:

(50% —33,33%)

M, =10+4-
33,33%

=12

Neste nosso exemplo coincidentemente obtemos que a mediana da
distribuicdo em classe é a mesma mediana dos dados, pois o0 oitavo dado do
rol € exatamente 12.

Vamos ver mais um exemplo:

Considere a distribuicdo em classes abaixo

Classes fi fi% Faci Faci%
21]-4,4 3 30 3 30
44 1-6,8 1 10 4 40
6,8 |-9,2 2 20 6 60
9,2-11,6 2 20 8 80
11,6 |-14 2 20 10 100
3 10 100 i i

Temos neste caso que os dados centrais entao na terceira classe, que vai de
6,8 e 9,2. Os dados centrais sd0 0 X5 € Xg, pois temos dez dados. Neste caso
temos que, 1=6,8, h=2,4, Eny=50, F,ni=40 e fus=20, desta forma temos que

My=6,8+2,4, 0040

=8. Se wusarmos os dados numéricos ao invés de

porcentagens temos que, Ewg=5, Fan=4 € fuq=2, desta forma temos que
Md=6,8+2,4.(5;24)=8

- Moda

A moda de um conjunto de dados é o dado que mais se repetiu, ou seja, € 0
dado com a maior frequéncia, logo a moda de um conjunto de dados pode nao
existir e neste caso a série de dados é dita amodal. Podemos ter também uma
série de dados com mais de uma moda, dizemos neste caso que a série é
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multimodal. A moda é a uUnica medida de tendéncia central que se aplica em
dados quantitativos e qualitativos.

Exemplo (quantitativo): O numero de infracées de transito observadas em trés
semaforos A, B e C de uma cidade, a cada hora, durante 8 horas de
observacgéo foram os seguintes:

A: 10, 12, 14, 14,
B: 15, 20, 20, 12,

16,8,9,5
13,
C:5,6,4,2,3,1,7,8

15,10, 2

Moda de A=14
Modade B=20e 15
Moda de C nao existe.

Exemplo (qualitativo): Foi feita uma pesquisa com 8 pessoas, que
assistiram trés filmes, A, B e C, onde elas tinham que classificar como P
(péssimo), R (regular), B (bom) ou O (6timo) e obtemos os seguintes

resultados:

Fime A:B,B, R, R, 0,0, 0,0 Moda filme A =0
FimeB:P,P,R,R,R,B,B, B Moda fime B=ReB
FimeC:P,P,R,R,B,B, 0,0 Moda filme C ndo existe

Exemplo: Uma fabrica de calcas fez uma pesquisa com mil pessoas do
sexo masculino de uma cidade, para saber 0 numero mais comum que
estas pessoas vestiam. De acordo com a tabela de freqiiéncia abaixo,
determine a moda dos dados.

Numero da calca f;
36 200
38 250
40 350
42 500
44 300
) 1600

A moda dos dados é 42, que é exatamente 0 numero mais usado na
cidade.

Podemos calcular a moda de um conjunto de dados utilizando o Ms Excel, pela
funcdo MODO da categoria estatistica. Para dados qualitativos podemos usar a

funcdo do Ms Excel CONT.SE. Veja arquivo medidas de tendéncia central, em
planilha 2.

CONTEUDO 4 - Medidas de Dispersao

# Medidas de dispersao
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O grau ao qual os dados numéricos tendem a dispersar-se em torno de
um valor médio, nés chamamos de dispersao ou variacao dos dados.

- Amplitude total (h)
E a diferenca entre o maior valor e 0 menor valor de um conjunto de dados.

Exemplo: Considere o conjunto A={5, 2, 3, 9, 1, 7}. O Rol deste conjunto é:
1,2,3,5,7,9. A Amplitude total destes é h=9-1=8

- Desvio médio (DM)

E o somatério dos médulos da diferenca entre cada elemento do conjunto e
a média deste conjunto dividido pelo nimero de dados.

Exemplo: Considere o conjunto de dados {2, 4, 9}. Temos que a média
destes dados é x=5. Logo

DM=|2_5|+|4_5|+|9_5|=|_3|+|_1|+|4|=3+1+4=§=2,67. Se temos um

3 3 3
>ix, - x|
—-

O desvio médio pode ser calculado pela planilha MS. Excel utilizando a fungao
Desvio Médio (DESV.MEDIO).

conjunto com n dados {X1, Xz, ... , Xn}, com média x, entdo DM=

- Variancia Populacional (6?)

E o somatério do quadrado da diferenca entre cada elemento da populacéo,
e a média destes elementos, dividido pelo nimero de elementos.

Exemplo: Considere o conjunto de dados {1, 3, 2, 6}, temos que a média
dos dados é x =3 e a variancia

o o (1-3+(3-3°+(2-3)+(6-3) (-2’ +0*+(-1)’+3> _ 4+0+1+9 _&_3 0
- 4 - 4 4 47

Z(xi _;)2
—n .

Se temos um conjunto com n dados {1, Xa, ... , Xn}, €ntdo ¢? =

A variancia populacional pode ser calculado pela planilha MS. Excel utilizando
a fungao variancia populacgional (VARP).

- Desvio padrao populacional (o)

E a raiz quadrada da variancia populacional, 6 = Vo> =
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Exemplo: Considere o exemplo anterior. Obtemos a variancia dos dados
6% = 3,50, logo o desvio padrdo dos dados é 6 = Vo =4/3,50 =1,87.

O desvio padrao populacional pode ser calculado pela planilha MS. Excel
utilizando a func¢éo desvio padrao populagional (DESVPADP).

- Desvio padréao e variancia populacional e amostral

O desvio padrao e a variancia podem ser calculados de forma amostral,
isto €, tomando-se uma parte da populacdo, e neste caso, sao ditos
amostrais, ou podem ser calculados usando-se toda populacédo, e neste
caso sao ditos populacionais.

> (x, -0

n

N2
Desvio padrdo populacional: ¢ =\/ﬂ
n

2_ 2,05~

Variancia amostral: s“=

Variancia populacional: 6* =

n—1

32
Desvio padréao amostral: s= Z(X—lx)
n_

Exemplo: A variancia populacional dos dados do exemplo anterior foi
6°=3,50, e o desvio populacional foi 6=1,87. Se esses quatro dados refere-se a
uma amostra de uma populacédo, entdo temos a varidncia amostral sendo:
2o 2 =07 (1232 +(3-3)7 +(2-3)> +(6-3)° _ (2’407 +(=1)* +3 146

n—1 3 3 3
e 0 desvio padrao amostra é s = \/s_zz\/mzz,m. Das medidas de dispersao
as mais usadas sao o desvio padrao amostral e a variancia amostral.

Exercicio: Calcule a média, o desvio padrao e a variancia dos seguintes dados:
50;55;6,0;6,5;7,0,;7,0;7,6;8,0;8,0,;8,5;9,0;9,5.

Resposta: x=73, s=1,39 e s?=1,93.
# Coeficiente de dispersao relativa (dispersao relativa)
Obtemos a dispersao relativa dividindo a dispersao absoluta pela média,

onde a dispersao absoluta pode ser qualquer medida de dispersao, logo

) ~ . dispersdo absoluta
dispers&o relativa = .

média
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A razao entre o desvio padrao e a média de uma série é dito coeficiente

de dispersdo relativa, logo coeficiente de dispersdo relativa = ou

=19

coeficiente de disperséo relativa =

=l

Exemplo: A média de uma turma na prova de estatistica foi 9 e em
matematica foi 8, sabendo-se que a turma tem 30 alunos e que o desvio
padrao das notas de estatistica foi c =4 e em matematica foi ¢ =5. Determine o
coeficiente de dispersao relativa de cada matéria.

Estatistica: Coeficiente de dispersao relativa =

=119

=g= 0,44 = 44%

o_>

Matematica: : Coeficiente de dispersao relativa = = = - 0,63=63%

X
A matéria matematica apresentou um coeficiente de dispersao relativa
maior.

# Medidas de ordenamento e posigcao

- Quartis: Sabemos que a mediana divide o Rol em duas partes, sendo
50% dos dados menores que a mediana e 50% dos dados maiores que
a mediana. O quartis divide o Rol em quatro partes iguais. Logo teremos
trés quartis Qi, Q2 e Qs, que dividiram o Rol em quatro partes iguais.
Para determinarmos a ordem dos quartis, nGs usaremos a relagao Q; =

X onde i = 1,2 e 3 sdo as ordens dos quartis e n € o nimero de

in 1.9

2
dados.
Exemplo: Considere os dados 11 ;7 ;5 ; 19 ; 17 ; 13. Determine os quartis
deste conjunto de dados.

Rol: 5;7 ;11 ;13 ;17 ; 19. Neste caso temos seis dados, logo n=6. O
primeiro quartil é Q1=x[1_6 1]=x2=7. O segundo e o terceiro quartis séo
ERe)
_ Nt :ﬁzlz e Qs=x,, , =x,=17. Logo estes sdo os trés
[55+] ” 2 2 [ +5]
quartis que dividem o Rol em quatro partes iguais.

Qo=x,4 | = X5
WA

5;:;7 ;11 ;13 ;17;19
T T T
Q1 Q2 Qs

- Decis: Dividem o Rol em dez partes iguais. Di=x ;, , .
[+
10 2

- Percentis: Dividem o Rol em cem partes iguais. Pi=x ;, , .
[+
100 2
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Exercicio: Dado o conjunto de dados {1,3,2,6,5,9}. Determinar seus
quartis.

Resposta: Q1=2, Q=4, Q3=6

Exercicio: Dado o conjunto de dados {20, 5, 7, 3, 9, 3, 4, 8, 2},
determine:
a) O Rol, a média e a mediana.
b) A moda, o desvio médio e a variancia.
c) O desvio padrao , o quartil Qs, o decil Ds e o percentil P

Respostas: a) x=6,78 , My=5
b) Moda = 3, DM=3,75 e s? =30,44
C) S = 5,52, Q3=X7,75=8,75, D5=X5=7, P10=X1,4=2,4.
Exercicio: Considere os conjuntos de dados D1={13,29,37,51,46,39,58}
e D2={14,26,13,32,16,53,78,86,93,41}. Determine para os dois conjuntos de
dados:

a) A mediana, a média, e a moda
b) Qs, D7 e Psp

Atividade Complementar
1. Dado o rol de dados amostrais abaixo:
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26,98 | 25,10 | 25,20 | 32,40 | 34,30 | 34,30 [ 36,40 | 39,06 | 39,37

39,40 | 49,00 | 49,00 | 50,84 | 51,50 | 54,68 [ 54,68 [ 65,30 | 65,60

67,70 { 67,80 { 70,30 | 71,77 | 71,80 | 79,60 [ 79,70 [ 81,00 | 81,00

81,00 | 82,37 | 82,38 | 89,00 | 93,00 | 93,90 [ 94,13 | 101,00 | 103,00

107,00/107,00{107,00|107,30|120,34| 122,87 122,98 123,96

a) Construa a distribuicao em classes de freqiiéncia.

b) Construa o histograma em papel milimetrado e no Ms. Excel

c) Calcule a média dos dados com o auxilio de uma maquina de calcular
e no Ms. Excel

d) Determine a mediana dos dados manualmente e com o Ms. Excel.

2. Em cada uma das situacdes abaixo utilize o céalculo da média correta.
Escolha entre o céalculo da média aritmética, da média geométrica ou da
média harmédnica. Justifique a utilizagdo de cada média em cada
situacéao.

a) Um motorista foi de Lauro de Freitas para Camacari a velocidade
média de 78,92 km/h. Depois foi de Camacari para Feira de Santana
a velocidade média de 103,78 km/h. Depois voltou de Feira de
Santana para Salvador a velocidade média de 69,23 km/h. Calcule a
velocidade média de todo este percurso, supondo que as distancia
entre as cidades sao iguais.

b) A média das notas da turma dos estudantes de administracdo com
habilitacdo em marketing foi 7,98 na prova de estatistica, a média
das notas dos estudantes de administragdo com habilitagdo em
comercio exterior foi de 7,98 e a dos estudantes de administracao
com habilitacdo em gestdo da informacao foi de 8,38. Sabendo-se
que temos 41, 43 e 36 alunos nas turmas de marketing, comercio
exterior e gestdo da informacao respectivamente, calcule a média
das notas de todos os alunos das trés habilitaces.

3. As notas de 17 candidatos as vagas de administrador de empresas
em uma industria foram as seguintes: 5,0 ;7,2 ;6,8;5,3;8,3;7,2;8,0;
8,2;68:;6,3;7,1;8,9;5,9;8,6;6,3;5,3;7,2. Sabendo-se que a nota
de corte para selecionar os aprovados é determinada pelo 72 decil:

a) Determine a nota de corte
b) Quais as notas dos candidatos aprovados?
4. Considere os dois conjuntos de dados amostrais abaixo:

C1={2,53 ; 547 ,; 247 ; 557 ; 578 ; 635 ; 434 ;
9,56 ; 8,98 ; 7,34}

C1={16,45 ; 16,09 ; 1547 ; 16,78 ; 1498 ,; 1598 ;
14,76 ; 1523 ; 15,31}
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a) Calcule a média, o desvio padrao amostral e a varidncia amostral
para cada conjunto de dados manualmente com o auxilio de uma
maquina de calcular e com o Ms. Excel.

b) Qual conjunto apresenta uma maior dispersao entre os dados em
relacao a sua média? Justifique sua resposta.

5. Dado o conjunto de dados {20, 5, 7, 3, 9, 3, 4, 8, 2}, determine:

a) O Rol, a média e a mediana.
b) A moda, o desvio médio e a variancia.
c) O desvio padrao, o quartil Qs, o decil Ds e o percentil P

TEMA 2 — Probabilidade

CONTEUDO 1 - Conceito e Definigao
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Podemos demonstrar ao aluno que ele ja tem o conceito de probabilidade
formado em sua mente, fazendo pra ele uma simples pergunta: Se jogarmos
uma moeda qual a probabilidade dar cara? Veremos que eles responderéao
50%, ou de uma em duas, ou seja, 1/2. Se perguntarmos qual a probabilidade
de sair coroa eles responderdo a mesma coisa. Portanto devemos iniciar o
nosso estudo de probabilidade com nossos alunos ja despertando neles a
naturalidade do conceito. E muito importante explicar ao aluno que
50%=50/100=1/2=0,50=0,5, ou seja, cinqlenta por cento, significa dividir 50 por
cem, o simbolo %, que dizer exatamente isso, a barra do simbolo (/) significa
dividir e os dois zeros, significa dividir por cem (100).

Vamos fazer a seguinte pergunta aos nossos alunos: Se eu jogar uma moeda,
alguém pode me dizer com certeza que resultado vai dar? Certamente eles nos
responderao que nao.

Agora vamos fazer a seguinte pergunta: Vocés podem descrever o conjunto de
todas as possibilidades que pode ocorrer no langamento de uma moeda? Eles
nos responderam que pode ocorrer cara (K), ou coroa (C).

A partir dai podemos conceituar experimento aleatério e espaco amostral, pois
eles ja construiram esses conceitos e € uma coisa natural pra todos nos.

Explicamos para nossos alunos que o langcamento de uma moeda é um
experimento aleatorio, pois fizemos uma experiéncia de langar uma moeda e
nao sabemos afirmar o que vai ocorrer se vai ocorrer cara (K) ou coroa (C). Por
outro lado sabemos descrever o conjunto de todas as possibilidades que pode
ocorrer, sabemos que ou vai dar cara (K) ou vai dar coroa (C). Essa é a
definicdo de experimento aleatorio.

Ao conjunto de todas as possibilidades de um experimento aleatério, nés
chamamos de espaco amostral, e denotamos esse conjunto pele letra grega
6mega Q.

Portanto o espago amostral do experimento aleatério do langamento de uma
moeda é:

Q=({K,C}

A partir desses exemplos e dessas discussdes feita na sala de aula, onde
muitos ja entenderam os conceitos e definicbes do que desejamos falar,
podemos entdo formalizar essas definigdes.

# Experimento Aleatorio.

Sao chamados de experimentos aleatérios aqueles que repetidos em
idénticas condi¢des, produzem resultados que ndao podem ser previstos com
certeza, porém conseguimos descrever o conjunto de todos os resultados
possiveis que podem ocorrer.

EXEMPLOS
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1) Lancar um dado e observar o numero da face de cima.

2) Langar uma moeda.

3) De um lote de 30 pecas defeituosas e 50 boas, retirar 5 pecas e
observar o nimero de defeituosas.

# Espaco Amostral

Chamamos de espaco amostral o conjunto formado por todos os resultados
possiveis de um experimento aleatério. Indicamos por Q.

Dos experimentos acima temos o0s seguintes espacos amostrais:

1) @={12345,6}
2) Q={K,C},K=Carae C=Coroa
3) Q = { 0!1 !25354!55}

EXEMPLOS
Determinar o espago amostral dos seguintes experimentos aleatérios

a) Duas moedas séo langadas simultaneamente e observa-se o numero de
caras.
Q ={0,1,2}

b) Uma moeda é lancada duas vezes e observa-se a face de cima.
Q ={(K,K),(K,C),(C,K),(C,C)}

c) Um casal planeja ter 3 filho. Observa-se a seqiéncia dos sexos
Q = {(M,M,M),(M,M,F),(M,F,M),(M,F,F),(F,F,F),(F,F,M),(F.M,F),(F,M,M)}

Vamos dar agora o seguinte exemplo em sala de aula: Suponha que eu jogue
um dado aqui na sala, alguém pode me descrever o conjunto de possibilidades
que pode ocorrer? A turma respondera que ou vai dar o nimero 1, ou0 2,0 3,
04,05 0uo0 6, ou seja, teremos construido o espago amostral do lancamento
de um dado.

Q={1,2,3,4,5,6}

Podemos perguntar agora o seguinte: Se eu jogar o dado, qual a probabilidade
de ocorrer o numero 5? A turma chegara mais uma vez a uma conclusao que a

probabilidade é de uma em seis, ou seja, de %50,1667 =16,67% . Pois temos

em um dado 6 numeros e escolhemos um desses seis.

Vamos fazer a seguinte explanacao: Suponha que eu irei jogar um dado e o
aluno de nossa sala, digamos Jodo, me diga, professor, vai dar um namero par,
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entao se eu jogar o dado e ocorrer o numero 2, ou 4, ou 6, entdo tera ocorrido
o evento par, como afirmou Jodo. A partir dessa explanacdao eu defino um
evento de um experimento aleatorio.

# Evento

Seja Q o espaco amostral de um experimento aleatério. Chamamos de evento
todo subconjunto de Q.

Dizemos que um evento A ocorre se, realizado o experimento o resultado
obtido pertence a A

EXEMPLOS

1) Um dado é lancado e observa-se o numero da face de cima.
Q={1,2,3,4,5,6,}

EVENTOS

A: Observar numero par. A={2,4,6}
B: Observar numero impar B={1,3,5}
C: Observar niumero menor que quatro. C={1,2,3}

2) Uma moeda é lancada 2 vezes e observa-se a sequéncia de
caras e coroas.
Q ={(K,K),(K,C),(C,K),(C,C)}

EVENTOS

A: Observar cara no segundo lancamento. A={(K,K),(C,K)}
B: Nao observar coroa. B={(K,K)}

C: Observar exatamente uma coroa. C={ (K,C),(C,K)}

Sugiro que o professor quando estiver dando essa aula, ele tenha em mao uma
moeda e um dado, para fazer de forma real esses experimentos, isso ird ajudar
muito os alunos que tém dificuldades de abstracao, além de tornar a aula mais
participativa.

Podemos entdo fazer um experimento aleatério simples, como um langamento
de uma moeda, vamos entdo conseguir uma moeda e langar essa moeda, por
exemplo, na sala de aula onze vezes e observar o numero de caras e coroas.

Eu escolhi um numero impar para excluir a possibilidade de dar o mesmo
namero de caras e coroas, pois o conceito que quero formular agora eu nao
desejo que o aluno confunda com o que nés ja fizemos que foi dizer a
probabilidade de dar cara ou coroa no langamento de uma moeda.

Quando eu estava escrevendo esse texto eu fiz meu experimento e observei o
evento cara (K) sete vezes e Coroa (C), 4 vezes. Vamos perguntar para nosso
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aluno agora, quantos por cento das vezes que lancei a moeda, nés
observamos o evento cara?

Nesse momento surgird uma oportunidade de revermos e aplicarmos o
conceito de proporcdo e de regra de trés simples. Podemos entdo montar uma
regra de trés simples, onde 11 esta para 100%, pois 11 foi o total de vezes que
lancamos a moeda e 7 estd para x%, pois sete foi o nimero de vezes que
observamos o evento cara>

11 100%
7 x%

11-x% =7-100% = x% :%'100%:x% =0,6364-100% = x% = 63,64%

Note resolvi a regra de trés simples de forma a ficar evidente que para
calcularmos quantos por cento corresponde 7 de 11, basta dividirmos 7 por 11,
que obteremos a resposta, nao precisando desta forma montar regra de trés

simples. Pois %50,6364:63,64%

A cabamos de calcular o percentual das vezes que observamos o0 evento cara,
podemos fazer o mesmo para o evento coroa, ou simplesmente subtrairmos
63,64% de 100% para obtermos o percentual das vezes que observamos o
evento coroa, pois s6 temos esses dois eventos, logo temos que 36,36% das
vezes que langamos a moeda observamos o evento coroa.

A partir dessa pratica em sala de aula, informamos ao nosso aluno que
calculamos freqUéncia relativa da ocorréncia do evento cara e coroa, em nosso
experimento aleatério do langamento de uma moeda. Podemos entao definir
formalmente esse conceito.

# FreqUéncia relativa

Em um experimento aleat6rio, ndo sabemos qual evento ocorrera, porém uns
ocorrem mais que outros. Queremos associar numeros a cada evento, que nos
déem uma indicacdo quantitativa da sua ocorréncia. Entdo definimos
freqUéncia relativa da seguinte maneira:

Definicdo: Seja Q={q,,q,,...,a,} 0 espaco amostral de um experimento
aleatério qualquer. Suponha que o experimento seja repetido N vezes, nas
mesmas condi¢des. Seja n; 0 numero de vezes que ocorre 0 evento elementar
(unitario) {a;}. Definimos a freqiiéncia relativa do evento {a}, sendo o nimero f;

n

dado por fi=ﬁ" )
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Exemplo: Suponha que langamos um dado 17 vezes e observamos o namero
1; trés vezes, o numero 2; uma vez;o numero 3; duas vezes; 0 numero 4; cinco
vezes; 0 numero 5; duas vezes e 0 numero 6; quatro vezes entao a freqiéncia
relativa destes eventos sao:

Q={1,2,3,4,5,6}

f =% =0,1765=17,65%

1
5 :ﬁ =0,0588=5,88%

f 2%50,1176211,76%

fa 2%50,2942229,41%

fs =%EO,1176:11,76%

Je =% =(,2353=23,53%

Note que cada freqiiéncia relativa € um namero entre 0 e 1, ou seja, entre 0% e
100%. Esta € uma propriedade da freqtiéncia relativa.

0<f, <1 0%< f<100% ;onde 1<i<6

E que a soma das freqiiéncias relativa da 1, ou seja, 100%. Esta é mais uma
propriedade de freqUéncia relativa de eventos elementares (unitarios) de um
experimento aleatorio.

fitfh+ it fi+fi+ f, =1=100%

Considere o evento A, ocorrer em um lancamento de um dado os nimeros 2 ou
5, ou seja A={2,5}. Temos entdo que a frequéncia relativa deste evento, com
relacdo ao exemplo acima é:

1+2 1 2
Ja 17 17 17 Ut

Isto €, a frequéncia relativa de um evento, é a soma das freqUéncias relativas
dos elementos contidos no evento. Esta € mais uma propriedade de freqiéncia
relativa.

Agora facamos a seguinte pergunta para nossos alunos: Em uma corrida de
cavalos, onde 5 cavalos de nomes americano, boitacas, frajola, rabanete e
furacdo disputam quem vence, qual a probabilidade do cavalo de nome
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americano ganhar? Certamente eles vao responder de 1 em 5, ou seja,

%:O, 20=20%, pois americano é um dos cinco cavalos que disputam a corrida,

e fizemos de forma natural as probabilidades de cada um vencer a corrida
sendo a mesma, pois ndo temos nenhuma informacao sobre os cavalos.

Agora vamos dar pro nossos alunos a seguinte informacdo, em 12 corridas
disputadas por esses mesmos cinco cavalos, sabemos que Americano venceu
3; boitacas venceu 1; frajola venceu 4; rabanete venceu 2 e furacdo venceu 2.

Vamos fazer pra eles a seguinte pergunta: Em posse dessas informacoes, se
vocé tivesse que a postar na préxima corrida entre esses cinco cavalos, em
que vocé apostaria? Por qué? Com certeza os alunos vao responder que
apostariam no frajola. Porque ele foi gquem venceu um maior numero de vezes.

Agora se perguntassemos para turma, qual a probabilidade de cada um desses
cavalos ganharem a corrida? Eles iriam nos responder:

A probabilidade de americano ganhar é de % =0,25=25%

A probabilidade de boitacas ganhar é de % =0,0833=28,33%
A probabilidade de frajola ganhar é de % =0,3333=33,33%

A probabilidade de rabanete ganhar € de % =0,1667=16,67%

A probabilidade de furacdo ganhar é de % =0,1667 =16,67%

Eles terdo entdo associado a relacdo que existe na pratica entre probabilidade
e freqliéncia relativa. Podemos agora entao formalizar pra eles a definicao de
probabilidade.

# Definicao de probabilidade

Considere o espaco amostral Q={ai,ay,...,ax}. A cada evento {aj}, associamos
um namero real, indicado por P(a;), gue chamamos de probabilidade do evento
{aj} ocorrer, que satisfaz as seguintes condi¢des:

1) 0<P(a) £1, Vie{1,2,...,K}.
2) iP(ai):P(a1)+P(a2)+...+P(ak):1.

i=1

Dizemos que os numeros P(ai), P(az),...,P(ax), definem uma probabilidade
sobre Q.
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As mesmas propriedades que verificamos para freqiiéncia relativa valem para
probabilidade. Entre elas chamamos aten¢ao para as seguintes:

A probabilidade de um evento vazio ( & ) ocorrer é zero, isto é P(J)=0.

E a outra é a probabilidade de ocorrer o espaco amostral, que é sempre igual a
1, ou seja, 100%. (P(Q)=1).

Vejamos alguns problemas simples que envolvem probabilidade, que podemos
propor aos nossos alunos, onde eles vao utilizar os conceitos de probabilidade
e 0s conceitos ja estudados.

Problema 1: Uma moeda é construida utilizando-se para a face cara (K) o
chumbo e para face coroa (C) o aluminio, de modo que a probabilidade de
ocorrer cara em um lancamento desta moeda é trés vezes a probabilidade de
sair coroa. Determine a probabilidade de sair cara e coroa no lancamento desta
moeda.

Temos que o espaco amostral no lancamento de uma moeda é Q={K,C},
temos também que P(Q)=1, ou seja, P(K)+P(C)=1. Temos também que a
probabilidade de sair cara é trés vezes a probabilidade de sair coroa, isto é,
P(K)=3-P(C). Logo temos um outro conceito ja estudado pelos alunos que é

a resolucéo de sistemas de equacdes de primeiro grau. Para o aluno visualizar
melhor este sistema, podemos fazer x=P(K)ey=P(C), assim temos o

sistema abaixo:

x+y=1 1 3
=23 y+y=1=24- y=lDy=—=>x=—
x=3-y 4 4

3 1
Logo P(K)== e P(C)=—
090 P(K)=7 e P(CO)=7

Problema 2: Um dado é viciado de modo que a probabilidade de sair um
namero par € o dobro da probabilidade de sair um numero impar, entretanto a
probabilidade de ocorrer numeros impares sao iguais e a probabilidade de
ocorrer numeros pares também sdo iguais, isto é, P(1)=P3B3)=P(5) e
P(2) = P(4) = P(6) . Determine a probabilidade de ocorrer o evento A={1,2,4}.

Vamos fazer x=P(1)=PB3)=P(5B) e y=PQ2)=P4)=P6), como a
probabilidade de sair um numero par é o dobro da probabilidade de sair um
namero impar temos quey=2-x, como 0 espaco amostral de um dado é
Q={1,2,3,4,5,6} e P(Q)=1, temos entao:

P+ P2)+PB)+P4)+POS)+PO)=1=x+y+x+y+x+y=1=
2

x+2-x+x+2-x+x+2-x=1:>9-x=1:>x=é:>y:§

Portanto a probabilidade de ocorrer o evento A é:
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+

P(A) = P(1)+ P(2)+ P(4) = é+

O | o
O | o

>
9

E importante que o professor desenvolva no aluno a habilidade de ler,
interpretar, entender e formular de forma correta os problemas, uma das
maiores dificuldades das pessoas hoje em dia, inclusive de estudantes de
graduacao, € ler compreender 0 que o problema pede e saber equaciona-lo de
maneira correta, alids, este processo consiste em 99% da resolucao do
problema.

O professor deve fazer uso de todos os métodos eficazes de ensino, fazendo
uso do que ha de melhor neles. Temos o ludico, o construtivismo, o tradicional,
temos as tecnologias, etc. Devemos conhecer e utilizar todas as ferramentas
que nos ajudaram no processo de ensino, digo isso porque tem-se abandonado
praticas importantes no ensino, a parte de resolver exercicios, resolver
problemas em disciplinas quantitativas, como matematica, estatistica, fisica,
quimica, etc, sdo de fundamental importancia no desenvolvimento do raciocinio
l6gico dos aluno, na compreensao de problemas e no equacionamento correto
desses problemas, desenvolvendo principalmente a compreensao do que ele
|é, isso é de fundamental importancia na vida de uma pessoa.

Portanto neste curso pretendo te dar ferramentas que vocé professor possa
aplicar em sua sala de aula e provoca-lo a experimentar e a experimentar o
resultado, fazendo com isso sua prépria experiéncia de ensinar, e que possa
divulgar estes resultados e possa transmitir suas praticas e experiéncias para
outros professores com eu e muitos mais que estdo dispostos a aprender e
sedentos por resultados praticos de aprendizado em nossos alunos.

CONTEUDO 2 - Probabilidade Condicional
# Probabilidade condicional

A probabilidade condicional como o proprio nome ja diz, € uma probabilidade
condicionada, ou seja, sujeita a uma condicdo, esta condicao é o fato de um
determinado evento ter ocorrido, isto €, sabendo-se que um determinado
evento ocorreu, deseja-se saber a probabilidade de que um outro evento
ocorra.

Por exemplo, sabendo-se que o evento B ocorreu, qual a probabilidade de que
o evento A ocorra? Ou podemos dizer, dado que o evento B ocorreu, qual a

72



Aulas de Estatistica / Prof. Jones Garcia da Mata / www.professorjones.hpg.com.br

probabilidade que o evento A ocorra? Ou ainda, qual a probabilidade de ocorrer
o evento A, dado (ou sabendo-se) que o evento B ocorreu?

Simbolizamos estas perguntas com a seguinte notagéo:
P(A/B)
Vejamos um exemplo para ficar mais claro.

Exemplo: Considere o espaco amostral do lancamento de um dado
Q={1,2,3,4,5,6}, seja o evento A={1,3} e o evento B={3,4,6}. Suponha que o
dado seja jogado e seja informado que o evento B ocorreu, pede-se para
determinar a probabilidade de que o evento A também tenha ocorrido.

Note que se ocorreu 0 evento B, sabemos que ou ocorreu 0 nimero 3, ou 0 4,
ou o 6, para que o evento A também tenha ocorrido, sé temos uma
possibilidade entre essas trés, que € justamente ter ocorrido o numero 3, pois
esse numero € o unico dos trés que esta contido em A, logo essa probabilidade

, 1 )
é de 3 E escrevemos como abaixo:

P(A/B):%

Note que podemos deduzir a partir desse exemplo uma relagdo para o calculo
da probabilidade condicional. A intersecdo entre A e B € AnB={3} e a

probabilidade de ocorrer a intersecdo em um lancamento de um dado é:
P(AmB):é, e a probabilidade de ocorreu o evento B é: P(B):%, logo

podemos obter P(A/B), da seguinte maneira:

Agora vamos supor o contrario, isto é, suponha que o evento A tenha ocorrido,
desejamos agora saber a probabilidade de que o evento B ocorra.

Se ocorreu o evento A, € por que no langcamento do dado ou ocorreu 0 numero

1 ou o numero 3, logo para que o Evento B ocorra a Unica possibilidade é
ocorrer 0 numero 3, pois o numero 3, estda contido em B, logo essa

probabilidade é de uma em duas, ou seja, %

Podemos calcular essa probabilidade com a relacdo acima descrita
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P(BNA) _

1

- 6
P(B/A)= P "2
6

Portanto temos uma relagdo de fundamental importancia no calculo de
probabilidade que € dada abaixo::

p(A/B):%
P(B/A):%

Uma outra forma de entendermos o calculo da probabilidade condicional é
calcularmos P(A/B) usando B como o novo espago amostral reduzido, dentro
do qual queremos calcular a probabilidade do evento A.

A utilizagdo do diagrama de Venn facilita muito o entendimento do aluno, tudo
que for possivel representar geometricamente, vai facilitar a visualizagao do

aluno

Considere o nosso exemplo acima, onde Q={1,2,3,4,5,6};A={1,3} e
B={3,4,6}.

Para calcularmos a probabilidade do evento P(A/B)

Vejamos entdo o diagrama de Venn do nosso exemplo:

Se ocorreu o evento B, devemos focar nele, ele € 0 nosso espago amostral
reduzido, esquecemos 0s demais nimeros, que no caso séo o 1,02 e 0 5. No
diagrama abaixo nds colorimos o evento que ocorreu, que foi o B, para
focarmos nele.
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Ja que o evento B ocorreu, temos que a probabilidade de que A ocorra é de um
namero, que é justamente o 3, de um total de trés numeros, que sdo 0 3,04 e
0 6, pois apenas um numero, que € o 3, faz parte da intersecdo entre os
conluntos, logo P(A/B)=1/3. A intersecdo entre os conjuntos A e B esta
destacada no diagrama abaixo

Vejamos mais um exemplo de calculo de probabilidade condicional.

Exemplo: Foram selecionados 400 pessoas em uma cidade, cujo sexo e estado
civil estdo na tabela abaixo:

Solteiros Casados | Desquitados Viuvos Total
(S) (C) (D) (V)
Masculino 50 60 40 30 180
(M)
Feminino 150 40 10 20 220
(F)
Total 200 100 50 50 400

Supondo que escolhemos desse grupo de forma aleatéria uma pessoa do sexo
masculino, qual a probabilidade dessa pessoa ser solteira? Ou em outras
palavras, qual a probabilidade de uma pessoa desse grupo ser solteira, se
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sabemos que ela é do sexo masculino? Queremos entdao determinar P(S/M),
pois ocorreu neste caso o evento masculinas (M), e desejamos determinar a
probabilidade de que ocorra o evento solteiro (S). Logo:

P(S/M)=50/180=5/18, pois € a probabilidade de ocorrer solteiro, dado que
ocorreu 0 evento masculino. Logo o evento masculino se torna o espago
amostral reduzido, onde calcularemos a probabilidade de o evento solteiro.

Se escolhermos uma pessoa desse grupo e ela é solteira, qual a probabilidade
dessa pessoa ser do sexo masculino? Ou em outras palavras, qual a
probabilidade de uma pessoa desse grupo ser do sexo masculino, se sabemos
gue essa pessoa € solteira? O que queremos calcular é P(M/S), pois ocorreu o
evento solteiro (S) e queremos determinar o evento masculino (M). Logo:

P(M/S)=50/200=1/4=0,25=25%, pois é a probabilidade de ocorrer masculino,
dado que ocorreu o0 evento solteiro. Logo o evento solteiro se torna o espago
amostral reduzido, onde calcularemos a probabilidade de o evento masculino.
Podemos observar que P(S/M)#P(M/S).

(F/D)=10/50=1/5=0,20=20%
(D/F)=10/220=1/22.
(V/M)=30/180=1/6
(M/V)=30/50=3/5=0,60=60%.

TV TUVTTUTT

Podemos calcular essas probabilidades usando as relagdes deduzidas

50
P(SAM) 400 _ 50 400 50 5

P(M) 180 400 180 180 18"
400

P(S/M)=

50
_ P(MNS) 400 _ 50 400 50
P(S) 200 400 200 200

400

P(M/S)

=0,20=20% .

1
4

Vamos ver mais um exemplo de probabilidade condicional.

Exemplo: Considere o experimento aleat6rio do langamento de dois dados D1
e D2, onde observamos os niumeros do dado D1 e do dado D2, representado
pelo par ordenado (d1,d2). Logo este experimento tem o seguinte espacgo
amostral Q:

(LD; (1,2); (L,3); (L4); (1,5);(1,6)

_J@2D:(2,2)5(2.3);(2:4):(2,5);(2,6)

Q . Considere 0s seguintes eventos:

(6,1);(6,2);(6,3);(6,4);(6,5); (6,6)
A: Observar o nUmero 4 em D2.
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B: A soma dos numeros de D1 e D2 é 5.
Determinar P(A/B) e P(B/A).
A={(1,4);(2,4);(3,4);(4,4);(5,4);(6,4)}.
B={(1,4);(2,3);(3,2);(4,1)}.

P(ANB) _
P(B)

—i.3—6=i=o,25=25%

Logo P(A/B)= =

AN

_P(BNA) _36 _

1
26 1
e P(B/A 36_-° 20_°
(B/A) P(A) 6 36 6 6
36

CONTEUDO 3 - Teorema da Multiplicagdo e Teorema da Probabilidade Total

# Teorema da multiplicacédo

Temos da definichko de  probabilidade condicional, que

PA/B)=LACBE) o ppay=LBOA 550 P(AAB)=P(B).P(A/B) e

P(B) P(A)
P(AnB)=P(A).P(B/A), isto €, a probabilidade de ocorrer os eventos A e B é
igual ao produto da probabilidade de ocorrer um deles pela probabilidade
condicional do outro dado que o primeiro ocorreu.

Mas veja que para se aplicar este teorema, ndo precisamos usar nenhuma
relacdo matematica, podemos apenas construir um diagrama de arvore, para
entendermos sua aplicacdo. Vejamos o exemplo abaixo:

Exemplo: Em uma sala encontra-se duas urnas, a urna U1 contém 5 bolas
vermelhas e 10 bolas brancas, a urna U2 contém 2 bolas vermelhas e 8
brancas. Uma pessoa vai entrar nessa sala, escolher aleatoriamente uma das
urnas e tirar também aleatoriamente uma bola desta urna, determine a
probabilidade dessa pessoa escolher a urna 1 e retirar dessa urna uma bola
vermelha.

Note que desejamos saber a probabilidade de ocorrer 0 evento U1 e o evento
bola vermelha, ou seja, a intersecdo dos eventos. Podemos resolver este
problema utilizando a relagao descrita acima, veja a seguir:

PUTAV) = P(U1).P(V/U1) =%.%=%=é, pois P(U1)=1/2, que é a
probabilidade da pessoa escolher a urna U1 e P(V/U1)=5/15, que €é a
probabilidade da Pessoa escolher uma bola vermelha, dado que ela escolheu a

urna U1..

Agora vejamos a construcdo completa do diagrama de arbore desse problema.
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ﬂV

240 W

2

810" B

Note que a probabilidade de ocorrer o evento urna U1 e bola vermelha e o
produto das probabilidades dos galhos da arvore que nos leva a urna U1 e a
bola vermelha, este caminho esta evidenciado pela linha vermelha no diagrama
de arbore acima, logo

s
215

PUINV)=

o N

De igual forma obtemos outras probabilidades:

PU1AB)=L 10 _10_1
215 30 3
PU2~V)=— 2 =2 -1 _g10=10%
2 10 20 10
P(U2rB)=—. 5 =8 _2_(40=40%.
210 20 5

Vejamos um outro ejemplo em que utilizamos o diagrama de arbore, para um
problema que envolve amostra sem reposi¢cao.

Exemplo: Em um lote de 100 lampadas, existem 80 boas (B) e 20 queimadas
(Q). Uma lampada é escolhida ao acaso e, sem reposicao desta, outra é
escolhida também ao acaso. Determine a probabilidade escolhermos a primeira
lampada boa e a segunda queimada.

B
79/9/
80/100~ B

20099~ Q
20/100
80/99 B
Q
19/99° Q
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A probabilidade de escolhermos uma lampada boa e outra queimada sem

reposicao, seria o produto das probabilidades que estdo nos ramos do caminho

boa (B) e queimada (Q). Logo temos a probabilidade ﬂ.ﬁziﬁs 0,16=16% .
100 99 5 99

Notamos que a probabilidade de escolhermos uma queimada (Q) e uma boa

(B) tém a mesma probabilidade de escolhermos uma boa (B) e uma queimada

(Q). De fato ﬂ.@=1.@50,16=16%. A probabilidade de escolhermos duas
100 99 5 99
boas é ﬁ.7—9:i7—950,64:64% e a probabilidade de escolhermos duas
100 99 5 99
gueimadas é £.£=l.250,04=4%.
100 99 5 99

# Teorema da probabilidade total

Antes de formalizarmos este teorema vamos formalizar o conceito de uma
particio de um espaco amostral, ou seja, o conceito de particdo de um
conjunto, que no NOsso caso é o espaco amostral, que aqui assume o lugar do
conjunto universo na teoria de conjuntos.

Vejamos op diagrama de Venn abaixo:

Bs

Bs B4

Visualize o diagrama acima como uma vidro retangular, que é o espaco
amostral Q, onde este vidro tomou uma pancada e rachou em cinco pedacos,
que no diagrama estao representados pelos eventos B¢ ,B, ,Bs, B4 € Bs, estes
eventos formam uma particdo do espago amostral Q. Note que cada evento
desses € nao vazio e nao existe intersecdo entre dois deles quaisquer, e a
unido deles resulta em todo o espagco amostral, estd é a condigcdo para que
eventos formem uma particdo de um espaco amostral, ndo importa quantos
eventos formam a particdo. Abaixo formalizamos a definicdo de uma particao
de um espago amostral.

Sejam B4,B,,...,.B, n eventos do espaco amostral Q, dizemos que eles
formam uma particdo de Q se:

1) P(B) > 0.
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2) BiﬂBj =, se i#.
3) U =2
i=1
Isto é, os Bjs sdo dois a dois mutuamente exclusivos e exaustivos.

Agora considere o diagrama abaixo, onde temos uma particdo do espaco
amostral, formada por quatro eventos, B¢ ,B> ,Bs, B4 € temos um evento A
qualquer, também deste espaco amostral

Note que podemos escrever o evento A da seguinte maneira:
A= (BinA)u(B2nA)u.(BsnA)u(BsMA)
Ou seja, sendo a uniao das intersecao de (BinA), (B2nA), (BsnA) e (BsanA),

que estdo representadas nas cores, amarela, vermelha, azul e verde
respectivamente no diagrama abaixo:

Como os conjuntos (BinA), (BanA), (BsnA) e (BsnA) sdo dois a dois

mutuamente exclusivos, isto &, a intersecdo entre dois quaisquer destes

conjuntos é o conjunto vazio, temos que
P(A)=P(B1nA)+P(B2nA)+P(B3snA)+P(BsMA).

Este resultado é conhecido como teorema da probabilidade total e
generalizamos para uma particao qualquer de n eventos, veja abaixo.

P(A)=P(BinA)+P(B2nA)+...+P(BnA).

Vejamos um exemplo de aplicagdo deste teorema em um problema.
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Exemplo: Uma urna | (U)) tem 5 bolas pretas e 10 vermelhas; outra urna Il (Uy)
tem 3 bolas pretas e 2 vermelhas, e a urna Ill (Uy) tem 7 bolas pretas e 3
vermelhas. Uma urna € selecionada ao acaso e dela também aleatoriamente é
retirada uma bola. Qual a probabilidade desta bola ser vermelha?

Vamos primeiramente construir o diagrama de arvore de toda situagdo que
temos:

P

5/15
Up
10/15
\
1/3 P
1/3 3/5
Ui
1/3 P 2/5NV
7/10
Uy
3/10 V

Temos que as urnas U,, U, e Uy, formam uma particdo do espagco amostral,
pois 0 espago amostral é composto pelo total de bolas e essas bolas estao
divididas em trés urnas e note que ndo ha intersecado entre as urnas, pois a
bola que esta na urna U1 ndo estd na urna U2 e nem na U3, e assim é para
todas as urnas.

Note que estamos interessados em saber qual a probabilidade de ocorrer o
evento bola vermelha, n&o importando de que urna esta bola tenha vindo, veja
o problema que temos no diagrama de Venn abaixo:

£l
U2

Ul

U3

Logo usamos o teorema da probabilidade total para resolvermos, onde temos:

32,20 046=46%
10

L2.L
310 9 15

P(V)=P(U;~V)+P(UsnV)+P(UsnV)=

W | —
>—|>—~
| O
W | -
| o

Este problema pode visualizado apenas utilizando o diagrama de arvore, onde
a probabilidade de ocorrer o evento vermelho deve ser calculada levando em
consideracao todos os caminhos que nos leva ao evento vermelho, esse
caminhos estéo indicados pelas linhas vermelhas no diagrama abaixo:

81



Aulas de Estatistica / Prof. Jones Garcia da Mata / www.professorjones.hpg.com.br

logo o conjunto vermelho podemos escrever da seguinte forma:
V=(UnV)u(UinV)u(UnunV), logo a probabilidade de retirarmos uma bola
vermelha sera

P(V)=P(UinV)+P(UyrV)+PUnrV)=~ 20,1 2,1 3 2 2 | 1 46=46%.
310 9 15 10

als
|

W | —

1

3

CONTEUDO 4- Eventos Independentes, Arranjos e Combinagao.
# Independéncia de dois eventos

Antes de formalizarmos a definicdo de eventos independentes, vamos falar
sobre eles de uma maneira bem natural, que é falar sobre independéncia.

Um evento é independente de um outro, se a ocorréncia de um deles nao
altera em nada a probabilidade do outro ocorrer. Por exemplo, se ocorrer o
evento Jodo passar no vestibular, o fato desse evento ter ocorrido nao
altera em nada o evento Maria ir fazer compras. E vice versa, ou seja, o fato
de Maria ir fazer compras, ndo altera em nada a probabilidfade do evento
Jo&o passar no vestibular.

E importante desenvolver no aluno desde as séries iniciais as nogdes de
algebra e de determinadas demonstracbes simples, que o aluno possa
acompanhar, por essa razao fazemos umas demonstracées simples abaixo
para formalizarmos o conceito de eventos independentes.

Dados dois eventos A e B de um espaco amostral Q, dizemos que o
evento A independe do evento B se, P(A/B)=P(A). Isto &, A independe de B
se a ocorréncia de B nao afeta a probabilidade de A. Notamos que se A
independe de B, entdo B independe de A. Vejamos:
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P(ANB) _

Se A independe de B, entdo P(A/B)= P B) P(A), logo
P(ANB)=P(A).P(B). Como P(B/A)= ITW0B _PALE) pg) |og0 B
P(A) P(A)

independe de A.

P(ANB)

Temos que P(A/B)= , logo P(AnB)=P(A/B).P(B), se A independe

de B temos que P(A/B)=P(A), entdo P(AB)=P(A).P(B).

Podemos entéo dizer que dois eventos A e B de um espaco amostral Q, sdo
independentes se P(AnB)=P(A).P(B).

Exemplo: Uma moeda ¢é lancada trés vezes. Logo temos que
Q={(K,K,K),(K,K,C),(K,C,K),(K,C,C),(C,C,C),(C,C,K),(C,K,C),(C,K,K)}.
Considere os eventos:
A: Ocorrerem resultados iguais nos trés lancamentos.
B: Ocorrerem pelo menos duas caras.

A={(K,K,K),(C,C,C)} e B={(K\K,C),(K,C,K),(C,KK),(K,K,K)}. Temos que
P(A)=2/8=1/4 e P(B)=4/8=1/2. Como AmB={(K,K,K)}, temos que
P(AnB)=1/8. Logo temos que P(AnB)=P(A).P(B), pois 1/8=1/4.1/2. Temos
gue neste caso os eventos A e B s&o independentes.

Se dois eventos A e B de um espaco amostral Q ndo sao independentes,
entao eles sao ditos dependentes.

Exemplo: Dois candidatos A e B disputam o mesmo vestibular para um
determinado curso de uma faculdade. A probabilidade do candidato A
passar € de 1/2, e do candidato B passar € 3/4. Determine:

a) A probabilidade de ambos passarem no vestibular.
b) A probabilidade de pelo menos um passar no vestibular.

a) Neste caso temos que o0 evento do candidato A passar no vestibular,
independe do evento do candidato B passar no vestibular. Logo A e B
sao independentes, entdo P(AnB)=P(A).P(B)=1/2.3/4=3/8.

b) P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=1/2+3/4-3/8=7/8.

Exercicio: Mostrar que se dois eventos A e B de um espaco amostral Q sédo
independentes, entdo: A e B® sdo independentes, A° e B séo
independentes e A® e B® sdo independentes.

Exercicio: Considere o exemplo acima. Determine as seguintes
probabilidades:
a) Nenhum dos candidatos passem no vestibular.
b) O candidato A passe no vestibular e o candidato B nao.
c) O candidato B passe no vestibular e o candidato A nao.
Resp: a) 1/8 b) 1/8 c) 3/8
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# Métodos de enumeracgao
- Regra da multiplicacéao

Suponha que uma primeira decisao possa ser tomada de N maneiras e uma
segunda decisao de
M maneiras, entdo o numero de decisdes possiveis € M.N.

Exemplo: Suponha que uma primeira decisdo possa ser tomada de duas
maneiras A e B, e uma segunda decisdo possa ser tomada de trés maneiras C,
DekE.

Logo as decisbes possiveis sdo {{A,C},{A,D},{A E},{B,C},{B,D},{B,E}}, logo o
namero de decisdes possiveis sao 2.3=6.

# Permutacoes

Se temos trés objetos A,B e C, nés podemos coloca-los juntos nas
seguintes ordens: ABC, ACB , BAC , BCA , CAB , CBA. Logo temos seis
maneiras diferentes de arrumar estes trés objetos. Se tivermos N objetos, nos
teremos N possibilidades (objetos) para a primeira posicao, N-1 possibilidades
(objetos) para a segunda, N-2 possibilidades (objetos) para a terceira e assim
sucessivamente, até a posicdo N onde teremos apenas uma possibilidade
(objeto).

N | N1t | N2 [ . | . | . | 2 | 1

Pela regra da multiplicagcdo temos um total de N.(N-1).(N-2)...2.1
possibilidades de permutarmos estes objetos. Se N é um inteiro positivo
definimos o fatorial de N sendo N!=N.(N-1).(N-2)...2.1. Definimos 0!=1.

O numero de maneira de permutarmos N objetos é dado por Py= N!.

# Arranjo

e Sem Repeticao
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Suponha que temos n elementos distintos e escolhemos r elementos
entre eles. Chamamos de arranjo dos n elementos tomados r a r a qualquer
seqUéncia de r elementos tomados entre estes n elementos, todos distintos.

O numero de arranjos de n elementos tomados r a r é denotada por An,.
Para a primeira posicao temos n possibilidades, para segunda n-1, e assim
sucessivamente até e posi¢ao r, onde teremos n-(r-1) possibilidades.

n | n1 | n2 | . \ . | . | n-(r-2) | n-(r-1) |

Temos que A, = n.(n-1).(n-2)...(n-(r-1)) = ("! Yk Pois
n—r).

n!  nm-D.(n—(r-1)(n-r).(n—(r+1)..2.1
(n—r)! (n—r).(n—(r+1)..2.1 -
n!
(n—r)!"
Exemplo: Sejam a e b dois elementos, logo Aj»=2!/(2-2)!=2!=2. As
possibilidades sao {(a,b),(b,a)}

n(n-1).(n-2)..(n—(r-1)). Logo

n,r=

Exemplo: Sejam ab e c¢ trés elementos, logo As3=3!/(3-3)!=3!=6. As
possibilidades sao {(a,b,c),(a,c,b),(b,a,c),(b,c,a),(c,a,b),(c,b,a)}.

Exemplo: Sejam a,b,c e d quatro elementos, l0go A4>=4!/(4-2)!=41/21=24/2=12.
As possibilidades séao
{(a,b),(b,a),(a,c),(c,a),(a,d),(d,a),(b,c),(c,b)(b,d),(d,b),(c.d),(d,c)}.

Exemplo: Considere agora o nimero de arranjos deste 3 elementos tomados 2
aZ2.

Temos A3 »=3!/(3-2)!=3!=6. As possibilidades sao
{(a,b),(b,a),(a,c),(c,a),(c,b),(b,c)}. Note que nao precisamos de uma férmula
matematica para calcularmos arranjos, veja que podemos usar a regra da
multiplicagdo mencionada acima. Entenda que o arranjo de 3 elementos
tomados dois a dois, significa em contar quantos arranjos (sequéncias) de dois
elementos eu posso formar, tomando 2 elementos entre trés elementos, logo
temos trés elementos, digamos {a,b,c}, € queremos contar quantos arranjos
(sequiéncias) podemos formar tomando 2 entre esses trés elementos, logo
temos duas vagas que estao representadas pelas linhas abaixo:

Quantas possibilidades temos para iniciar nossa sequéncia? Temos trés
possibilidades, pois poderiamos iniciar com os elementos a, b ou ¢, para a
segunda posicao da sequéncia temos duas possibilidades, pois ja usamos uma
das trés para a primeira posicao da sequéncia, logo temos o produto abaixo:

3-2=6
Esse resultado é exatamente do arranjo de trés elementos tomados dois a dois.
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Quantas possibilidades temos de formar placas de carros, com todas as letras
distintas e todos os numeros distintos? A placa de um carro € formada por trés
letras e quatro numeros, coloquemos essa seqUéncia em espagos vagos
abaixo:

Temos os trés primeiros espacos para as letras e os quatro ultimos para os
nameros, para as letras temos 26 possibilidades, pois sdo 26 letras que
podemos usar, pois incluem o K, W e Y e para os numeors sao 10
possibilidades, de 0 a 9, logo temos:

26-25-24 - 10-9-8-7 =78.624.000
Logo podemos emplacar 78.624.000 (setenta e oito milhdes, seiscentos e vinte
e quatro mil) carros, sem repetir nenhuma letra nem numeros, isso € um
exemplo de contagem em que nao fazemos uso de formulas, este é um
problema de arranjo sem repeticéao.

e Com Repeticao

Agora desejamos saber quantos carros podemos emplacar usando trés letras e
quatro numeros? Este é um exemplo de arranjo com repeticdo. Neste casso
podemos repetir as letras e os nUmeros entdo temos:

6-26-26 - 10-10-10-10=175.760.000

# Combinacoes

Dado um conjunto M com n elementos, M={ai,ay,...a,}, nés chamamos
de combinagcao dos n elementos, tomados r a r, a todo subconjunto de r
elementos do conjunto M.

Exemplo: Considere o conjunto {a,b,c,d}, queremos tomar dois dentre estes
quatro elementos. De quantas maneiras podemos fazer isto? Temos as
seguintes possibilidades: {a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d}.

O numero de combinacbes possiveis que podemos fazer com n
s . n

elementos tomados r a r é indicado por Cy,, ou( J onde 0<r < n. Sendo que
r

n! . .
Considerando o} exemplo acima temos que

nr=——_ . -
rl.(n—r)!

_ 4 2B

2.(4-2)! 22 4

Exemplo: Dentre 6 pessoas desejamos fazer grupos de dois, quantas séo
essas possibilidades?

Cao=
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6/ 720 720

= = =15 possibilidades.
21.(6-2)! 224 48

Ce,o=

Exemplo: Dentre 6 sons diferentes de um aparelho eletrénico, quantos sinais
podemos produzir usando dois sons entre esses 6?
6! 720

=—— =30 possibilidades.]
(6-2)! 24

Ag o=

Exemplo: Dentre um grupo de 6 pessoas temos 4 homens e duas mulheres,
queremos formar um grupo de 2 pessoas sendo que 1 € homem e 1 é mulher.
Quantas sao as possibilidades de formarmos este grupo?
! ! - -
L S , Coq 2 g=2, logo as possibilidades sao
1.4-1n 6

T1e-n 1
Cu1.Co1=4.2=8,

Ca,1

Exemplo: Se temos 10 pessoas, sendo 6 homens e 4 mulheres, e queremos
formar um grupo de 5 pessoas, sendo 3 homens e 2 mulheres, quantas
possibilidades temos para formar este grupo?

6 _720_,, | Cap= 4 24
3.(6-3)! 36 21.(4-2)! 4
Ce,3.C42=20.6=120.

Ce 3= 6 , logo as possibilidades sao

Exercicio: De um determinado grupo de 101 empresas alimenticias que
fabricam pelo menos um dos produtos mencionados, sabe-se que 66 fabricam
geléias, 62 fabricam sorvetes e 56 produzem chocolates. Destas, 39 fabricam
sorvetes e geléias, 42 fabricam sorvetes e chocolates, 38 fabricam chocolates
e geléias. Qual a probabilidade de uma empresa escolhida ao acaso fabricar:
a) Somente geléia? b) Somente chocolate ou sorvete? c) Chocolate e sorvete e
geléia? d) Geléia mais ndo sorvete? e) Chocolate ou sorvete mas néao geléia?
Resp: a) 25/101 , b) 29/101, ¢) 36/101 , d) 27/101 , e) 35/101

Exercicio: De um grupo de 126 estudantes temos que 66 falam inglés, 52 falam
francés e 11 nao falam nenhuma destas linguas.
a) | e F sédo coletivamente exaustivos? Por qué? b) | e F sdo mutuamente
excludentes? por qué? c) Determine P(InF). d) Determine P(IUF). €)
Qual a probabilidade de escolhermos um estudante que fale apenas
inglés? f) Qual a probabilidade de escolhermos um estudante que fale
apenas francés?
Resp: c) 3/126 d) 115/126 e) 63/126 f) 49/126.

Exercicio: Um cliente de uma loja de roupas e sapatos deseja comprar 4
camisas, 3 calgas e 2 sapatos, ele esta em duvida entre 6 camisas, 4 calcas
e 3 sapatos. De quantas maneiras ele pode efetuar esta compra?

Resp: C6,4-C4,3-CS,2 = 180 maneiras.

Exercicio: Uma dona de casa tem 12 livros em sua estante, sendo 5
matematica, 4 de historia e 3 fisica. a) De quantas maneiras a dona de casa
pode arrumar os livros na estante sendo que os livros de histéria fiqguem
todos juntos? b) De quantas maneiras a dona de casa pode arrumar 0s
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livros na estante sendo que os livros de matematica e fisica figuem todos
juntos?
Resp: a) A4,4.A9,9 = 419! b) A5,5.A3,3.A6,6 =51.31.6!.

Exercicio: Um rapaz construiu uma rifa onde o prémio era seu carro. Ele
criou cartdes com cinco cores diferentes, azul,vermelho, verde, amarelo e
branco, os cartdes contém 5 dezenas escolhidas entre 10 dezenas. Qual a
probabilidade de uma pessoa ganhar o prémio adquirindo um cartédo, se no
dia marcado sorteia-se uma cor e cinco dezenas entre as dez?

Resp: 1/C5,1.C10’5 = 1/1260.

Exercicio: A caixa econémica federal planeja lancar um jogo onde o jogador
deve marcar 6 dezenas das 12 possiveis do cartdo. Ele ganha o prémio se
conseguir acertar pelo menos 5 das 6 dezenas. Qual a probabilidade dele
ganhar o jogo?

Resp: (CG’5+Ce,6)/C12’6=7/924.

Exercicio: Nove livros sdo colocados ao acaso numa estante. Qual a
probabilidade de que 3 livros determinados fiquem juntos?
Resp: (A3!3.A7’7)/A9’9 =1/12.

Exercicio: Em um dos novos jogos comercializados pela caixa econémica
federal, o apostador deve marcar 50 dezenas de um cartdo contendo 100
dezenas. Posteriormente sdo sorteadas 20 dezenas. Calcule a
probabilidade do apostador ganhar: a) acertando todas as 20 dezenas; b)
acertando 16, 17, 18, 19, ou 20 dezenas ou errando as 20 dezenas.

Resp: @) Cs0,20/C100,20 b) (Cs0,16+Cs0,17+Cs0,18+Cs0,19+Cs0,20+C50,20)/C100,20-

Atividade Complementar

1. Um grupo de pessoas foi classificado segundo o peso e o nivel de colesterol no
sangue, onde a propor¢ao encontra-se na tabela abaixo:

Peso
Colesterol| Excesso Normal Baixo Total
Alto 0,20 0,18 0,17 0,55
Normal 0,12 0,10 0,23 0,45
Total 0,32 0,28 0,40 1,00

a) Qual a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso ter colesterol normal?
b) Se escolhermos uma pessoa desse grupo e ela tiver colesterol alto, qual a
probabilidade que ela tenha excesso de peso?

2. Em uma féabrica temos duas mdaquinas, maquina A e mdquina B. A mdaquina A ¢é
responsavel por 53,7% da producdo, e a miquina B por 46,3% da produ¢do. A maquina
A produz 1,3% de pecas com defeito e a maquina B 2,5% de pec¢as com defeito.

a) Se uma peca é escolhida ao acaso e verificamos que ela é defeituosa, qual a
probabilidade dela ter sido produzida pela maquina B?
b) Se escolhemos uma peca ao acaso, qual a probabilidade dela ser boa?
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3. Uma moeda é viciada de modo que a probabilidade de sair K (cara) é 7/3 da
probabilidade de sair C (coroa). Se langcarmos essa moeda qual a probabilidade
de sair:

a) Cara (K)
b) Coroa (C))

4. Em uma urna temos 20 bolas enumeradas de 1 a 20.

a) Se retirarmos uma bola par dessa urna, qual a probabilidade dessa bola
ser maior ou igual a 137

b) Qual a probabilidade de uma bola menor que 17 ser retirada dessa
urna?

¢) Qual a probabilidade de uma bola que seja multipla de 3 e multipla de 2
ser retirada dessa urna?

5. Em uma urna temos quatro moedas. A moeda M1 é uma moeda normal, a
moeda M2 é viciada de tal modo que sair cara (K) é 1219 vezes mais provavel
que sair coroa (C)), a moeda M3 tem duas caras (K) e a moeda M4 tem duas
coroas (C). Uma moeda é escolhida ao acaso e langada.

a) Se o resultado obtido foi coroa (C), qual a probabilidade da moeda
lancada ter sido a moeda M2?

b) Qual a probabilidade de observarmos moeda M3 e cara (K)?

c) Qual a probabilidade de observarmos coroa (C)?

Glossario:

Amostra: Uma amostra € um subconjunto de individuos da populacdo alvo.
Existem dois tipos de amostras, as probabilisticas, baseadas nas leis de
probabilidades, e as amostras ndao probabilisticas, que tentam reproduzir o
mais fielmente possivel a populacdo alvo. Entretanto, somente as amostras
probabilisticas podem, por definicdo, originar uma generalizagdo estatistica,
apoiada no calculo de probabilidades e permitir a utilizacdo da potente
ferramenta que € a inferéncia estatistica; ntamanho da amostra

Estatistica: Ciéncia da contagem; ciéncia que tem por objecto o agrupamento
metddico dos fatos sociais que se prestam a uma avaliacdo numérica
(populagao, natalidade, mortalidade, rendimento de impostos, producdes
agricolas, criminalidade, religido, etc. ); ramo das matematicas aplicadas que
recorre ao calculo das probabilidades para estabelecer hipbéteses com base em
acontecimentos reais, com o fim de fazer previsdes.
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Média amostral: E uma variavel aleatéria, funcdo dos valores da amostra, é
definida como a soma de todos os valores da amostra dividido pelo numero de
observagdes da amostra. Serve para estimar a média populacional.

Média populacional: E o valor que representa um conjunto de valores da
populacdo. Definida como a soma de todos os valores da populacao dividido
pelo niumero de observagdes. Por exemplo: renda per capita de um pais,
esperanca de vida, renda familiar média, pontuacao média na escala de
atitudes em relagéo a Estatistica, etc.

Parametro: E uma medida usada para descrever, de forma resumida, uma
caracteristica da populacao, Por exemplo, a média populacional (m), a
proporcao populacional (p), a variancia populacional (s), o coeficiente de
correlacéo (r), etc. Os parametros, via de regra, sao valores desconhecidos e
desejamos estimar, ou testar, a partir dos dados de uma amostra.

Populagdo: E um conjunto de elemento com caracteristicas semelhantes.

Variancia amostral (s?): Serve para estimar a variancia populacional.

Variavel: E uma caracteristica da populacdo. Toda questao de pesquisa define
um numero de construcdes tedricas que o pesquisador quer associar. O grau
de operacionalizacao destas construgdes nao faz parte de um consenso. Por
essa razao, a secao que trata das definicdes das variaveis deve permitir ao
leitor avaliar a adequagéao dos instrumentos utilizados, as variaveis escolhidas
e as construcdes teoricas descritas no quadro conceitual
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