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“Nao ha ciéncia que fale das harmonias da natureza com mais clareza do que a matematica”

(Paulo Carus)

1 Introducao

Quero agradecer por lerem estas notas de aula e por contribuirem nas possiveis corre¢des de digita-
¢do e na apresentacdo das ideias bésicas para introdugdo desse fantdstico mundo que iremos habitar.

E importante lembrar que:

v" Este material ndo substitui o livro e jamais deverd ser tratado como tinico texto para seus estudos;

v" Estas notas serdo nosso “ponto de partida” ou nossa orientacdo na sequéncia dos contéudos que
iremos conversar em nossas “saborosas” aulas de GA;

v" Prestem bem aten¢do com a notagao utilizada. A matemaética possui uma linguagem prépria, por
isso, curta-a!

2 Secgoes Conicas

Considere e e g duas retas concorrentes, ndo perpendiculares, cuja intersec¢do é um ponto O. Man-
tenha fixa uma das retas, por exemplo e (eixo), e facamos girar 360° em torno desta, mediante um
angulo « constante, a outra reta g (geratriz). O objeto gerado é chamado de superficie conica formada
por duas folhas ou, simplesmente, superficie conica, e separadas pelo vértice O.

O conjunto de pontos obtidos pela intersecgdo de um plano 7t com a superficie conica é chamada
de segdo conica, ou simplesmente conica.

Ao seccionarmos uma superficie conica por um plano arbitrdrio 71, que ndo contém o vértice O,
obteremos uma conica dita ndo degenerada, e, a medida que variamos a posigdo do plano de corte 7,
obtemos as seguintes cOnicas ndo degeneradas:
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¢ Pardbola: o plano 7t é paralelo a uma geratriz
da superficie conica.

o Elipse: o plano 7t é ndo paralelo a uma geratriz
e intercepta apenas uma das folhas da super-
ficie cOnica;

o Circunferéncia: o plano 7t é perpendicular ao
eixo e.

© Hipérbole: o plano 7t é ndo paralelo a uma gera-
triz e intercepta as duas folhas da superficie
cOnica.

Quando o plano 7 contém o vértice O da superficie, as cOnica se degeneraram em:

© um ponto: se o plano 7t intercepta somente o vértice;
¢ uma reta: se o plano 7t contém somente uma geratriz;

¢ duas retas: se o plano 7t contém o eixo e.

As conicas ndo degeneradas podem ser encontradas na natureza e por esse motivo foram objeto
de estudo para diversos matematicos. A elipse, por exemplo, corresponde a geometria das 6rbitas de
alguns planetas e cometas. A hipérbole corresponde a geometria das trajetérias de alguns cometas
e outros corpos celestes. A pardbola corresponde a trajetéria de um projétil lancado num campo
gravitacional, o que se pode verificar com a trajetéria de um jato d’dgua. A elipse pode ainda ser
encontrada na forma da luz de uma lanterna projetada numa superficie plana. A circunferéncia,
por sua vez, simbolo da perfei¢do na Grécia Antiga, pode ser encontrada nas ondas produzidas pela
queda de uma pedra na superficie de um lago.
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Figura 1: Igreja de Sao Francisco, Conjunto Arquitetonico da Pampulha, BH-MG

Na engenharia e arquitetura como no caso das pontes, ctipulas, torres e arcos, usam-se as conicas
devido as suas propriedades fisicas e até mesmo estéticas. O arquiteto brasileiro Oscar Niemeyer
(1907-2012) em muitas das suas obras, nota-se o tracado da tangéncia e concordancia de arcos de
circunferéncia e curvas conicas, como a Igreja Sdo Francisco de Assis, no Conjunto Arquitetonico da
Pampulha em Belo Horizonte. Maiores informacgdes, acesse http:/ /www.niemeyer.org.br/.

A partir das cOnicas podemos obter oaraboldides, elipséides ou hiperboldides que, a prtir deles,
podemos produzir artefatos refletores. Tais artefados se devem as propriedades refletoras das coni-
cas. Podemos construir farois e holofotes, antenas parabélicas ou criar condigdes actisticas especiais
em auditérios, teatros ou catedrais. Como por exemplo a Catedral de Sdo Paulo, centro espiritual
de Londres, projetada pelo arquiteto britdnico Christopher Wren. Sua ctipula é a segunda maior do
mundo, perdendo apenas para a ctipula da Igreja de Sdo Pedro, em Roma.

Figura 2: Catedral de Sdo Paulo, Londres

As conicas possuem equagdes, chamadas reduzidas ou candnicas, que se tornam mais tteis, visto
que, através destas, podemos determinar certos elementos que as melhor caracterizam-nas. Entre-
tanto, para chegarmos a estas equagdes definiremos em termos de lugares geométricos cada conica,
uma a uma, a seguir.

Prof. Adriano Cattai http://cattai.mat.br | 3


http://www.niemeyer.org.br/

Geometria Analitica :: Cénicas ©)

3 A Pardbola

Definicdo 1 (Pardbola)
Considere um plano 7t determinado por uma reta 4 e um ponto F ndo pertencente a esta reta. A
parébola é o conjunto de todos os pontos do plano 7T que eqiiidistam de F e de d.

Segue da definigdo que dado um ponto fixo F e uma reta 4, um ponto P do plano estd eqiiidistante
destes se, e somente se, pertence a uma pardbola, ou seja,

d(P,F) =d(P,d) < P € Parabola. (1)

3.1 Os Principais Elementos da Pardbola

Como elementos da pardbola temos:

F
1 O foco F: ponto fixo da parédbola; p /
P(xy)

t A diretriz d: reta fixa da parabola; % Y
14

t O eixo focal EF: reta que passa pelo foco F e é perpendicular a d
diretriz d; P'(x,~p)

t O vértice V: é o ponto de interseccdo da pardbola com seu eixo. Situado entre a diretriz e o foco
exatamente no meio;

t A corda: é obtida ligando quaisquer dois pontos distintos da parédbola, por exemplo AC;
t A corda focal: uma corda que passa pelo foco;
t O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal;

t O raio focal: é o segmento de reta de extremos no foco e num ponto da parabola.

Observe que devemos considerar o fato de que F ¢ d, pois, caso contrério, a pardbola se degene-
raria numa reta. Outro fato é que denominamos o ntimero p de pardmetro da pardbola.

3.2 As Equacoes Padrées de uma Pardbola

Dizemos que uma equagéo é padrdo, também denominada canonica ou reduzida, quando a utilizamos
para descrever um conjunto de curvas com alguma caracteristica em comum. A parabola possui
quatro tipos de equagdo padrdo, onde a determinacdo de somente uma delas sera demonstrada, pois
as outras sdo obtidas de forma semelhante.

3.21 A Equacdo Padrdo da Pardbola com o Vértice na Origem e Eixo de Simetria sobre um dos
Eixos Coordenados

Sejam P(x,y) um ponto qualquer da parabola de vértice V na origem dos eixos coordenados e de foco
F(0, p). Observe que qualquer ponto da diretriz d é dado por P’(x, —p). Pela defini¢do de parédbola

P(x,y) € parébola < d(P,F) =d(P,d),
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de acordo com a férmula de distancia entre pontos e a figura acima, temos:

\/x2+<y—P)2= \/(P+J/)2-

Desenvolvendo a igualdade acima, obtemos x> = 4py, a equagdo reduzida da parébola para este
caso.

De forma andloga, podemos obter as equacdes reduzidas das pardbolas com vértice em (0, 0) para
o0s demais casos, onde os focos estdo sobre 0s semi-eixos ainda ndo analisados. Portanto,

x? = +4py ou y? = d4px | (2)

g / d:x=—p Y Y d:x=p
d:y=
(0,p) / v y=p
‘; X 50, —p) \x VNE(po) X F(—po V x
y=—p

x* = dpy x? = —dpy y? = dpx y? = —4px

Da andlise das equagdes em (2), tendo em vista ser x? (resp. y?) sempre positivo ou nulo e que
p > 0, podemos concluir que:

¢ Se o sinal no 2° membro é positivo, entdo a pardbola tem concavidade voltada para cima (resp.

direita);
¢ Se o sinal no 2° membro é negativo, entdo a pardbola tem concavidade voltada para baixo (resp.
esquerda).
Exemplo 1
Obter a equagdo da paradbola que satisfaca as condi¢des em cada caso.
(a) Vértice na origem e foco em (0,1); (b) Foco em (0, —3) e diretriz y = 3;

(c) Vértice na origem, concavidade voltada para cima e passando pelo ponto P(—2,5).

Solugdo: (a) V(0,0) e F(0,1). Logo, p = 1 e de x> = 4py, obtemos: x> = 4y. (b) F(0,-3) e
d : y = 3. Portanto, V(0,0) e p = 3. A equagio é x> = —4py .. x> = —12y. (c) V(0,0) e equagdo

1
da forma x? = 4py. Como (—2,5) é ponto da parabola, temos (—2)? = 4p5 .. p = 5 Portanto, a

4
equagao é x = .

5
Exemplo 2
Determinar, para cada uma das pardbolas, o foco e uma equagdo da diretriz.
1
(@) x> —16y =0 (b) x = _Zyz
1
Solugdo: (a) x> = 16y .. p = 4. Portanto, F(0,4) ed : y = —4. (b) x = —Zyz SyP = —Ax

Donde p = 1. Logo, o foco é F(—1,0) ed : x = 1.
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Exemplo 3
Determinar o comprimento do latus rectum de uma pardbola.

Solugdo: Consideremos as equagdes x>

= 4py e y = p, respectivamente, a da parabola de
vértice na origem e eixo focal coincidindo com o eixo das ordenadas, e a da reta perpendicular ao
eixo dos y passando por (0, p). Observe que a intersegdo dos graficos da parébola e da reta sdo as
extremidades L e R do latus rectum da pardbola. Resolvendo-se o sistema encontraremos x = +2p

ey = p. Logo, |[LR| = 4p.

3.2.2 A Equacgdo Padrdo da Pardbola com o Vértice Fora da Origem e Eixo de Simetria Paralelo a
um dos Eixos Coordenados

Podemos obter uma equagdo, na forma reduzida, da parabola com vértice V (I, k) fora da origem do
sistema xOy e cujo eixo de simetria é paralelo a um dos eixos coordenados. Para isso basta trans-
ladarmos o sistema xOy para uma nova origem coincidindo com o vértice V, obtendo-se um novo
sistema x’O’y’. Assim, as equagdes destas pardbolas se restringirdo a um dos casos a seguir:

X = tapy ou y'? = +4px' |

Porém, pelas equagdes de translacdo dadas no Teorema ?? (pag. ??), temos que { ;: i ;:Z
Logo,

(x —h)? = +4p(y — k) ou (y —k)? = +4p(x —h) | 3)
Exemplo 4

Determine a equagédo reduzida da parabola de vértice V (3, 2), eixo focal paralelo ao eixo das abscissas
e parametro p = 1.

Solugdo: Pelo enunciado da questdo podemos concluir que a equacao reduzida é y'? = +4px’.
Comop=1eV(3,2),0ouseja, x’ =x—3ey =y —2, temos (y —2)?> = £4(x — 3).

Exemplo 5
Dada a equagao x2 + 6x — 8y + 17 = 0, determine sua equagdo reduzida, o vértice, o foco e uma
equacdo da sua diretriz e do eixo focal.

Solugdo: Completando-se o quadrado da variavel x na equacao dada, temos: (x + 3)% = 8(y —
1). Portanto, o vértice é V(—3,1), o foco é F(—3,3), a equagdo da diretrizé d : y = —1 e o eixo focal

x = —3.

Observagio 1
Quando o eixo de simetria da pardbola ndo é paralelo a nenhum dos eixos coordenados, a equagdo é
“mais complicada”, mas também se enquadra na forma geral da equagdo do 2° grau a duas incégnitas

ax? +bxy +cy* +dx+ey+f =0
e, por uma rotacdo dos eixos coordenados, podemos reduzi-la a
a/xZ + C,yZ + d’x 4 e/y +f/ — O,‘

que facilmente é identificada.
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Observagdo 2 (Excentricidade da Parabola)
Chamamos de excentricidade (e) da parabola a razdo entre as distancias de um ponto arbitrério P
da curva ao foco e de P a diretriz. Neste caso, teremos sempre e = 1.

4 A Elipse

Definicao 2 (Elipse)
Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos
F; e F, (focos) é constante e maior do que a distancia entre esses pontos fixos.

Segue da defini¢do que dados dois pontos fixos F; e F, pertencentes a um plano 7r, um ponto P
deste plano pertence a elipse E se, e somente se, d(P, F;) + d(P,F,) = K, K > d(F;, F,). Em simbolos
temos:

E={Pem dP,F)+d(P,F) =K, K>d(F,E)} (4)

4.1 Os Principais Elementos da Elipse

Como elementos de uma elipse temos:

t Os focos F; e F>: 0os pontos fixos;
t O eixo focal EF: reta que passa pelos focos;
1 O centro O: Ponto médio de F1 F;

t O eixo normal EN: Reta perpendicular ao eixo fo-
cal passando pelo centro;

t Os vértices A1 e Ay: pontos de intersec¢do da elipse com o eixo focal;
t Os vértices By e By: pontos de intersecgdo da elipse com o eixo normal;
t Eixo maior EM: segmento de reta que une os vértices A; e Aj (A1Ay);
t Eixo menor Em: segmento de reta que une os vértices B; e B, (B1By);

t Corda: segmento de reta arbitrdrio cujas extremidades sdo dois pontos distintos da elipse, por
exemplo AC;

t Corda focal: uma corda que passa pelo foco;
t O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal (¢1 e £3);

t Raio focal: segmento de reta de extremos em um dos focos e num ponto da elipse.

4.2 As Equacgdes Padrées de uma Elipse

Desenvolveremos as duas equagdes padrdes da elipse. A primeira equacdo padrao a elipse é tomada
com centro coincidindo com o centro O(0,0) do sistema de coordenadas xOy e eixo focal coincidente
a um dos eixos coordenados; e a segunda quando o centro ndo coincide com o centro do sistema e o
eixo focal concide ou é paralelo a um dos eixos coordenados.
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4.2.1 Primeira Equacdo Padrdo da Elipse

Proposicao 1

Seja E uma elipse de centro na origem do sistema coordenado xOy e cujo comprimento do eixo maior
A1A; e do segmento de extremos em cada um de seus focos F; e F, sdo, respectivamente, 24, 2b e 2c.
Entédo, para todo ponto P(x,y) € E, temos:

(a) [PR| + [PR| = 2a.

2 2
(b) Sua equagao cujos focos sdo F; = (—¢;0) e F, = (¢;0) é 2—2 + % =1,emqueb = Va?— 2
P22
(c) Sua equacdo cujos focos sdo F; = (0; —c) e F, = (0;¢c) é ) + i 1, em que b = Va? — c2.

(d) O comprimento do eixo menor By B; é 2b.

Prova: Mostremos os itens (a) e (b), deixamos para o leitor, como exercicio, a demonstragdo
dos itens (c) e (d). Inicialmente, considere P sobre o eixo-x, suponha P = A;. Deste modo, pela
defini¢do de elipse temos:

K=|A1F|+|AiB|=(a—c¢)+ (a+c) = 2a.

Como K é uma constante, serd igual a 2a para todo P(x,y) € E. Provaremos entdo (b). Por defini¢do

e pelo intem (a), temos que
d(F1P) 4+ d(F,P) = 2a,

ou seja,
|F1P| =+ ’FzP’ = 2a,

que neste caso é

Vo4 =P+ =2

ou
(x+c)2+y>2=2a—/(x—c)>+y%

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
a\/(x—c)2+y2 =a* —cx.
Elevando novamente ao quadrado e simplifcando, obtemos
(a* — ) x® + a*y? = a®(a® — 3?).
Como a > c, entdo a> — ¢ > 0 e assim, podemos definir b = /a2 — c2, donde a*> = b> + ¢ e
reescrever a equagao acima como
b2x2 4 aZyZ — aZbZ‘

Dividindo esta tltimoa equagdo por a*b? # 0, obtemos

S l=1, (5)

a equagdo reduzida da elipse para este caso.

Da analise destas dedugdes, temos os comprimentos do semi eixo maior e do semi eixo menor,

. . EM E
medindo respectivamente % =ae % =b.
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As figuras abaixo apresentam um resumo das principais caracteristicas da elipse quando o eixo
focal coincide com um dos eixos coordenados.

2 2
|
a b2

Observacao 3 (Excentricidade da Elipse)
Chamamos de excentricidade (e) da elipse a razdo entre os comprimentos do segmento F; F, e do

segmento A;Aj. Neste caso, temos

e = —.
a

Como, 0 < ¢ < a, a excentricidade de uma elipse ¢ um nimero real ndo negativo menor do que 1.
Observe que se F; = F,, temos ¢ = 0, entdo a elipse reduz-se a uma circunferéncia de raio a = b.
Além disso, como ¢ = 0, entdo e = 0. Assim, uma circunferéncia € uma elipse de excentricidade
nula.

Exemplo 6 V15
Determine os comprimentos dos raios focais do ponto P (1, T) sobre a elipse 5x2 + 4% = 20.

Solugdo: Como 4> = 5 e b? = 4, segue que 5 = 4 + ¢, ou seja, ¢ = 1. Desta forma F;(1,0) e

2 2
F,(—1,0). Logo, d(P,F;) = 4| (1—1)2+ (@) = @ ed(P,R) =, (1+1)2+ (@) =
VAT
2
Exemplo 7 o2

Prove que o comprimento do latus rectum é —.
a

2 2
.. : - y

Solugdo: Consideremos as equagdes Pl T 7
centro na origem e comprimentos do eixo maior 24 e menor 2b, com eixo focal coincidindo com o

= 1 e x = ¢, respectivamente, a da elipse de

eixo das abscissas, e a da reta perpendicular ao eixo dos x passando por c. Observe que a intersegao

dos graficos da elipse e da reta sdo as extremidades L e R do latus rectum da elipse. Resolvendo-se

, b? 20?
o sistema encontraremos x = cey = j:;. Logo, |[LR| = —.
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4.2.2 Segunda Equacdo Padrio da Elipse

Podemos obter uma equagdo, na forma reduzida, da elipse com centro O'(h, k) fora da origem do
sistema xOy e cujo eixo focal é paralelo a um dos eixos cartesianos. Para isso basta transladarmos o
sistema xOy para uma nova origem coincidindo com o centro O’, obtendo-se um novo sistema x'O’y/.
Assim, as equacgdes destas elipses se restringirdo a um dos casos a seguir:

x/2 y/z x/2 y/z
= + e =1 ou 153 + o) =1
x h
Porém, pelas equagdes de translagdo dadas no Teorema ?? temos que { , P Logo,
(x—h)?  (y—k)? (x—h)?  (y—k)?
o + e 1 ou 7 + o 1} (6)

Exemplo 8
Determine a equagédo reduzida da elipse de centro O’(—3,2), eixo focal paralelo ao eixo das ordena-
das e comprimentos dos eixos maior e menor iguais a 6 e 4, respectivamente.

2

Solugdao: Como o eixo focal é paralelo ao eixo das ordenadas, a equagdo é — + =10
2

centro é O'(—3,2). Segueque ¥’ =x+3ey =y —2.2a =6e2b =4,0useja,a =3eb =2. Logo,

3 2 ) 2
a equagdo reduzida procurada é (x—; ) + y 5 ) =1

2

5 A Hipérbole

Definicao 3

Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do
plano cujo valor absoluto da diferenca das distancias
a dois pontos fixos F; e F, (focos) é constante e menor
que a distancia entre esses pontos fixos.

EN

Observa-se que a hipérbole é uma curva consti- Az.‘[.' Vi,
tuida de dois ramos distintos. -
. . . SR NN\ B EF
Segue da definicdo que dados dois pontos fixos F; £ S\
e F, pertencentes a um plano 7r, um ponto P deste :
plano pertence a uma hipérbole H se, e somente se,

d(P,F;) —d(P,F)| = K < d(Fy, F).

Assim,

H={Pem |[d(P,F)—d(P,E)| =K, K<d(F,F)}. )

5.1 Os Principais Elementos da Hipérbole

Como elementos da hipérbole temos:

Prof. Adriano Cattai http://cattai.mat.br ‘ 10
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t Os focos: sdo os pontos fixos F; e F,, onde d(F;, F») = 2c;

t O eixo focal EF: reta que passa pelos focos;

+ O centro C: Ponto médio de F; F;

t O eixo normal EN: Reta perpendicular ao eixo focal passando pelo centro;

t Os vértices A; e Ay: pontos de intersec¢do da hipérbole com o eixo focal;

t Eixo real ou transverso ET: segmento de reta que une os vértices A1 e Ay (A1Ay);

t Eixo imagindrio ou conjugado EC: segmento de reta perpendicular ao eixo focal passando pelo
centro e cujo comprimento é obtido conhecendo-se os valores de K e de c;

t Os pontos B; e B,: extremidades do eixo imagindrio (B;B3); que une os pontos By e B; e tendo o
centro como ponto médio; seu comprimento veremos mais adiante;

t Corda: segmento de reta arbitrario cujas extremidades sdo dois pontos distintos da hipérbole que
podem estar no mesmo ramo ou em ramos distintos, por exemplo ST;

+ Corda focal: uma corda que passa pelo foco, por exemplo QT;
t O lactus rectum: corda focal perpendicular ao eixo focal (¢1 e £3);

t Raio focal: segmento de reta de extremos em um dos focos e num ponto da hipérbole, por exemplo
(BD).

5.2 As Equacgdes Padrées de uma Hipérbole

Conforme fizemos para a elipse, desenvolveremos as duas equagdes padrdes da hipérbole. A pri-
meira equagdo padréo a hipérbole é tomada com centro coincidindo com o centro O(0,0) do sistema
de coordenadas xOy e eixo focal coincidente a um dos eixos coordenados; e a segunda quando o
centro ndo coincide com o centro do sistema e o eixo focal concide ou é paralelo a um dos eixos
coordenados.

5.2.1 Primeira Equacdo Padrdo da Hipérbole

Proposicao 2

Seja H uma hipérbole de centro na origem do sistema coordenado xOy e cujo comprimento do eixo
transverso m e do segmento de extremos em cada um de seus focos F; e F, sdo, respectivamente,
2a e 2¢. Entdo, para todo ponto P(x,y) € H, temos:

(@) [[PE| - PR = 2a.
(b) Sua equagao cujos focos sdo F; = (—¢;0) e F, = (¢;0) é
2 2
)
a2 b2
e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando x — £00) sdo

b
y—:I:Ex

em que b = /¢? — a2
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(c) Sua equacdo cujos focos sdo F; = (0; —c) e F, = (0;¢c) é

e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando y — £o0) sdo
a
Yy = :l:Ex,

emqueb = V2 —a’.

(d) O comprimento do eixo conjugado BB, é 2b.

Prova: A demonstragdo do item (a) é anédlogo ao caso da elipse dado na proposigéo Il Mos-
tremos os itens (b) e (d), deixamos para o leitor, como exercicio, a demonstragdo dos itens (a) e (c).
Inicialmente provaremos (b). Por defini¢do e pelo item (a), temos que

d(F,P) — d(F2P)| = 2a,

ou seja,

\/(x+c)2—|—y2—\/(x—c)2+y2:j:2a
ou
(x+¢)?24+y>=22a—/(x — )2+ 12

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

ia\/(x —)2 42 =a*—cx.
Elevando novamente ao quadrado e simplifcando, obtemos
(a* — A)x* + a*y? = a®(a® — ).

Como ¢ > a, entdo ¢ —a%? > 0 e assim, podemos definir b = +/c2 — 42, donde 2 =a+1e
reescrever a equagao acima como
—b?x® + azyz = —a’1?.

Dividindo esta tltimoa equagao por a?b? # 0, obtemos

v
2 =1 )

2 »

a equagdo reduzida da elipse para este caso.

. b .
Se a equacdo (8) é resolvida em y obtemos y = £-+v/x2 — a2 que, para x > 0, pode ser escrita
como 4
b [ a?
=+-x\/1-—.
4 a x2
Se x tende a 400, entdo o radical no segundo membro se aproxima de 1 e a equagdo tende a

b
=+—x.
Yy ax

O mesmo ocorre para x < 0, quando x tende a —oo (verifique!).
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: b . . .
Finalmente, para provar (d), perceba que +— é a inclinacdo das assintotas, ou seja, se & é o
a

I b .
angulo de inclinacdo que a reta y = —x faz com o eixo-x, temos:
a

b |B1 B3| |B1Ba|
t = — = = P
g(lX) a ’A1A2‘ 2a

b

donde concluimos que |B;Bz| = 2b. A nélogo paraaretay = —_x.

Da analise destas dedugdes, temos que o comprimento do semi eixo transverso e o comprimento
o . < . L ET AlA EC BB
do semi eixo conjugado sdo respectivamente iguais a % = % =ae % = ‘1—22| = b. Estas

informagdes sdo tteis na construgdo do esbogo de uma hipérbole.

Exemplo 9
Determine uma equagao da hipérbole de focos F(+£2,0) e vértices A(+1,0).

Solugdo: Como F(£2,0), o centro é O(0,0) e ¢ = 2. Podemos concluir também que a equagéo

é do ti ox——l—y—zl. Facamos F;(2,0) e A1(1,0), donde c —a = 1. Segue que a = 1. Como
POz T2 gue q

2
2 = a% + b2, temos b = /3. Portanto, a equacao da hipérbole procurada é: s y? =1.

As figuras abaixo apresentam um resumo das principais caracteristicas da hipérbole quando o
eixo focal é paralelo a um dos eixos coordenados.

EN EF
a

EN

\_\\C/
b
2 2
a T

= 2 2
2 12 a b

ANV
AR

5.2.2 Segunda Equacdo Padrdo da Elipse

Podemos obter uma equagéo, na forma reduzida, da hipérbole com centro O’(h, k) fora da origem do
sistema xOy e cujo eixo focal é paralelo a um dos eixos cartesianos. Para isso, basta transladarmos o
sistema xOy para uma nova origem coincidindo com o centro O’, obtendo-se um novo sistema x'O’y’.
Assim, as equagOes destas elipses se restringirdo a um dos casos a seguir:

G A | ou ——i—x—zl.
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/ — —
Porém, pelas equagdes de translagdo dadas no Teorema (??) temos que { ;, B ; B IIZ . Logo,

_h2 _k2 _k2 _h2
) VRS Y IV [V R G o)

Exemplo 10

Determine a equagdo do lugar geométrico descrito por um ponto que se desloca de modo que a
diferenca de suas distancias aos pontos P;(—6, —4) e P>(2, —4) seja igual a 6, por duas formas: (a)
utilizando a defini¢do da hipérbole como lugar geométrico, e (b) utilizando as equacdes padrdes.

Solucao:

(a) Pela definicdo, podemos deduzir que este lugar geométrico plano trata de uma hipérbole e
que os pontos P; e P; sdo os seus focos. Portanto, sendo P(x,y) um ponto genérico da
hipérbole, temos que |d(P,P;) — d(P,P,)| = 6. Segue que, d(P,P;) —d(P,P,) = 6 ou
d(P,P;) —d(P,P,) = —6. Vamos desenvolver a primeira destas equagdes. Acompanhe o
raciocinio!

6 = d(P,P)—d(P,P)
6 VE=(=6)+ - (-4) - V(x-272+ - (-4))
V(x+6)2+ (y+4)? V(x=22+({y+4)?2+6
VX2 +12x+36+1y2+8y+16 = /x2—4x+4+1y2+8y+16+6
2 2
(\/x2+12x+y2+8y+52> = <\/x2 —dxt P +8y+20+6)
X+ 12x+ > +8y+52 = x*—4x+1y>+8y+20+12\/x2 —4x +y2 + 8y +20+36

12x+52 = —4x+56+12y/x2 —4x+y2 + 8y +20
16x—4 = 124/x2 —4x+y2+8y +20

2
(4x—1)? = <3\/x2—4x+y2+8y+20>

16x> —8x+1 = 9(x* —4x + 12+ 8y +20)
16x> —8x+1 = 9x? —36x + 9y* + 72y + 180
7x2+28x —9y> — 72y —179 = 0

Como exercicio, desenvolva a segunda equagdo por um raciocinio anédlogo e verifique que

equacdo vocé encontrou.

(b) Exercicio.

Observacao 4 (Excentricidade da Hipérbole)
Definimos a excentricidade (e) da hipérbole a razdo entre os comprimentos dos segmentos Fi F, e

Aq1Aj. Neste caso, temos
c
e=—->1
a

Exemplo 11
Determine a excentricidade da hipérbole cujos comprimentos dos eixos transverso e conjugado sdao
iguais a 4 e 6, respectivamente.
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O

Solucdo: Temos que2a = 4e2b = 6. Assim,a = 2e b = 3. Como c?

c:\/13ee:§:@.

6 A Etimologia das Palavras que Definem as Secdes Conicas

= a% +1?, segue que,

Arquimedes e os pitagdricos foram os primeiros a empregar as palavras Parabola, Elipse e Hipérbole,
porém, com outra acepc¢do da atual: se¢des a uma superficie conica, que se deve a Apolonio.

Traduzida do grego

— ‘mapaPoAy’ a palavra parabola significa: comparacado; igualdade. Deve-se ao
fato da igualdade y> = /- x em que ¢ é a medida do comprimento do latus rec-
tum. Esta é obtida considerando a Parabola de vértice na origem e foco sobre o
eixo das abscissas. A equagdo reduzida é, entdo, y> = 4p - x. Como o compri-
mento do latus rectum de uma parabola é ¢ = 4p, temos, portanto, y2 =/ x.

— ‘eAAenpil’ a palavra elipse significa: falta; omissdo. Deve-se ao fato da desi-
gualdade y? < £ - x em que / é a medida do comprimento do latus rectum. Esta
é obtida considerando a Elipse de centro no ponto (a,0) e 2a e 2b 0os comprimen-
tos, respectivos, do eixo maior e menor da elipse de eixo focal coincidindo com

2 2
. . - . , - X—a
o eixo das abscissas. A equagdo reduzida é, entdo, (aiz) + % = 1. Isolando
’ » 2b? b2x2 .
Y-, obtemos y* = —x — - Como o comprimento do latus rectum de uma

2 2.2
. , X .
elipse é { = —, temos, portanto, y2 = fx — — Donde, podemos concluir que
a a

v </l-x.

— ‘vrtepPoAn’ a palavra hipérbole significa: excesso; exagero. Deve-se ao fato da
desigualdade y> > ¢ - x em que / é a medida do comprimento do latus rectum.
Esta é obtida considerando a Hipérbole de centro no ponto (—a,0) e 2a e 2b os
comprimentos, respectivos, do eixo real e imaginario da Hipérbole de eixo focal

2
. g . . - . . N xX+a
coincidindo com o eixo das abscissas. A equacdo reduzida é, entdo, %
a
yz
7w = 1. Seguindo o mesmo raciocinio adotado anteriormente para a Elipse, com

as devidas alteracdes, podemos concluir que y* > ¢ - x.

\

a—p a atp

V
T
V

X

7
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