CALCULO DIFERENCIAL
EINTEGRAL 1

— Prof. ADRIANO CATTAI —

Apostila 02: Assintotas

NOME: DATA: / /

“Nao ha ciéncia que fale das harmonias da natureza com mais clareza do que a matematica”

(Paulo Carus)

1 Introdugao

A ideia de que uma curva pode vir arbitrariamente préximo de uma linha, sem realmente tornar-
se o mesmo, frequentemente ddo significados importantes na interpretacdo de alguma experiéncia
cotidiana. Consideremos os seguintes exemplos.

Exemplo 1

2
x-+1 1 . . 1
A funcgdo f(x) = =x+ -, possui duas assintotas, ambas retilineas:
¢ Uma vertical, a reta x = 0 (o eixo y); ¢ Outra obliqua, aretar : y = x.

De fato, a reta r(x) é assintota (obliqua), pois:

. L 1 o1
AR S —r) = b xd g mx= D =0

E, o eixo y (reta x = 0) é assintota (vertical), pois:

1
lim f(x) = lim x+ = = +o0;
x—0+ x—0+ X

1
xggl* f(x) xggl* X+ X *©

Exemplo 2 3 2
A funcdo g(x) = LA x+ x4 admite a pardbola

p(x) = x? + 2x + 3 como assintota. De fato,

WB4+2x2+3x+4

. . _ . . 2
Jm flx) —p(x) = lim e (" +2x +3)
— 1im 2o :
x—+oo X
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Ainda, o eixo y é assintota (vertical) de g, pois

4
lim g(x) = lim x> +2x+34+ - =0+0+3 + 00 = +o0;
x—0" X

x—0t+

lim g(x) = lim ch-l-Zx-i-B)-l-é =0—0+3—0c0= —oc0.
x—0~ x—0~ X

Definicido 1 (Assintota)

Uma assintota de uma curva C é uma linha (imagindria) de onde os pontos de C se aproximam a

medida que se percorre C. Em outras palavras, a assintota e a curva ficam arbitrariamente préximas

a medida que se afastam da origem do sistema de coordenadas.

Este conceito nos d4 um modo de encontréd-las, como veremos. Em geral, no Célculo, o termo as-
sintota refere-se a uma reta. Assim, podemos dizer que assintota é uma linha reta, que se aproxima
indefinidamente de uma curva, “sem poder toca-la”.

Etimologia da palavra Assintota
A palavra Assintota foi formada a partir do Grego “ASYMPTOTOS”, que significa ndo cair juntos, o
que ndo coincide, de A, negativo; mais SYN, junto; mais PTOTOS, caido.

Observacio 1 (x)

. . . . cos(x .
Cuidado com a expressdo “sem poder tocé-la”. Por exemplo, a fungdo f(x) = ———= possui o eixo x

(reta y = 0) como uma assintota horizontal e o grafico de f intercepta essa assintota numa infinidade
de vezes. Porém, quanto x — oo, f(x) é cada vez mais préximo ao eixo x, mantendo uma distancia
infinitésima.

~——— —— N—" \/ \/ \/ ~— ~——— \_x

Observacgao 2
Veja que o grafico de uma fungdo jamais intercepta uma assintota vertical. Por que?

2 Assintotas Retilineas

Existem potencialmente trés tipos de assintotas: horizontais, verticais e obliquas. Para curvas dadas
pelo grafico de uma fungdo y = f(x), temos:

(i) Assintotas verticais sdo linhas verticais, perto da qual a fungdo cresce sem limites;

(ii) Assintotas horizontais sdo retas horizontais em que o grafico da funcdo se aproxima continua-
mente quando x tende a +o0 ou a —oo;

(iii) Assintotas obliquas sdo retas ndo paralelas aos eixos coordenados em que o grafico da funcao se
aproxima continuamente quando x tende a +c0 ou a —co.
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Uma reta de equagdo x = a é uma Assintota Vertical do grafico de uma fungdo f(x), se algum dos
limites laterais em a for infinto, ou seja,

x =a éassintota verticalde f < lim f(x) = +o0 ou lim f(x) = £oo.
x—at x—ra~

Uma reta de equagdo y = b é uma Assintota Horizontal do grafico de uma fungéo f(x), se algum dos
limites no infinito for b, ou seja,

y = b éassintota horizontalde f < lim f(x) =b ou lim f(x)="0.

X——00 X—r—+00
Exemplo 3 1 1
Sejam a fungdes f(x) = P g(x) = = O eixo y (reta x = 0) é assintota vertical para as duas fungdes,
pois:
.1 .1
f: lim —=—-0c0 e lim — = +o0;
x—0" X x—0T X

.1 .1
g: lim 5 =+4c0 e lim — = +oo.
x—0" X

f: lim —=0 e Ilim —=0;
x——00 X xX——+00 X
§: A z=0 e Dm =0
y=f(x) y=g(x)
x x
Exemplo4 , ,
Seja f(x) = 3 1. Como
) x2 44
3xr—1 x2(3—1/x2)_1, 3—1/x2_3—0_3

cobeo 244 xobeo x2(1+4/22)  wodelt+4/x2 140

temos que y = 3 é assintota horizontal de f. Ou seja, a medida em que x cresce/descrece ilimitada-
mente o gréfico de f(x) se aproxima arbitrariamente da reta y = 3.

Veja que f ndo possui assintota vertical pois, ndo existe x € R tal que x* + 4 se anule.
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Exemplo 5 0 11
A funcdo g(x) = Sr—1 possui duas assintotas horizontais, as retas y = £3/2. De fato:
AR L S+1/x2 x>0 7,9—1—1/3@ x>0
VorZ+1 Va2 V9+1/:2 ) x(2—1/x) 7 ) o2—1/x
2x —1 x(2—1/x) —x-V9+1/22 —VI+1/22
, x<0 — x<0.
x(2—1/x) 2—-1/x

Lembre que vx2 = |x|. Assim,

V921 V9 +1/42 vV9+0 3
Iim ——— = lim —— = = ey
x—=4oo 2x —1 x—teo 2—1/x 2—-0 2
lim ——— '~ oxt +1 = lim —— 17~ o+1/x - Y7 - 2+0 _ —é
x——oc0 2x—1 R uraie 2—-1/x a 2—-0 o 2

Uma reta de equagdo r(x) = Mx + N é uma Assintota obliqua do gréfico de uma funcio f(x), se

M= lim fx) e N= lim f(x)— Mx,

x—too X x—+oo

desde que esses limites sejam finitos.

De fato. A reta r(x) = Mx + N é uma assintota se gril f(x) = (Mx+ N) = 0. Temos as seguintes
X (o]
equivaléncias:

xlirgwf(x) —-Mx-N=0& xlirgwf(x) — Mx = N@xli@wx (@ —M) = N.
)

fx)

Assim, devemos ter lim — M = 0, para que exista o limite. Logo, M = lim

x—Foo X x—+o0 X
Exemplo 6 241 1
A funcgdo f(x) = =x+ p tem a reta r : y = x como uma assintota obliqua.
Yy
De fato:
1
X+ 1
M = lim f(_x): lim Ty _ lim 1+ =1
x—+oo X x—too X x—>to0 X
1 1
N= lim f(x)—1-x= lim x+—-—x= lim — =0
x—+oo X—rF00 X x—Foo X

Veja, também, que:

. : 1 1
AR S —r) = tp ey =D =0

Exemplo 7
Dada a fungéo f(x) = v/6x2 — x3, r(x) = —x + 2 é uma assintota obliqua, pois:

f(x) V6x2 — x3 Vad-6/x—1
x

M= Ilim —* = lim —— = lim
x—Foo X x—Foo X x—r+o0

N = gm f(x)+1-x= gm V6x2 —x3+x=...=2
X—»—00 X—>—00

lim v6/x—1=v0—-1= -1
— -+

X
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O tltimo limite pode ser calculado usando o fator racionalizante ¢/ (6x2 — x3)2 — xv/6x2 — x3 + x2.

Exemplo 8
Vejamos duas fungdes em que M ou N ndo é possivel ser determinado.

(a) A fungédo f(x) = e* ndo possui assintota obliqua, pois

. ety .. e~ . e~ 1 1
M= 1lm — = lim —=+4+c ou M= lim — = =
x40 X x—4oo 1 x—c0 x  et®.(—o0)  —o0

=0.

Ou seja, quando x — —oo 0 eixo-x é assintota horizontal e, quando x — +o0 ndo existiu M.

(b) Se f(x) = In(x) + 3x, temos que

M= limw: lim M—I— Iim 3= lim 1/—x—|—3:3.
X—+00 X X—+4o00 X X—+00 x—+oo 1
/ L'H

Porém,como N = lim f(x)— Mx, temos:
X——+to00

N = lim In(x) +3x —3x = lim In(x) = +oo.

X—+00 X—+00

Ou seja, ndo existe a costante N.

Observacgido 3
Algumas observagdes sobre assintotas obliquas de equagdo r(x) = Mx + N:

x
(i) Se os limites M = lil’:Itl f(x) forem finitos e distintos, o grafico de f poderd ter duas assintotas
X—xoo X

obliquas distintas, dependendo entdo da existéncia de valores finitos para N;

(ii) Quando M = 0, a equagdo da assintota serd y = N, desde que exista este N, passando a ser entdo
uma assintota horizontal. Assim, as assintotas horizontais sdo as assintotas obliquas como casos
particulares destas, em que M = 0. No entanto, em nosso texto, usaremos a expressdo obliqua
somente quando a reta for ndo paralela a algum dos eixos;

(iii) As fungdes racionais (quociente entre polindmios), em que o grau do numerador é uma unidade
a mais do que o grau do denominador, sempre possuem assintotas obliquas;

v" Pois, quando dividir a fung¢do por x, o grau do denominador ficard igual ao do numera-
dor que, no infinito, tem limite finito;

(iv) O coeficiente angular M da assintota obliqua de uma funcdo f, pode ser determinado, também,
pelo limite lim f'(x).
X (o]

Observacgao 4 (x)
Em respeito ao item (iii) da observagdo acima, de um modo geral, se a fung¢do racional f(x) = Pm

qn(x)
(x)

é improépria (m > n), podemos obter dois polindmios Q(x) e R(x) tais que f(x) = Q(x) +

pela simples divisdo entre polindmios, em que o grau de R(x) < n = gr(q,). Logo, lim
x—r+o0 gy (X)
Assim,
: _ i RO
ngwf(x) — Q) = ngw g(x) =0

implicando que Q(x) é uma assintota de f.
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Questoes

Q 1 Determine as assintotas horizontais de:

2x2 —x+2 I8x3 5x—1
R T G i e AL Iy ==
3x2—x+3 3 —x+3 3 —x+3
() p1(x) ©r) =grie—e 0PV =g

~ o1 +4x3 — xz;

Q 2 Determine as assintotas verticais de:

@) f(x) = 55— Z;L_lx 5 () h(x) = %16;
) 8(0) = o @itx) = =
Q 3 Mostre que as assintotas da hipérbole z—i - b_i = 1lsdoasretasy = j:gx.
Q 4 Determine as assintotas obliquas de:
(@) f(x) = %; (©) h(x) = M#; @j(x)=2x—1+e¢%
(b) g(x) = xZ;_f;-l; (d)i(x) = xzxj_:iz? (f) k(x) =In(x) —2x + 1.

Q 5 Efetue a divisdo entre polindmios, como descrito na Observagado 4, para determine a assintota

da fungéo racional.

2 3 _ 42 4
@ f(x) = = O f0) =" @ =51

X X —

Respostas
Q1 @y=2by=-Ly=1ley=5(d)y=0;(€)y=1/2; (f) ndo possui.
Q2 @x=Flex=2,b)x=%£1;()x=-2"ex=2";(d)x=-2Tex=2".

Q4 (a)y:x+1;(b)y:x;(c)y:2x+3;(d)y:x71;(e)y:2x71;(f)Néopossui,poisM:72,33N.

Q5 @ f(x)=x+ %, assintota obliqua y = x; (b) f(x) = x* — x8,11

21 assintota curvilinea y = x2+1.

, assintota curvilinea y = x%; () flx) = 2+1+
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