CALCULO DIFERENCIAL
EINTEGRAL 1

— Prof. ADRIANO CATTAI —

Apostila 01: Introducdo ao Limite e Funcées Continuas

NOME: DATA: / /

“Nao ha ciéncia que fale das harmonias da natureza com mais clareza do que a matematica”

(Paulo Carus)

1 Introdugao

Antes de comegarmos com as fantésticas idéias e as importantes terminologias do Calculo, quero
agradecer por lerem estas notas de aula e por contribuirem nas possiveis corre¢des de digitacdo e na
apresentacao das ideias basicas para introdugéo desse novo e basico conceito que iremos trabalhar. E
muito importante que tomem os seguintes cuidados:

v' Este material ndo substitui o livro e jamais devera ser tratado como tnico texto ou como texto
base para seus estudos;

v" Estas notas serdo nosso “ponto de partida” ou nossa orientagdo na sequéncia dos contéudos que
sdo conversados em nossas “saborosas” aulas de Célculo;

v' Prestem bem atenc¢do com a notagao utilizada. A matematica possui uma linguagem prépria, por
isso, curta-a!

A seguir, uma sintese de outros textos que tentam explicar o que é Calculo e por que precisamos
estudé-lo.

O Cilculo Diferencial e Integral, também chamado de Célculo Infinitesimal, ou simplesmente
Cilculo, é um ramo importante da Matemadtica, desenvolvido a partir da Algebra e da Geometria,
que se dedica ao estudo de taxas de variagdo de grandezas (como a inclinacdo de uma reta) e a
acumulagdo de quantidades (como a area debaixo de uma curva ou o volume de um sélido).

De toda Matematica que, provavelmente, vocés tenham estudado o Célculo é fundamentalmente
diferente. Ele é a matemética dos movimentos continuos e suas variagdes. Onde ha movimento
ou crescimento e onde forcas varidveis agem produzindo aceleracao, o Calculo é a matematica a ser
empregada. Antes dele a Matematica se restringia essencialmente a padrdes estaticos: contagem, me-
dicdo e descri¢do de forma. Ele ajuda em varios conceitos e defini¢des desde a matematica, quimica,
ciéncias econdmicas, ciéncias bioldgicas, fisica classica e até a fisica moderna.

Com a introdugdo de técnicas para lidar com movimentos e variagdes, podemos estudar: deslo-
camento de planetas e de corpos; funcionamento de maquinas; fluxo de liquidos; expansao de gases;
forgas fisicas, como o magnetismo e a eletricidade; corpos em queda livre na Terra; crescimento de
plantas e animais; disseminagdo de epidemias; flutuagdo de lucros, etc.
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Aprender célculo é um processo que ndo ocorre na primeira tentativa. Seja paciente e perseve-
rante, faga perguntas, discuta ideias e trabalhe com seus colegas. Procure ajuda o mais rapido que
precisar. A recompensa de aprender Calculo é muito gratificante, tanto intelectualmente como pro-
fissional. O estudante de céalculo deve ter um conhecimento em certas dreas da Matemética, como
fung¢des, geometria e trigonometria, pois sdo a base do Célculo.

O Calculo estuda basicamente as fungdes, a partir de 3 operacdes-base: Limites, Derivadas e
Integrais.

Consultem o plano de disciplina e vejam o detalhamento dos contetidos que iremos estudar; os
objetivos especificos e a justificativa da presenca do Calculo em nosso rol de discplinas.

2 Introduc¢do ao Limite de Funges

O conceito fundamental e basico sobre o qual o célculo se ap6ia é o de limite de funcdo. Abordaremos
sobre esse conceito, de forma intuitiva, e usaremos para estudar a nogao de continuidade de fungao.

A ideia de limite é facil de ser captada com alguns exemplos presentes em nosso senso comum.
Vejamos alguns.

Exemplo 1 (Placa Metalica)

Suponha que uma placa metdtica, na forma de um quadrado, esteja expandindo uniformemente
porque estd sendo aquecida. Se x for o comprimento do lado, a 4rea da placa é dada por A(x) = x2.
Assim, quanto mais x se aproxima (ou se avizinha) de 4, a drea A tende a 16. Dizemos, entdo, que

quando x se aproxima de 4, x* se aproxima de 16 como um limite. Em simbolos, escrevemos:
lim A(x) = lim x> = 42 = 16.
x—4 x—4

Aqui, a notacdo “x — 4” indica que x tende a 4 e “lim” significa o limite de. Assim, 16 é o limite da
funcdo A(x) = x2, quando x tende a 4.

Generalizando, se f é uma fung¢do e a é um ntiimero, entendemos a notagéo lim f(x) = L como
X—a

o limite de f(x), quando tende a a, é L, isto é, f(x) é cada vez mais proximo do niimero L quando x é

arbitrariamente do niimero a.

Ainda ndo temos uma defini¢do “formal” de limite. No entanto, a partir de alguns exemplos,
teremos condi¢des de adquirir uma compreensao pratica de limites.

Exemplo 2 (Limite de uma fun¢ao num ponto)

Considere a fun¢do f(x) = x + 1. Quando x assume uma infinidade de valores aproximando-se mais
e mais de 1, a fungdo x 4 1 assume uma infinidade de valores aproximando-se de 1 4+ 1 = 2. Dizemos
que o limite de f(x), quando x tende a 1, é igual a 2. Escrevemos

Iimx+1=2.
x—1

Claramente, existem duas possibilidades para x aproximar-se de 1:

Uma: x se aproxima de 1 por valores inferiores a 1, neste caso, diremos que x tende para 1 pela
esquerda. lindicaremos x — 17:

x |0,5/0,9]0,99]0,9990,9999 | --- |

LS +1=2
fx)[1,5[1,9[1,99 1,991,999 |- | im x+1=

2 x—1-

—
—
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Outra: x se aproxima de 1 por valores superiores a 1 neste caso, diremos que x tende para 1 pela
direita. Indicaremos x — 17:
1+

— = limx+1=2
— 2 x—1+

x |1,5]1,1]1,01]1,001|1,0001]--- |
f(x)[2,5]2,1]2,012,001|20001|--- |

lim f(x) = lim f(x)=2 = )lclg}f(x) =2.

x—1- x—1t+

Em ambos os casos, os valores de f(x) se aproximam de 2 & medida que x se aproxima de 1.
Assim, podemos tornar f(x) tdo proximo de 2 quanto desejarmos, bastando para isso tomarmos x
suficientemente préximo de 1. Por isso dizemos que existe o limite de f(x) quando x tende a 1 e seu
valor é 2.

Observacdo 1 (Limites Laterais)
Os limites lir? f(x)e lir?+ f(x), do exemplo anterior, sdo os limites laterais de f no ponto x = 1.
x—1" X—

Exemplo 3 (Limite Intuitivo da Fun¢ao Afim)
Temos que lim2 3x +5 = —1, pois quando x é muito préximo a —2, 3x é cada vez mais préximo a
x——

—6 que, adcionado a 5, obtemos —1. De um modo geral, temos

limax+b=a-xy+0b.

X—X0

Ou, mais geralmente, se p(x) = a,x" + a,_1x" ' +... + ayx? + a;x + a9 é um polindmio, entdo

xlgr; p(x) = anxf + ayp_1xf 1+ ...+ ax3 +a1xo + ag = p(xo).
0

Ou seja, basta obter a imagem do ponto pelo polinémio.

Infelizmente, ndo é possivel determinarmos (sempre) o limite de uma dada fungdo por simples
consideragdes aritméticas, como fizemos com a funcdo afim. Primeiramente, podemos ter fung¢des
em que os valores variam tdo desordenadamente que nunca se estabelecem e tendem a um limite,
quando diremos simplesmente que o limite ndo existe. Em segundo, a fungdo pode ser tdo complicada
que exista o limite, mas ndo é tdo evidente por simples inspecdo aritmética.

Os trés exemplos que seguem, ilustram limites de fun¢des que existem, num determinado ponto,
porém nao estdo tdo evidentes.

Exemplo 4 (Limite de uma fungdo racional, num ponto)
Definimos como fungdo racional, a toda fun¢do que é um quociente entre plindmios. Assim, seja a
2
. . xt—1
seguinte funcdo racional f(x) = Py

ndo existe a imagem f(1). Veja que no gréfico (abaixo) x = 1 ndo estd associado a algum y.

,V x # 1. Notem que f ndo estd definida para x = 1, isto §,
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Como x> —1 = (x —1)(x + 1), podemos simplificar f e,
quando x # 1, escrevemos f(x) = x + 1.

Deste modo, temos:

X2 —

lim f(x) = lim 1zlimx-i-1:2.

x—1 x—1 X — x—1

Ou seja, podemos fazer f(x) proximo de 2 o quanto quiser-
mos, bastando tomar x bem préximo de 1, com x # 1.

O limite obtido aqui, pode ser ilustrado geometricamente com o tragado do grafico da funcéo
f(x) = x4+ 1 desde que, para x # 1, a fungdo se comporta como uma reta, excluido o ponto (1,2).

De um modo geral, lim f(x) = L nos diz que f(x) assume valores tdo proximo de um ntiimero L
X—a

quanto desejarmos, pela simples escolha de x suficientemente perto de 2, mantendo x # a. Ou seja:

na determinagdo do limite de f(x), quando x tende para 4, ndo interessa como f esta definida em a
(nem mesmo se f estd realmente definida em a). A Ginica coisa que interessa é como f estd definida

para valores muito préximos a 4, isto €, numa vizinhanga de a.

Observacio 2 (Limite de Fungdes Racionais%( )

Sejam p(x) e g(x) dois polindbmios e f(x) = ek Entéo:
(i) Se g(a) # 0, entdo }lgr}lf(x) = %;

.. . 0 o
(ii) Se p(a) = q(a) = 0, entdo o limite é indeterminado o€ isto ndo significa a inexisténcia do limite.
Significa que precisamos “afastar” esta indeterminagdo através da divisdo de polindmios, divi-
dindo p(x) e g(x) por x — a e, obtém-se o limite desejado. O dispositivo pratico de Briot-Ruffini
efetua essa divisdo rapidamente;

(ii) Se p(a) # 0eq(a) = 0, entdo f(a) é uma impossibilidade, digamos g, e isto significa que o limite

ndo existe, pois iremos obter +oco. Neste caso, analisamos os limites laterais de f(x) no pontoa,
para decidirmos entre 4-00 ou —oo, como veremos em Limites Infinitos, mais adiante.

Exemplo 5
Vamos ilustrar essa observacao:

. x>+3x—4  (-1)2+3-(-1)—-4 -6
@ I T T (=1 =3 %
x3 —7x — 6 BR (x —3)(x2+3x+2) « x>+3x+2 20
()xlg}%xz—4x—|—3 03 x—3)(x—1) o3 x—1 2 0;
0/0
*: Como x — 3, temos x — 3 # 0, pois x # 3.
(c) im detl > Z Lo, (Veremos depois!)

—1x2—1 0
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Exemplo 6 (Limite de uma funcdo irracional, num ponto)
Seja f(x) = ————, V x # 0. Com auxilio de uma calculadora obtemos imagens de valores

vVx+1-—1

muito préximos a 0, conforme tabelas abaixo.

1) x—0"
x | 01 | —0,01 | —0,001 | —0,0001|—0,00001|---| — 0 _ . (x) = 2
f(x) | 1,948683 | 1,994987 | 1,999499 | 1,999949 | 1,999995 | --- | — 2 Jm flx
2)x — 0"
x | o1 | 001 | 0001 | 0,0001 |0,00001 |---| — 0F o lim f(x) =2
f(x) | 2,048808 | 2,004987 | 2,000499 | 2,000049 | 2,000005 | --- [ — 2 i, S
Por evidéncias numéricas, induzimos o valor do limite e afirmamos que lim S S 2. Por
=0 4/x4+1-1

outro lado, como (a — b) - (a + b) = a*> — b?, podemos racionalizar o denominador (neste caso, mul-
tiplicando numerador e denominador pelo conjugado de v/x + 1 — 1), obtendo:

1= ey T < AL T

Assim, temos:

x x
lim ——— = lim Vx+1+1=2 lim ——— = lim Vx+1+1=2.
xggl* x+1-1 xgg* x+l+ ¢ xg{)l+\/x+1—1 xgg+ 14

Ou, simsplesmente, hm# = 11m vVx+14+1=2

x+1—-1 x=0

Exemplo 7 m 2
Seja f(x) = —— 75—

em que f(x) se aproxime quando x se aproxima (continuamente) de —2. Ou seja, estamos querendo

) . Vx+10-—
saber se existe im ————
x——2 x+2

,em que x # —2. Estamos interessados em saber se existe algum ntimero

Como temos uma raiz ctibica (ndo quadrada) a racionalizagdo feita no exemplo anterior (produto
pelo conjugado) ndo é eficaz aqui. Neste caso usamos o recurso de troca de varidvel, que faremos da
seguinte forma:

(i) O radicando x + 10 igual a alguma variavel ao cubo: y> = x + 10;

(i) Ajustar o denominador: x +2 =1 —104+2 =1 -8 =1° — 2% = (y — 2)(y* + 2y + 4);

(iii) Alterar a tendéncia: x — —2 = 1> — 8,logoy — 2.

Fazendo a troca, temos:

. Vx+10-2 Yy -2 . y—2 . 1 1
lim ————= =lim = lim =lim———"—=—.
-2 x+42 y—>2]/ PB-10+2 y2y—-2)12+2y+4) y2y2+2y+4 12

Logo, afirmamos que f(x) — -— sempre que x — —2.

12
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Observacgido 3

Quando o limite apresentar mais do que um radical com indices diferentes, e radicandos comuns,
adote o radicando como sendo igual a alguma variavel elevada a n, em que n é o menor multiplo
comum aos indices. Por exemplo:

lime/g_1 (MV) limi\s/yﬁ_l:limy4_1zlim(y_l)(y3+y2+y+1)
11— x 11—y ye1l-y? o1 (1=y)(I+y+y?)
Py +y+1) 4
a y—1 1+]/+]/2 )

Em que n = m.m.c(3,4) = 12, a mudanga de variavel (MV) foi x = y*2 ey — 1.

Fatoracao de a” —b", n > 2:

a> —b?> = (a—b)(a+Db) a° —b° = (a —b)(a* + a®b + a?b? + ab® + b*)

a® —b® = (a—b)(a* +ab + b?) a® —b® = (a—b)(a® + a*b + a®b? + ab> + ab* + b°)

a* —bt=(a—0b)(a®+a’b+ab®> +b*) @’ —b = (a—0b)(a®+a’b+ a*b? + a’b® + a®b* + ab® + b°)
A" —b" = (a—-b)(@" ' +a" b +a" b +... +a?" P ab" b))

n parcelas, cada com soma dos expoentes resultando n—1

Observacio 4 (Forma Indeterminada 0/0)
Nestes trés dltimos exemplos, percebemos que se tentarmos calcular o limite diretamente, sem al-

. Lo 0 .
gum manuseio algébrico, iremos obter a expressao o Esta expressdo é muito comum no célculo de

. ~ L o . 0 . ‘ Lo
limites e ndo tem significado como valor de um limite. A expressdo g ¢ um simbolo de indeterminagdo.

Esta ocorréncia significa que o limite ainda nao foi calculado. Vejamos uma justificativa para essa
terminologia:

g:@ = 0=0-O = Q0 talque 0=0-9Q

I Por isso dizemos que ) é uma indeterminacao, por ndo existir um tinico © que satisfaca 0 = 0- ©.

2.1 Propriedades do Limite

Calculamos os limites de algumas fungdes por intui¢do, como por exemplo lim2 3x +1 que é -5,
x——

fazendo a simples consideragdo aritmética 3 - (=2) +1 = —5. Quando ndo era tao evidente, fizemos
algumas manipulacgdes algébricas até que tivemos o cédlculo evidente. Na pratica, os limites sdo
célculados pelo uso direto de certas propriedades por uma inspegdo artmética que, conforme a lei da
fungdo, é feita diretamente antes ou depois da manipulagdo algébrica. Por exemplo:
21 x—1)(x+1
(-t

lim3x+1=3-2+1=7 e lim—— =1i
x—2

=limx+1=1+1=2.
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

Supondo que lign f(x) =1L, liLn g(x) = M e k € R um namero qualquer, as propriedades séo:
X—a X—a

o PLOL: im x = a;

X—a
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o PL02: imk = k;
X—a
v~ O limite da constante é a prépria constante.
© PLO3: }Clg}lf(x) +g(x) = }Clg}lf(x) + }Clg}lg(x) =L+tM;
v O limite da soma/diferenca é a soma/diferenca dos limites.
© PLO4: }Clgzlkf(x) = k}lgr}lf(x) =k-M;
v" O limite da constante pela funcéo é a constante pelo limite.
o PLO5: lim f(x) - g(x) = lim f(x) - lim g(x) = L- M;
v~ O limite do produto é o produto dos limites.

lim f(x)
Y f(x) _ x—a L .
< PLO6: }(13}1 2(x) th ) =M desde que M # 0;

v~ O limite do quociente é o quociente dos limites, se 0 denominador for ndo nulo.

n
o T o e e
© PLO7: ilgzl[f(x)] = Ll(lg}l f(x)} = L", em que n é inteiro positivo;
v~ O limite da poténcia é a poténcia do limite.

o PLO8: lim 1/ f(x) = ,n/}(ig}z f(x) = VL, em que se  for par, L ndo pode ser negativo;

X—a
v' O limite da raiz é a raiz do limite.

o PLO9: lim |£(x)| = [lim £(x)| = |L|
V' O limite do médulo é o médulo do limite.

o PL10: Se g é alguma funcdo tal que f(x) = g(x) numa vizinhanga de a (exceto possivelmente em
a), entdo lim g(x) = lim f(x) =
X—a X—a

Totas estas propriedades devem ser bastante razoaveis para o cdlculo intuitivo do limite. As
propriedades 03 e 05 sdo validas para um numero finito de fungdes, ou seja, se lim fi(x) = Ly,
X—a

Jlclgr;fz(x) =1y, ..., Jlgr}lfn(x) = L,, entdo,

o }(ig}l(flifzi...ifn)(x):}(ig}zfl(x)ijlgr}lfz( x)+...xlimf,(x) =L1 £ Ly+...+£ Ly

< }cILI}z(fl 'fz e fn)(x) = }CiLI}zfl(x) -}CiLI}zfz(x) Ca -chiil}lfn(x) = L1 : L2 et Ln.

A propriedade PL10 é a que nos permite manipular algebricamente a fungdo até obter uma expressao
que seja possivel a inspecdo aritmética.

Exemplo 8 )
vV 7
Dado o limite lin; fzxi_:i' diretamente pelas propriedades 06, 08 e 03, temos:
xX—

w7 YIS sy ym s
=2 X241 lim a2 +1 - 2241 5 5

x—2

Exemplo 9 4
Dado o limite hné

21 vemos que hrr; *—16=0e liné x> —4=0,0u seja, o limite é indetermi-
Xe = x—

nado 0/0. Assim, pela propriedade 10, temos:

4 _ 2 2
a 16 _ im (x H"+4) =limx?+4=8.
x—2 x2—4 x—2 x2—4 x—2
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2.2 Limites Laterais Diferentes

O exemplo que segue, ilustrara a situagdo em que, quando x se aproximar de a com valores menores
do que 4, o limite da funcdo f sera diferente quando x se aproximar de a2 com valores maiores do que
a. Esses limites sdo os mesmos Limites Laterais da Observacado 1, pagina 3.

Exemplo 10 (Limites Laterais Diferentes) P 41 sex>0
Seja f uma fungdo definida por f(x) = x + Pl { e 1: sex <0
Yy
Observemos o comportamento de f quando: )
(1) x — 0"
1
x | +1]+0,8|+0,5|+0,2|+40,1|+0,01 | +0,001
fx)| 2| 18] 15| 1,2 11] 101 | 1,001 | | | |
-2 -1 1 2 7
2)x =0~ -1
x |-1|-0,8|-0,5|-0,2|-0,1|-0,01| —0,001 /_{i
fx) | -2]-18][-1,5]-1,2|-1,1|—1,01 | —1,001 /

Note que, a medida que os valores de x se aproximam de 0, com valores maiores do que 0, os valores
da fungdo se aproximam de 1, e que, a medida que os valores de x se aproximam de 0, com valores
menores do que 0, os valores da funcdo se aproximam de —1. Concluimos, entdo, que nédo existe o
limite de f quando x tende a 0, pois os limites laterais existem e sdo desiguais. Em simbolos:

lim f(x)=-1#1= xli_>r51+f(x) = }lcii)r})f(x).

x—0~

Temos, portanto, uma relag¢do entre limites laterais e limites bilaterais:

O limite bilateral existe se, e somente se, existirem os limites laterais (isto é, sdo finitos) e sdo
iguais. Escrevemos,
lim f(x) = L <= lim f(x) = lim f(x) = L.

X—a x—a~ x—at

O limite, portanto, estabelece qual o comportamento da fungdo na vizinhanga de um ponto xo,
sem que este pertenga necessariamente ao seu dominio. Caso x( perteca ao dominio, f(xp) ndo inter-
fere no limite de f em xo.

Vejamos a defini¢do de vizinhanga numérica.

Definicido 1 (Vizinhan¢a Numérica)
Chama-se vizinhang¢a numeérica do ntimero a, ou simplesmente vizinhanga de a, a todo intervalo aberto
V(a) que contém a. Se a é o centro da vizinhanga, entdo diz-se que a vizinhanga é simétrica.
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4 A distancia 6 de a a qualquer um dos extremos da vizinhanga
4 simétrica é chamada de raio da vizinhanga. Denotaremos por
\ V(a;6) ou Vy(a) uma vizinhanga simétrica de centro em a e de
a—6 a g+ s  raiod.

V(a;6) = Vs(a) Em outros termos, dizer que x € V;y(a) é equivalente a di-
zer que a diferenca x — a em valor absoluto é menor do que J,
isto é, |[x —a| < 4.

Assim, temos as seguintes equivaléncias:
xeVsa)=|x—a|<d=-d<x—a<d=>a-d<x<a+dé=>x€(a—0,a+9).

Por exemplo, 1,4 € V1(2) = (1;3), pois |1,4 —2| = | —0,6/ =0,6 < 1.

2.3 Definicao do Limite

Esta primeira defini¢do, € uma defini¢do intuitiva do limite. Ela nos permite entender seu significado
de uma forma intuitiva, sem o rigor matematico aplicado na outra defini¢do, que seguira natural-
mente.

Definicao 2 (Intuitiva do Limite)
Suponhamos que f(x) é uma fungéo real definida para todo namero em algum aberto (ou em uma
reunido de intervalos) contendo a, exceto possivelmente no préprio a. Dizemos que:

(1) [Limite Bilateral] O limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L, quando podemos fazer f(x)
arbitrariamente préximo de L, tomando x suficientemente préximo de a (por ambos os lados
de a), mantendo x # a. Em simbolos, escrevemos:

lim f(x) = L.

X—a

(2) [Limite Lateral Esquerdo] O limite de f(x), quando x tende a a pela esquerda, é igual a L,
quando podemos fazer f(x) arbitrariamente proximo de Lg, tomando x suficientemente pro-
ximo de a, com valores menores do que a4, mantendo x # a. Em simbolos, escrevemos:

lim f(x) = LE.

X—a-

(3) [Limite Lateral Direito] O limite de f(x), quando x tende a a pela direita, é igual a Lp, quando
podemos fazer f(x) arbitrariamente proximo de Lp, tomando x suficientemente préoximo de
a, com valores maiores do que 4, mantendo x # 4. Em simbolos, escrevemos:

lim f(x) = Lp.

x—at

Esta outra definicdo, é a definicdo de limite. Ela apresenta o rigor matematico da aproximacao
com o uso de vizinhancgas. Ela é geralmente conhecida como como a defini¢do formal do limite ou
definicao e-9.

Adriano Cattai http://cattai.mat.br |9



Calculo Diferencial e Integral @)

Definicao 3 (Limite &-6)
Seja f uma fungdo e 2 um niimero real para o qual exista algum intervalo I aberto contendo a (ou
seja, | = V(a)) e I — {a} esteja contido no dominio de f. Definimos:

(1) [Limite Bilateral] Dizemos que o limite de f(x) quando x tende ao ntimero a é o ntimero real L
se, dado um numero real arbitrario e positivo, € > 0, podemos encontrar um ntimero real real
postivo, § > 0, tal que

O0<|x—al<d=|f(x)—L|<e

Equivalentemente, x € Vs(a) = f(x) € V¢(L). Isto é, sempre que x for arbitrariamente
proximo de 4, f(x) é arbitrariamente proxima de L.

(2) [Limite Lateral Esquerdo] Dizemos que o limite de f(x) quando x tende ao ntiimero a, com
valores menores do que 4, é o ntimero real Lg se, dado um ntiimero real arbitrario e positivo,
e > 0, podemos encontrar um ntimero real real postivo, § > 0, tal que

0<a—x<d=|f(x)—Lg| <e.

(3) [Limite Lateral Direito] Dizemos que o limite de f(x) quando x tende ao namero a, com valores
maiores do que 4, é o nimero real Lp se, dado um ntmero real arbitrério e positivo, ¢ > 0,

podemos encontrar um ntimero real real postivo, § > 0, tal que

O<x—a<d=|f(x)—Lp|<e

Exemplo 11
Por simples inspegdo aritmética, afirmamos que lin} 2x +1 = 3, ou seja, afirmamos que existe uma
X—r

correspondéncia entre as vizinhangas de L = 3 e 2 = 1. Outra maneira de dizer isto, é que podemos
tomar o valor absoluto da diferenga entre f(x) e 3 tdo pequeno quanto desejarmos, tomando o valor
absoluto da diferenca entre x e 1 suficientemente pequeno. Isto é, |f(x) — 3| pode ser tdo pequeno
quanto desejarmos, tomando |x — 1| suficientemente pequeno. Assim, para qualquer ¢ > 0, existe
algum valor 4 > 0, tal que

0<|x—1]<é & |f(x)—-3|<e
Vamos verificar que é verdade. Como f (x) =2x+1, entdo
|f(x) =3 =1]2x+1-3] = 2(x —1)| =2|x —1].
Queremos agora, encontrar § > 0, tal que:
se 0<|x—1|<d entdo |f(x)—3| < ¢
se 0<|x—1/<é entdio 2lx—1] < ¢

se 0<|x—1]<J entdo lx—1] < €/2

) €
Portanto, se fizermos § = 5 teremos 0 < |x — 1| < 4.

Exemplo 12
Vamos mostrar que lin% 2x — 2 = 4. Precisamos mostrar que
X—
Ve>0,36>0,0<[x—3]<d = [2x—2—4| <e.
Como [2x —2 —4| = |2(x = 3)| = |2| - |x — 3| < 2-J, sempre que considerarmos § < %’ teremos o

desejado. De fato,

Ve>0,36>0,0<[x—3] <5 = ]2x—2—4|:2-|x—3]<2-5<2-§:£.
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Vamos escolher dois epsilons, e; = 2 e e = 1. Assim, temos duas vizinhangas, em y, para o
numero 4, V,(4) = (2,6) e V,,(4) = (3,5). Agora, adotando é; = 0,8 <1 =¢1/2e6, =0,4<0,5=
€»/2, temos duas vizinhangas, em x, para o numero 3: Vs, (3) = (2,2;3,8) e V;,(3) = (2,6;3,4). Nas
figuras, vemos que (V5 (3)) C Vi, (4) e f(V5,(3)) C Ve, (4).

f
1 N

1

Observacgao 5
Generalizando, para mostrar que lim a-x +b = a - xo + b, se a # 0, precisamos mostrar que
X—X

Ve>0,36>00<|x—x| <0 = |a-x+b—(a-x+b)| <e.
Para tanto, observemos que:

a-x+b—(a-x0+b)] = la(x = x0)| = la] - |x — x| < [a] - .
£
a

Ve>0,36>00<|x—x<d = |a-x+b—(a-x+b)| =

Portanto, assumindo § < , mostramos que:

Exemplo 13
Para mostrar que lin}5 x? = 9, precisamos mostrar que
X—r

Ve>0,30>0,0<|x—3|<d = [x*—9| <e
Para tanto, observemos que:
2= 9] = |(x=3) - (x+3)| = |x = 3| - |x +3] <&~ |x+3].

Como 0 < |x — 3| < 4, restringindo d entre 0 e 1, temos 0 < |x —3| < 1,donde —1 < x —3 < 1, ou
ainda, 5 < x +3 < 7. Assim, 0 < |x + 3| < 7. Logo,

X2 =9 =(x—3)- (x+3)| = |x—3|- [x+3| <47
Portanto, assumindo § = min {1, ;}, mostramos que:

Ve>0,36>0,0<|x—3]<d = [x2-9| |x — 3| - |x + 3|

ANVAN|
(o2}
N

N o
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3 Funcao Continua

Da relacdo entre os limites laterais e o bilateral, dizemos que o limite bilateral existe se os laterais
forem finitos e iguais.
lim f(x) =L< Ly =Ly =L.

X—a

Conforme os limites laterais, podemos notar:

(1) Se Lg = Lp, entdo existe }BE}f(x) e Jlgr}lf(x) =L,emquel =Lg=Lp;

(2) Se Lg # Lp, entdo néo existe liLn f(x);
X a

(3) Pode existir um e outro ndo. Dai ndo existe lim f(x);
X—a

(4) Ambos néo existem. Dai nio existe liLn f(x).
X—a

Na determinacéo do limite de f(x), quando x atende a a, ndo interessa como f estd definida em
a (nem mesmo se f estd realmente definida em a). A tnica coisa que interessa é como f estd definida
para valores de x muito préximo a a (numa vizinhanca de a). Assim, podemos distinguir trés casos
possiveis, como segue:

Suponha que liLn f(x) = L. Entdo, extamente um dos trés casos é vélido:
X—a

Caso 1. f estd definidaemae f(a) = L;
Caso 2. f ndo estd definida em a;

Caso 3. f estda definidaemae f(a) # L.

Quando o primeiro caso acontecer, diremos a fungdo é continua no ponto x = a.
Definicido 4 (Continuidade)
Seja f(x) uma fungao real definida em a € R. Dizemos que:
(1) [Num ponto] A fungdo f(x) é continua no ponto x = a se liin f(x) = f(a);
X—a
(2) [Num Conjunto] A fungéo f(x) é continua num conjunto A se f for continua em todoa € A;

(3) [Continua] A fungéo f(x) é continua quando f for continua em todos os pontos de seu dominio.

A seguir, exemplos ilustrando esses conceitos.

Exemplo 14
Sejam f, g e h trés fung¢des definidas em IR, dadas abaixo:

x- se x<1

x2 se x<1 x2 se x<1
f<x)_{x+1 se x>1 g(x)—{x+1 se x>1 hx)=9q 2 se x=
x se x>1
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y=fx) y=28(x) y = h(x)
31 31 31
21— 21--< 21—
I I I
14+ 14+ ¢ 14
I I I
1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 1 2 7 -1 1 o2 7 -1 1 2 7
A partir de seus gréficos, temos:
lim f(x) =1 lim g(x) =1 lim h(x) =1
e = Hlim f(x); =l = Plim g(x); =l = limh(x) =1
lim f(x) =2 11 lim g(x) =2 11 lim h(x) =1 x—1
x—1t x—1+ x—1+

Temos as seguintes conclusdes:

(i) As fungdes f e g sdo descontinuas (ndo sdo continuas) em x = 1, pois o limite, quando x — 1,
nao existiu;
(i.1) f é continua a direita em x = 1 pois lin?+ f(x)=2=f(1);
x—
(i.2) g é continua a esquerda em x = 1 pois lir? g(x) =1=g(1);
X—1"

(ii) A fungdo h é descontinua em x = 1, pois lin} h(x) =1#2=h(1).
x—

Exemplo 15

Sejam f e g duas fungdes, cujos
graficos estdo ao lado.

Afirmamos que ambas sdo conti-
nuas, isto é, nao possuem ponto
algum de descontinuidade em
seus dominios. Porém, possuem
dominios diferentes:

¢ f é continua em todo IR; | | | | \ \
o g écontinuaem R — {1}. 1 1 ) x 1 1 ) x

Observacgao 6

Como 1 ¢ Dom(g), ou seja, ndo existe g(1), ndo se questiona a continuidade de g neste ponto.
Ou seja, que a defini¢do de func¢do continua, exige que a andlise da continuidade num ponto seja
requerida somente quando o ponto é do dominio da fun¢do. Caso contrdrio, ndo ha sentido em
analisar a continuidade da fung¢do no ponto.

Exemplo 16 1
Analisando o dominio de f(x) = ~que é R — {0}, vemos que f é continua. De fato, V a # 0, temos:

lim1 = 1 = f(a).

x—a X a
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Agora, se o 0 fosse incluido no dominio, precisariamos atribuir um valor para f(0). Pergunta-se:
Qual o valor para f(0) de tal modo que f seja continua?
Analisando os limites laterais em zero:

. o1
Iim — = -0 e lim — = +oo0.
x—0- X x—0T X

Como os limites laterais sdo infinitos (falaremos disso mais adiante), o limite bilateral ndo existe.
Logo, ndo podemos atribuir valor real algum para f(0) de tal forma que f seja continua em zero.

1
Agora, considerando g(x) = x0T 70 , vemos que g é descontinua em x = 0.
y=f 0 y=38(x)

3T 3T

2+ 2 T

1+ 14
| \ \ \ \ | \ \ \ \
— | 1 5 — | 15

Exemplo 17
Areta f(x) = m- x4 n é continua em R. De fato, para todo a € R temos

limmx+b=m-a+n= f(a).

X—a

De modo geral, se p,(x) é um polindmio de grau n, entdo p,(x) é ama fun¢do continua em R. De
fato, seja py(x) = ayx" + a,_1x" 1+ ... + ayx® + a1 x + ap, daf:

limp,(x) = lima,x" + a1 x4 ax? 4 agx + ag
X—a X—a
= ap-a"+a,-a" . day-a’ta-atag
= pa(a).

Isto nos diz que: o limite de um polindmio p(x) em x = 4, é p(a).

Exemplo 18
A fungdo exponencial y = a*, em que 0 < a # 1, é continua em R.

Obs. Algumas propriedades tteis:
x x4+ X x— X X X —x 1 Y x/
oat-a¥=a""V; oa*/a¥ =a"Y; oa’ b = (a-b)"; ca = —; ova*=a"".
a

??? Detalhar ...

Exemplo 19
A funcdo logaritmica f(x) = log,(x), em que 0 < a # 1, é continua em R*..
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Obs 1. Se x > 0, entdo log,(x) é o expoente ao qual deve se elevar a base a para se obter o valor
de x, isto é, log, (x) = y se, e somente se, 2/ = x.

Obs 2. Se x > 0, entdo In(x) (logaritmo natural) é o expoente ao qual deve se elevar a base e
para se obter o valor de x, isto é, In(x) = log,(x) = y se, e somente se, ¢/ = x,em quee ~ 2,7, éa
constante de Euler.

Obs 3. Se x > 0, entdo log(x) é o expoente ao qual deve se elevar a base 10 para se obter o valor
de x, isto é,log(x) = log,,(x) = y se, e somente se, 10V = x.

Obs 4. Algumas propriedades tteis:
o log,(x-y) = log,(x) +log,(y); o log,(x/y) = log,(x) —log,(y); o log,(x") = n-log,(x).

Exemplo 20 x?—4 x4 -2
Afungdo f(x) = ¢ x+2’ é continua em x = —2, pois:
—4, x=2
x* —4 (x —2)(x+2)
li = li = lim ———* = 1i —2=—4=f(-2).
xLIIJZf(x) xinjz x+2 xﬁnjz x+2 xinjzx f< )
—x+2, x>1
Exemplo 21
A funcgdo f(x) = 2, x=1 édescontinuaem x = 1, pois:
x, x<l1
lirgl flx) = lirgl x=1
x—1- x—1-
= limf(x) =1 # 2= f(1).
lim f(x) = lim —x+2=1 ’Hlf( ) )
x—1+ x—1+
Exemplo 22 x2, x<1
A fungédo f(x) = é continua a direita em x = 1, pois:
x+1, x>1
lim f(x) = lim =1
“ “ = lim f(x)=2= f(1).
lim f(x) = lim x+1=2 X1t
x—1+ x—1+

Note que f é descontinuaem x = 1.

A fungédo f(x) =

Exemplo 23 ¥2, x<1
é continua a esquerda em x = 1, pois:

x+1, x>1

lim f(x) = lim x*> =1

x—1- x—1-

= lim f(x) =1= f(1).
lim f(x) = lim x+1=2 X—>1’f( ) s
x—1+ x—1+

Note que f é descontinuaem x = 1.

Exemplo 24 k-x, x<2
Determine o valor de k para que f(x) = seja continua.
—x+4, x>2
Solugdo: Como lim f(x) = lim k-x =2k e que lim f(x) = lim —x +4 = 2, entdo para que
x—2- x—2- x—2+ x—2-
o limite exista, devemos ter 2k = 2, ou seja, k = 1. Veja que f(2) = 2k que, para k = 1, teremos
f(2):2:hn;f(x). <
xX—
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Proposicao 1 (Propriedades)
Sejam f e g duas fungdes.
(a) Se f e g sdo continuas em 4, entdo f £ g e f - ¢ sdo continuas em a;
(b) Se f e g sdo continuas em 4, entdo f/g é continua em a, desde que g(a) # 0;
(c) Se g é continua em a e f é continua em g(a), entdo f o ¢ é continua em 4;
(d) Se f e g sdo fung¢des continuas, entdo f £ g, f - g, f/, |f|, f o g e g o f sdo fungdes continuas;
(e) Um fungdo polinomial é continua em todo RR;
(f) Um funcéo racional (quociente entre polindmios) é continua em seu dominio;

(g) Se f é uma funcdo continua e J1C1Lr}1g(x) = L, entdo }(gr}lf (g(x)) = f ()lclgzzg(x» = f(L), desde
que L € Dom(f).

Exemplo 25
A funcdo f(x) = |x| + ¥/x é continua em R, pois Va € R, temos:

. _ . 3 _ . . _ 3 _
lim f(x) = lim [x] + V% = |lim x| + o/lim = [a] + V7 = f(a).

X—a

Ou, de outro modo, se f1(x) = |x| e f2(x) = +/x, vemos que f é uma soma entre duas continuas.

1
—i_4 é continua em R — {£2}.

) 3 x
Jé a fungdo g(x) = 2

Exemplo 26
Por ser continua, a fung¢do logaritmica, temos:

lim log, (X tog, (1im 2=2) Ztog, (Timx+2) =1 4) =1
ey 8\ Gy T ) T\ m ) T\ T T s =

Exemplo 27
(a) As fungdes sen(x) e cos(x) sdo continuas em R, ou seja, V a € R, temos:

chlir}l sen(x) =sen(a) e }Clg}l cos(x) = cos(a).

1
sen(x) e sec(x) = cos(d) sdo continuas para todo x # g +km,k € Z. Ou

(b) As fungdes tg(x) =

seja:

limtg(x) =tg(a) e limsec(x)=sec(a) < Va¢ {x eR;x # g +kmt, k € Z} :

X—a X—a

1
cos(x) e cossec(x) = sen() sdo continuas para todo x # k7, k € Z. Ou

(c) As fungdes cotg(x) =

seja:

lim cotg(x) = cotg(a) e lim cossec(x) = cossec(a) < Va ¢ {x e R;x #km,k € Z}.

X—a
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4 Funcgoes Continuas Definidas num Intervalo

A expressdo, “fungio continua é aquela que seu grdfico é desenhado sem que o ldpis seja removido do papel”

1 . <
é falsa. Por exemplo, f(x) = — é continua em R* e seu gréfico ndo pode ser desenhado sem que o
x
lapis ndo seja removido do papel. Porém, quando a fungdo é continua num intervalo, essa afirmagao
é verdadeira, devido ao seguinte teorema, devido a Bernar Bolzano e Augustin Louis Cauchy.

Teorema 1 (do Valor Intermédio - TVI)

Se f é continua no intervalo fechado [a, b], entdo para todo d entre f(a) e f(b) existe, pelo menos, um
c € (ab)talqued = f(c).

Ou, equivalentemente, seja f é continua no intervalo [a,b]. Entdo para cada ¢ € [a,b] é existed € R

tal que d = f(c).

Este teorema possui grande significado na determinagdo de valores especificos, como por exem-
plo zeros de fungéo.

As figuras que seguem nos ajufam a esclarecer que, considerada uma funcado continua num in-
tervalo fechado [4, b], se tracarmos uma reta horizontal y = d, em que d estdo entre f(a) e f(b), esta
intersetara o gréfico de f em pelo menos um ponto, neste caso de coordenadas (c, d).

YA YA

_______ dl-———@————-—

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
c

RY

X C1 Co C3

Geometricamente, interpretamos também este teorema da seguinte forma:

se f é continua num intervalo I, entdo seu grdfico é desenhado sem que o ldpis seja retirado do papel ou,
equivalenetmente, seu grdfico é formado apenas por uma linha ininterriipta.

Observacao 7
Se f : I — R é continua, entdo a imagem do intervalo I é outro intervalo, digamos J. Escrevemos

f =17

Exemplo 28

Sabemos, da trigonometria que —1 < sen(x) < le —1 < cos(x) < 1,V x € R, ou seja, as fungdes
f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x) sdo fung¢des limitadas e estdo definidas em todo R. Como elas sdo
continuas (afirmacdo!), entdo sen(R) = [—1,1] e cos(R) = [—1,1]. Assim, para cadad € [—1,1],
existe (pelo menos) um namero ¢ € R tal que f(c) = d e g(c) = d. Na verdade, para cada d existem
infinitos ¢ € R tal que f(c) =d e g(c) = d.

No caso particular em que d = 0, a reta serd y = 0 (eixo x). Assim, cada c correspondera a
um zero de f. Por isso mesmo, este teorema tem especial importancia na localizacdo de zeros de
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determinadas fungdes (principalmente fun¢des em que nédo é possivel obter os seus zeros por meros
processos algébricos). Assim, podemos enunciar a seguinte aplicagdo do TVI:

Proposicao 2
Se fé uma fung¢do continua num intervalo fechado [a,b] e f(a) - f(b) < 0, entdo existe pelo menos um
valor real ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Esta proposicdo apenas indica se a fung¢do possui raiz no determinado intervalo, sem indicar quan-
tas e nem como determina-la.

Exemplo 29

A fungdo f(x) = x*> 4+ x — 1 possui uma raiz no intervalo [0,1], pois: (i) f é continua em R e, em
especial, em [0,1] e (ii) f(0) = —1e f(1) = 1, implicando f(0) - f(1) < 0. Dai, pelo TVI, existe
algum, ¢ € [0,1] tal que f(c) = 0.

. V209 +93) 2
Com um pouco de trabalho, d4 para verificar que c = ~———=—— — ¢

V2 3(9+V93)

Exemplo 30

Com auxilio de uma calculadora, vemos que a equagdo cos(x) = x> possui duas raizes reais, apro-
ximadamente +0, 82413231230252242296. Com o TVI podemos identificar intervalos onde esses ni-
meros estdo, mas ndo como obté-los. Vejamos.

Primeiramente, esbocando essas duas funcdes, x? e cos(x), as raizes da equagéo serdo os pontos de

intersegdo desses dois gréficos. Assim, o esbog¢o abaixo nos permite afirmar que que as raizes estdo
nos intervalos [—7t/2,0] e [0, 7t/2].

YA

S// 1 1 \‘\3/ 5 X
-1 1

Como a equagao cos(x) = x2 é equivalente a x> — cos(x) = 0, podemos adotar f(x) = x> — cos(x),

como sendo a fun¢do que queremos mostrar, com o TVI, a existéncia de raizes. Assim, vemos que f

é continua em todo IR, por se tratar de uma direferanca entre duas continuas em R, em especial nos
intervalos [—71/2,0] e [0, 7r/2]. Calculando as imagens nos extremos destes intervalos, temos:

f(=n/2) = (=m/2)?—cos(—m/2) = m*/4—0 = n2/4 > 0
£(0) = (0)%2 — cos(0) = 0-1 = -1 <0
f(m/2) = (7/2)?—cos(m/2) = m/4-0 = m2/4 > 0

Pela continuidade de f e, visto que f(—7/2) - f(0) < 0e f(0) - f(7r/2) < 0, 0 TVI garante a existéncia
de uma raiz em cada intervalo e, portanto, mostramos que a equacio cos(x) = x? possui (pelo menos)
duas raizes.

5 Limites Infinitos

Nos dois exemplos que seguem, veremos func¢des que possuem limites laterais que ndo existem, ou
seja, que algum deles é infinito.
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Exemplo 31
Seja f(x) = = V x # 0. Consideremos as seguintes tabelas:

(1) x — 0"
x |+1|+40,1|+0,01|+0,001 | 40,0001 | +0,00001 | +0,000001 | — OF
f(x) | +1| +10 | +100 | +1.000 | +10.000 | +100.000 | +1.000.000 | — +o0

2)x — 0"
x |-1|-0,1|-0,01|—0,001 | —0,0001 | —0,00001 | —0,000001 | — O~
f(x)|—-1] =10 | =100 | —1.000 | —10.000 | —100.000 | —1.000.000 | — —o0

Note que,
¢ a medida que os valores de x se aproximam de 0, com valores maiores do que 0, os valores da
fungdo crescem sem atingir um limite, e que,
¢ a medida que os valores de x se aproximam de 0, com valores menores do que 0, os valores da

funcdo descrescem sem atingir um limite.

Concluimos, entdo, que nao existe o limite de f quando x tende a 0, nem pela esquerda e nem pela
direira, pois os limites laterais ndo existem. Em simbolos, escrevemos:

.1
lim —=—-c0 e lim — =+c0
x—=0" X x—0t X
Exemplo 32 1
Seja agora a fungdo g(x) = G- V x # 0. Com um raciocinio anadlogo ao exemplo anterior,
temos:
lim 1 _ —i——l-oo e lim 1 _ 1 —i—-i-oo
w1 (x—1)2 (=02 +0 o1t (x—1)2  (40)2  +0
Note que, que lim 1 lim 1 +00, mas o limite lim ———— ndo existe, pois seus
que qhie T (x—1)2 o1t (x—1)2 =1 (x —1)2 /P

limites laterais sdo infinitos.

y=fln =1
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Observacio 8 (Assintota Vertical)

Dizemos que o a reta vertical x = 0 (eixo-y) é uma assintota vertical para o grafico da funcdo f pois,
pelo menos, um dos limites laterais em zero foi infinto e, a reta vertical x = 1 é assintota vertical para
a fungdo g.

Generalizando, diremos que a reta vertical x = a é uma assintota vertical vertical para o gréafico da
fungdo f se, algum dos limites em a for infinito, ou seja

x =a éassintita vertical <= lim f(x) = £oco e/ou lim f(x) = foo
x—a- x—at

Os simbolos —oco e +00 ndo sdo ntimeros e devemos usa-los com muito cuidado. A seguir, a
definicao de limite infinito.

Definicido 5 (Limite Infinito)
SejaD CRea € D. Se f estd definidaem D — {a}, entdo

(i) lim f(x) = +oo

X—a

quando, x ao se aproximar de a, f(x) cresce ilimitadamente, ou seja,

lim f(x) =400 <= (VM >0,36>0;, 0< |x—a|] <= f(x) > M).

X—ra
(i) lim f(x) = —co
quando, x ao se aproximar de a, f(x) decresce ilimitadamente, ou seja,
Jlgr}lf(x) =400 <= (VN<0,36>0 0<|x—a| <= f(x) <N).

Observagao 9

[lustrando a defini¢do, com a fun¢do ¢ dada acima, vemos que lim

—— = 4|00, uma vez que se
x5t (x — 1)2 ' 1

. 1
fizermos 6 = ——, teremos

vM
1 1

1
-1 —_— = - .
lx—1| < ~ VMKWX—H (X_D2>M,VM>O

1 1
Note que as fung¢des i o1 sdo exemplos de duas fungdes quocientes, ou seja, da forma
flx) = %, em que p(x) e g(x) sdo fungdes. Do mesmo modo que tratamos com os outros exem-

plos, procederemos informalmente com inspegdes aritméticas das fun¢des envolvidas que, nestes
casos, devemos notar que:
se 0 denominador da fracio tender a zero e o numerador tender a uma constante diferente de zero, entdo a fragdo
tenderd a ter um enorme valor absoluto.
Ou seja, se
. : . plx)

limp(x) =k#0 e limg(x) =0 —= lim == = +o0

X—a X—a X—a q(x)
A decisdo entre —co ou +o0 é dada estudando o sinal do quociente, em especial, do denominador,
considerando os limites laterais.
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Exemplo 33
Vamos considerar a fungdo f(x) =

S _x2—_x-2

2
x> —4
dor, podemos reescrever f da seguinte forma:

¥ —x?—x=2  (x=2)(x*4+x+1) x*+x+1

X

. Como 2 anula tanto numerado como denomina-

) = = "a-ae+y . xi2
7
Assim, vemos que lim f(x) = — e que lim f(x) = 5_ +00. Analisando os limites laterais, temos:
x—2 4 x——2 O
lim L-l—x-l—l_i__oo e lim 7x2+x+1_i_+w
-2 x+2 =0 xso2t x+2 40 )

Em que,

lin; x+2= -0 devidoque x — —27 implica x < -2 x+2<0
x——2"

lim x+2=+0 devidoque x — —2" implica x > -2 x+2 > 0.

x——2+F

Defini¢ido 6 (Zero com Sinal)
Dizemos que:

(i) lim f(x) = -0 <= lim f(x) =0e f(x) <O0Oquandox — a~;

Xx—a— X—a

(ii) im f(x) = —0 <= lim f(x) =0e f(x) < 0 quando x — a*;

x—a+t xX—a

(i) lim f(x) =40 <= }Clgzzf(x) =0e f(x) >0quandox — a~;

X—a-

(i) lim f(x) = +0 < }lgr}lf(x) =0e f(x) >0quandox — a™.

X—a

Intuimos assim, a seguinte “aritmética”:

k[ 400 se k>0 k[ —c0 se k>0
40 | —o se k<0 —0 | 4+ se k<0
Exemplo 34
Vejamos os seguintes Imites:
(a)limix2Jr1 = lim 241 _ 10 —1—0—-1—00'
—3x2—6x+9 x53(x—3)2 (02 +0 ’
x>—10 . x>—10 -6

Im ——=Ilm ——=— = — 2- 2=2- 0).
(b)xg?fo—xz xLHZEJC(Z—X) +0 o (emquex—=2" = x<2= x>0)

Intuitivamente, temos a seguinte “Aritmética” com o Infinito: k € Ren € N

(+00) + (+00) = +00 (£00)2 = 400 | k- (+00) =+00, k>0 +TOO = F00, k>0
(—o0) + (—o0) = —o0 (£o0)® = o0 k- (400) =—o00, k<0 +TOO = —o00, k<0
(40 (<o) = 60| (o) P —4oo | k- (-0) = —0, k30| 2= oo, k>0
k+too =40 (Foo)™mMPar — 400 | k- (—00) = +00, k <0 %:+00,k<0
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Também é facil intuir que:

+oco —+ o0 —00 —00

Ex 0~ T o '@
Exemplo 35 ‘6
Determine as assintotas verticais da fungdo f(x) = Z_9

Solugdo: Como x = £3 anula o denominador e ndo o numerador, vemos que f(+£3) = g, ou seja,

podemos usar a “aritmética” desenvolvida acima para garantir que x = —3 e x = 3 sdo assintotas
verticais. Para tanto, basta calcular os seguintes limites:
lim *—6 = - :j:—w lim x—6 = -3 :;3:+w
x=-3-(x—=3)(x+3) —-3x(=0) +0 x=3- (x—=3)(x+3) —-0x6 —0
lim x—6 = —9 :_—9:+oo lim x—6 = —3 :__3:,
x—-3+ (x=3)(x+3) =3x(4+0) -0 x—=3t (x=3)(x+3) 4+0x6 40
<

Observacgio 10 (Cuidado! Cuidado! Cuidado!)

Os “resultados”
+o00

+oo’
sdo simbolos de indeterminacdo. Eles nao significam nada como valores de limites. Indica apenas
que é preciso repensar o procedimento adotado no calculo que levou até eles.

+00 —00, —oco+oo, 0-(%o0)

Exemplo 36
Considere o seguinte limite:
1 x+3 1 4

I - S S
Y1 oD 30 to o T

Com o célculo direto, obtivemos a indeterminagdo +-oco — co. Repensando o célculo, temos:

lim 1 x#3 —limx_l_(x+3)—lim_74—_—4——oo
st x—1 (x—=1)2 x50 (x—=1)2 a5 (x =12 40

6 Um Limite Muito Especial (A Derivada)

A partir de uma dada func¢do f(x), iremos calcular um limite que, para o Célculo, é muito especial.

Sejam x e y duas variaveis relacionadas pela equacgdo y = f(x). Indicamos por Ax uma variagéo
em x e Ay = f(x + Ax) — f(x) a variagdo em y (ou da fun¢do f) quando hd variacdo Ax em x. Note
que, se f for contante, entdo Ay = 0.

Ay _ flx+4x) = f(x)

O quociente —= = é a Taxa de Variagdo Média (ou Taxa Média de Variacdo) da

X
func¢do f(x) no intervalo [x, x + Ax].

Por exemplo, se f(x) = x?, entdo:

Ay (x+Ax)* —x* P+ 2xAx+Ax% — P 2xAx 4 Ax®

Ax Ax Ax Ax =2x+Ax.
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Ou, se f(x) = x3, temos:

(x + Ax)3 — 3 X3+ 3x2Ax + 3xAx? + Ax® — x> Ax(3x? + 3xAx + Ax?)

Ax Ax Ax
= 3x2 4+ 3xAx + Ax2.

.. . A
Agora, se calcularmos o limite lim —y, teremos:
Ax—0 Ax

lim 2x +Ax =2x e  lim 3x% +3xAx + Ax? = 3%

Ax—0 Ax—0

2

, 0 calculo do limite lim fle+8x) — f(x)

Ou seja, dada a fungdo f(x) = x Ax—0 Ax

3

resultou 2x. Ou, para a

funcgdo f(x) = 1, resultou 3x2.

. A . . . .
O quociente —Z é chamado, também, de quociente de diferenca ou quociente de Newton. O limite
quando Ax tende a zero, de um quociente de diferenca é a taxa de variagio instantinea da fungao.
dy

Este limite define uma nova fungéo, a qual indicamos por f’(x) ou qr denominados de Derivada.
x

A defini¢do que segue, resume estas observagdes.

Defini¢ido 7 (Derivada)
Dada uma fungéo f, a fungdo f’ definida por

oy e Ay flx+Ax) — f(x)
fix) _Alalgo Ax _Alylglo Ax

é chmada a derivada de f.

Observacao 11
(i) Na definigdo subtende-se que o dominio da fungdo derivada f’ é o conjunto de todos os ntimeros
x no dominio de f para os quais o limite exista. Assim Dom(f’) C Dom(f);

(i1) No calculo deste limite, devemos tomar cuidado em tratar x como uma constante e Ax como a
variavel, tendendo a zero;

d
(iii) A notagdo f’ é a notagio de Lagrange. Também indicamos por d_Z’ que é a notagdo de Leibniz.

. d A
s, 5= 82 2

(iv) O processo de calcular a derivada f’ de uma fung¢do (primitiva) f é chamado de diferenciagio.

. . d . . .
Assim, o simbolo (“imcompleto”) ax é visto como uma instru¢do para obter a derivada do que
X

lhe acompanha, como também o par de colchetes com a linha [ - |’ indica que devemos obter a
derivada do que estd dentro. Por exemplo,

d

21 _ [42]) d 31 I 2
SR = =20 e o[V = [F) =32,

dx

O quadro que segue ilustra este processo:
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PROCESSO DE DERIVACAO

o A2 = ()
Ax—0 Ax
(Limite Especial)

f f

(Primitiva) (Derivada)
EXEMPLO
5 S 2x
(Limite Especial)
x3 N 3 x2

(Limite Especial)

7 Limites no Infinito — ? incompleto

Exemplo 37 (Exaustio)

A ideia de uma “quantidade” aproximando-se de um valor “limite” pode ser vista quando se procura
estabelecer a formula que representa a drea de um circulo C de raio r. Estamos supondo aqui que
conhecemos a drea A, de cada poligono regular de n lados, inscrito no ciruclo, conforme ilustragao
abaixo.

A medidade em que o ntimero de lados cresce ilimitadamente (11 — +00) 0 que podemos afirmar
sobre o valor A,?

1° A, cresce ilimitadamente ?  ou equivalentemente A, — 400 ?

2° A, tenderd aalgum valor? ouequivalentemente A, —k?

Notem que, a medida que aumentamos o valor de 7, a 4rea A, do poligono inscrito ficard cada
vez mais proxima da drea do circulo, ou seja, como n representa o nimero de lados do poligono,
Az, Ay, As, As, ..., representam uma sucessao de valores que tendem ao valor da area do circulo C,
A(C) = A4. Assim, afirmamos que fazendo n crescer ilimitadamente, a drea do poligono tende a
um limite e este é definido como a area do circulo. Em simbolos escrevemos:

Aiw= lim A, = A(C) = nr*.

n——4-o0o
Notem que A, < 7r?, para todo e qualquer 7.

Duas ideias, aqui, foram apresentadas: a de sucessdo de infinitos valores e a de aproximagao
destes valores de um outro.

Exemplo 38 (Sequéncias)
Agora, vamos construir essa ideia trabalhando com o conjunto dos ntimeros reais. Analisemos os
seguintes exemplos de sucessdes numeéricas:
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(@) {a,} ={1,2,3,4,5,...};
() {b,} ={-1,-2,-3,—-4,-5,...};

Observe que, na sucessdo (a) os termos tornam-se cada vez maiores sem atingir um limite; em (b),
os termos da sucessdo decrescem ilimitadamente sem atingir um limite; em (c), os termos estdo
oscilando, ndao havendo um limite e, em (d), os temos estdo se aproximando de zero, ou seja, zero é
seu limite. Assim, podemos dizer que existe limite apenas na sucessdo do item (d).
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