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1 Apresentacao

Agradeco por lerem estas notas de aula e por contribuirem na correcéo tipografica e na apresentagao
das ideias bésicas para introducgdo dos contetidos que pretendemos estudar. Elas foram organiza-
das a partir dos livros indicados na bibiografia, direcionada aos alunos, das disciplinas de Calculo
(UNEB/UFBA), que precisam resgatar alguns conceitos basicos de Fung¢des. Vale destacar:

v Esta apostila ndo substitui o livro e jamais deverd ser tratado como tnico texto para seus estudos;

v Esta apostila é nosso “ponto de partida” ou nossa orientacao na sequéncia dos contéudos que sdo
conversados em nossas “saborosas” aulas de Matematica;

v' Prestem bem atengdo com a notagdo utilizada. A matemadtica possui uma linguagem proépria.

2 Relagoes

2.1 Par Ordenado e Produto Cartesiano

Definic¢ido 1
Dados dois conjuntos ndo vazios A e B,sea € Aeb € B, definimos o par ordenado, denotado por
(a,b), em que o primeiro elemento é 1 € A e o segundo elemento é b € B. O produto cartesiano
de A por B é o conjunto de todos esses pares ordenados e serd indicado por A x B. Em simbolos
escrevemos

AxB={(xy);, x€AeyecB}.

Observacgio 1

Para as defini¢oes estabelecidas acima, temos:

(@) Dados (a,b) e (c,d) em A x B, teremos (a,b) = (c,d) < a =b e ¢ = d. Assim, por exemplo,
(2,9) e (9,2) sdo pares ordenados distintos;

b) AXT=Ced XD =0
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@) 2 Relacdes

(c) Quando A = B, o cartesiano A x B é o cartesiano A x A = A2%. Assim, R x R = R?;

(d) Se A # B, entdo A X B # B x A, ou seja, o produto cartesiano de dois conjuntos ndo goza da
propriedade comutativa;

(e) Se A e B sdo conjuntos finitos com k e m elementos, respectivamente, entdio A X B tem k - m
elementos. Em outras palavras, se n(A) = k e n(B) = m, entdo

n(A x B) =n(A) -n(B) =k-m.
Tabmém usamos a notagdo #A para indicar a cardinalidade de A. Neste caso #A = k;
(f) Se A ou B sdo conjuntos infinitos e nenhum deles for vazio, entdo A x B é um conjunto infinito.

Exemplo 1
Sejam A = {1,2,3} e B = {a,b}. Entao:

AxB = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3
BxA = {(a1),(a,2),(a3),(b1),(b
A2=AxA = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2

~

~
AA/—\

Note que:

© AXB#BXA;
o #(AXB)=#A-#B=3-2=6 e #(Bx A) =#B - #A=2.3=6;
o #A2=#(Ax A)=3-3=0.

Exemplo 2
Se A=ReB={1},entdio A x B=R x {1} = {(x,1);x € R}, ou seja, a reta horizontal y = 1.

2.1.1 Representacao Grafica

Seja 7t um plano e, nele consideremos dois eixos OX e OY perpendiculares em O. Um horizontal, que
serd chamada o eixo das abscissas (ou eixo—x), e um vertical, o eixo das ordenadas (ou eixo—y). Interpre-
tamos cada uma dessas retas como c6pias de uma reta real, de tal forma que as origens de cada uma
dessas copias correspondam ao ponto de intersecdo dos eixos. Os ntimeros reais positivos correspon-
dem, na reta vertical, aos pontos da semi-reta superior, e na reta horizontal aos pontos da semi-reta a
direita da origem. O Plano Cartesiano é o plano gerado por essas duas retas perpendiculares, ou seja,
o produto cartesiano R x R = R2.

Dado um par ordenado (a,b), localizamos no eixo horizontal o ponto que y P
corresponde ao ntiimero real a, e no eixo vertical o ponto que corresponde o !
ao numero real b. Conforme a figura ao lado, localizamos o ponto P de
coordenadas a e b.

(0] a X

Exemplo 3
Sejam A = {1,2,3} e B = {1,2}. Entdo:

AxB = {(1,1),(1,2),(2,1),(22),(3,1
BxA = {(1,1),(1,2),(13),(21),(22
1 )i ( (

/(3/2)}
1 }
A2=AxA = {(1,1),(1,2

2,3)
2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}.

~

— — —
~

o~~~

Suas representagdes gréficas sdo:
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y AxB y B xA y AxA
3 3 77777 T””. 3 77777 *--—-e----9
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o 1 2 3 o 1 2 3 o 1 2 3
Exemplo 4 AB x CD

pode ser interpretado como um retdngulo, na forma indicada pela
figura abaixo. Tomando AB e CD perpendiculares e cada elemento
(x,y) € AB x CD é representado pelo ponto P, intersegdo das perpen-
diculares a AB e CD tiradas pelos pontos x e y, respectivamente. A X B

Sejam AB e CD segmentos de retas. O produto cartesiano AB x CD ? )

Exemplo 5

Seguindo o mesmo raciocinio exemplo anterior, podemos interpretar o produto cartesiano entre dois
intervalos e o produto cartesiano de um ponto por um intervalo. Para o primeiro caso, seja A = [1,3)
e B = [—1,2], e para o segundo caso, seja C = [1,3) e D = {2}. Veja abaixo as representagdes graficas,
respectivamente, de A x Be C x D.

y y/\
AxB CxD
3 B 22—
= -
' | |
' | |
| I I
of 1 13 x of 1 3 X
— S

2.2 Relag¢ao Bindria

Definigio 2

Uma relacdo (bindria) de A em B é, por defini¢do, um subconjunto qualquer do produto cartesiano
A x B. O conjunto A é chamado conjunto de partida e o conjunto B conjunto de chegada (ou contra-
dominio) da relagdo. Se A = B, entdo uma relagdo de A em B se denominard, simplesmente, relacdo
sobre A ou relagdo em A.

Se R é uma relagdo de A em B, isto é, R C A x B, indicamos que (a,b) € R, e escrevemos aRb,
isto quer dizer, que a esta relacionado com b.

Definicao 3
o O dominio de R, indicamos por D(R), é o subconjunto

D(R)={x€ A; 3y € B e xRy},

em outras palavras, é o conjunto composto pelos elementos de A que se relacionam com ele-
mento de contra-dominio B.
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@) 2 Relacdes

o A imagem de R, indicamos por Im(R) é o subconjunto
Im(R)={y€B; 3x€ A e xRy},

em outras palavras, é o conjunto composto pelos elementos de B que estdo sendo relacionados
com elementos do conjunto partida A.

Exemplo 6
Seja A = {2,3,4} e B = {2,3,4,5,6}. Comon(A) = 3 en(B) = 5, temos que o produto cartesiano
A x B é um conjunto de 15 elementos, a saber:

AxB=1{(22),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,2),(4,3), (4,4), (4,5),(4,6) }.

Assim, podemos exibir as seguintes relagoes:

) Ri = {(2.2);(3,3);(4,4)} = {(x,y) € A x By = x};

(i) R, ={(2,4);(3,6)} = {(x,y) € Ax B,y =2x};

(iif) R3 = {(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6), (4,5), (4,6)} = {(x,y) € Ax By > x}.
Observagio 2
Asrelagdo =, <, >, < e > sdo exemplos importantes de relagoes.
Em R dizemos que a < b se existe um c > 0 tal que b = a + c e dizemos que a < b se existe ¢ > 0 tal
que b = a+c. Assim,3 < 8, pois5 > 0e 8 = 3+ 5. Também, —3 < —1,pois2 > 0e -1 = =3+ 2.
Observacgio 3
Sejam A e B conjuntos nao vazio. Temos as seguintes relacdes sdo especiais:

(a) @ é uma relagdo de A em B, pois @ C A X B;

(b) A x B é uma real¢do de A em B, pois A x B C A X B;

(c) Idy = {(a,a);a € A} é uma relagdo de A em A, chamada identidade em A;

(d) Divg = {(a,b) € A x A;a # b} é uma relagio de A em A, chamada diversidade em A;

(e) Se R é uma relacdo de A em A, entdo R é uma endorrelagio.

2.2.1 Representacao Grifica

Podemos representar, graficamente, uma relagdo bindria num Plano Cartesiano ou por um Diagrama
de Flechas.

Por exemplo, se A = {1,2,3} e B = {2,3,4}, entdo
AxB={(1,2);(1,3);(1,4);(2,2);(23);(2,4);(32);(3,3); (3,4 }

Sendo R = {(1,3);(2,4)}, temos as seguintes representa¢des gréficas:
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Consideremos as seguintes ilustragdes:

TIlustracdo 1. Seja Rq o conjunto de pares ordenados (x,y) de A x B tais que y > x, ou seja,

R1 = {(x,y) € AxB;y>x}
= {(23),(24),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6)}.

Desta forma, estabelecemos uma relagdo R; de A em B. A figura mostra os pontos de A

B sendo relacionados com os pontos de B sob a condicdo que
somente ha relagdo quando y > x.

oD(Ry) ={2,3,4} = A
oIm(Ry) = {3,4,5,6} C B

cxRiyey>x

Tlustracdo 2. Seja R o conjunto de pares ordenados (x,y) de A x B tais que y = 2x, ou seja,
Ro={(x,y) €e AxB; y=2x} ={(2,4),(3,6)}.
Desta forma, estabelecemos uma relagdo R, de A em B. A figura mostra os pontos de A

A B sendo relacionados com os pontos de B sob a condigdo que
somente ha relacdo quando y = 2x.

oD(Ry) = {23} C A
oIm(R,) = {4,6} C B

o XRoy &y = 2x

Tlustracdo 3. Seja R3 o conjunto de pares ordenados (x,y) de A x B tais que y = x, ou seja,
Ro={(xv,y) e AxB,y=x}=1{(2,2),(33),(44)}.

Desta forma, estabelecemos uma relagdo R3 de A em B. A figura mostra os pontos de A
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sendo relacionados com os pontos de B sob a condigdo que
— somente ha relacdo quando y = 2x.

oD(R3) =1{2,3,4} = A
oIm(R,) ={2,3,4} CB

oXR3y &y =x

Observagido 4
Sobre as ilustragdes acima, temos:

(a) Na primeira ilustragdo, todos os elementos de A sdo relacionados com elementos de B,
no entanto, pelo menos um tem mais do que um correspondente em B, por exemplo
0 2 esta relacionado com 3 e com 4;

(b) Na segunda ilustragdo, o elemento 4 € A ndo esta se relacionando com algum ele-
mento de B;

(c) Na terceira ilustragdo, todos os elementos de A estdo se relacionando com um, e so-
mente um, elemento de B.

Com base nesta tltima observacdo, veremos que somente a terceira ilustracdo satisfaz o conceito
de funcdo que estabeleceremos a seguir.
Definigio 4
Uma fungio de A em B é uma relagdo que, a cada elemento x € A, associa um tnico elemento y € B.
Em outras palavras:

f:A—B éfuncdo & Vxe A, JyeB;y=f(x).

O conjunto A é chamado de dominio de f e que indicaremos por D(f). O conjunto dos elementos,
contido em B, que estdo associados por f, é chamado de conjunto imagem, ou simplesmente, a imagem
de f e que indicaremos por Im(f). O conjunto B é chamado de contra-dominio de f e que indicaremos

por CD(f).

Usaremos as seguintes notagdes:

(1) f : A — B para dizer que se trata da funcao real cujo dominio é o conjunto A;
(2) x — f(x) para dizermos que a fungdo f associa o numero x € D(f) ao namero f(x);

(3) Se C C A, indicaremos por f(C) o conjunto dos nameros f(x) em que x € C, que é chamado de
imagem de C.

Para o estudo da disciplina Célculo Diferencial e Integral I estamos interessados no estudo de
fungdes reais a uma varidvel, ou seja, A e B, acima especificados serdo subconjuntos de R.

Exemplo 7
Seja f : [-1,1] — R a funcdo definida por f(x) = x2. Ou seja, f é a fungdo que a cada ntimero real
do intervalo [—1, 1] associa ao quadrado desse numero. D(f) = [—1,1], Im(f) = [0,1] e CD(f) = R.
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Exemplo 8
Seja d : R — R a func¢do definida por d(x) = |x|. Ou seja, para cada nimero real x, d(x) é a distancia
do ponto que representa o ntimero x na reta real ao ponto que representa o 0 (zero).

Exemplo 9

Sejam x e y os lados de um terreno retangular de drea 100 m?. Como a 4rea de um retangulo é o

produto dos lado, temos que xy = 100. Assim podemos escrever um lado em func¢do do outro, ou
. 100

seja, y = f(x) = -

Observacgido 5

Deve-se observar que uma funcado consta de trés ingredientes: dominio, contra-dominio e a lei de corres-

pondéncia x — f(x). Mesmo quando dizemos, simplesmente, “a fungio real f”, ficam subentendidos

seu dominio A e seu contra-dominio B. Sem essas especificacdes, ndo existe a fungéo.

. < 1 . o
Considere a fungdo f(x) = —. Sendo assim, devemos ser capazes de, primeiramente, responder
x

a seguinte pergunta
Qual é o seu dominio?

Para responder a esta pergunta, formulemos a seguinte:

, . 1
qual é o maior subconjunto A C R tal que f(x) = p é um niimero real?

Como o0 0 € R nédo possui inverso multiplicativo, o dominio da fungdo f é R*.

Usualmente, ndo sendo dado de forma explicita o dominio de uma fungéo real de uma variével,
definida por uma expressdo algébrica (ou lei de correspondéncia), assumimos que o dominio é o
maior subconjunto dos ntimeros reais para os quais a sua expressao faz sentido, isto é, os ntiimeros
com os quais podemos efetuar as operagdes indicadas na referida expressao.

Exemplo 10
Seja f(x) = v/x — 1 uma fungdo. Assim, o dominio de f, sdo todos os nimeros reais que satisfazem
a desigualdade x —1 > 0,logo D(f) = {x € R;x > 1}.

Exemplo11l

Seja g(x) = m Desta forma, g(x) serd um ntimero real se x> +3x —4 = (x +4)(x — 1) #0,
ouseja, x # —4ex #1.LogoD(g) ={x e R; x # —4dex #1}.

Exemplo 12
O dominio da fungéo h(x) =

éoconjunto {x € R; x —3 >0} = {x € R; x > 3}

6
Vx—3

Em muitos exemplos de fungdes f : A — B, principalmente na Matemética Elementar, A e B sdo
conjuntos numéricos e a regra y = f(x) exprime o valor f(x) por meio de uma férmula que envolve
x. Mas, em geral, ndo precisa ser assim. A natureza da regra que ensina como obter f(x) quando é
dado x inteiramente arbitraria, sendo sujeita apenas a duas condigdes:

(i) Nao deve haver excec¢des: A fim de que a funcdo f tenha o conjunto A como dominio, a regra
deve fornecer f(x), seja qual for x € A dado;

(ii) Nao deve haver ambigiiidades: A cada x € A, a regra deve fazer corresponder um tnico f(x)
em B.
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Vejamos dois exemplos para ilustrar essas exigéncias:

Exemplo 13

Indiquemos com A o conjunto dos ntiimeros inteiros positivos e com B o conjunto de triangulos do
plano. Para cada x € A, ponhamos f(x) = t, caso f seja um tridngulo cuja drea seja representada pelo
ntmero x. Esta regra ndo define uma fungdo f : A — B porque é ambigua: dada um ntimero x > 0,
existe uma infinidade de tridngulos diferentes com area x.

Exemplo 14

Sejam B = QR a base de um triangulo PQR e A = MN um segmento
paralelo a B, unindo os outros dois lados desse triangulo. Seja ainda P
o vértice oposto a base B. Obtém-se uma correspondéncia f : A — B
associando a cada x € A o ponto f(x) onde a semi-reta Px intersecta a
base B. Neste caso, f € uma fungdo, veja figura ao lado.

3.1 Igualdade de Funcdes

Definic¢ido 5
Dizemos que duas fungdes f e ¢ sdo iguais, e escrevemos f = g, se sdo definidas num mesmo dominio
Aese, f(x) = g(x), para cada x € A.

Exemplo 15
As funcdes f(x) = V22 e g(x) = |x| de R em R s&o iguais, pois, Vx2 = |x|, V x € R. J4 as fungdes
f(x) =xeg(x) = |x| de R em R néo sdo iguais, pois x # |x|, para x < 0.

3.2 O Grafico de uma Funcgao Real

Definicao 6

O grafico de uma fungdo real de uma varidvel é o conjunto de todos os pares ordenados da forma
(x, f(x)), em que x pertence ao dominio da fungédo e f(x) é o nimero que esté associado ao namero
x pela lei de correspondéncia de f. Em simbolos:

graf(f) = {(x,y) € R% x € D(f) e y=f(x)}.

y
Exemplo 16 7
Na figura ao lado, temos o grafico de uma fungéo real f
cujo dominio é o intervalo [—2,6) e a imagem é o intervalo f(Xo)
[—2,7].

Podemos, portanto, concluir que o gréfico de uma fungdo
real é um subconjunto do plano cartesiano. Esse fato nos 2l 0
sugere a seguinte pergunta:

Quais subconjuntos do plano cartesiano podem ser grdficos de fungoes?

http://cattai.mat.br | 9
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A resposta é simples, pois sabemos que a cada ntiimero real do dominio da fungéo, corresponde
um tnico namero real da imagem. Logo, para cada nimero real do dominio, existe um tnico par
ordenado no grafico de f cuja abscissa é x. Resumidamente temos:

Uma reta vertical pode no mdximo conter um iinico ponto do grdfico de uma fungao.

y
Na figura do Exemplo [16] vemos claramente que qualquer P,
reta perpendicular ao eixo das abscissas, mais precisamente, /
ao dominio da fungdo, a mesma intercepta o grafico em um =
. < e . : 2
tnico ponto. O mesmo ndo acontece para o grafico na figura L —
ao lado. P
o X
r

Dada a reta r perpendicular ao eixo das abscissas, temos os pontos P;, P> e P; no grafico. Logo,
um tnico ponto do dominio possui trés correspondentes na imagem, contradizendo a definicdo de
fungdo e, portanto, ndo pode ser grafico de uma fungao.

4 Tipologia de Funcdes

4.1 Funcao Par

y _
Dizemos que f : (—a,a) — R é uma fungdo par, quando y =fx)
f(=x) = f(x), Vx € (—a,a).
Exemplo 17
A funcdo f(x) = x? é par, pois f(—x) = (—x)? = x* = f(x). - : ’
f(a) = f(-a)

Geometricamente, uma funcédo par é aquela que possui seu gréfico simétrico ao eixo OY.

4.2 Funcao fmpar

Dizemos que f : (—a,a) — R é uma fungao impar, quando f(—x) = —f(x),V x € (—a,a).

Exemplo 18

A funcdo g(x) = x°

é um exemplo de fungdo impar, pois, g(—x) = (—x)3 = —x* = —g(x).

Observacgio 6
Uma fung¢do pode ndo satisfazer uma destas duas defini¢des. De fato, seja a fungdo definida por
h(x) = x?> + x. Como,

h(x)

h(=x) = (=2 + (=2) = 2" —x # { “h(x) = —(P+x)= -2 —x

Temos que h(x) ndo é nem par e nem impar.

10 ‘ Adriano Cattai



© 4 Tipologia de Funcdes

Observagio 7
Qualquer fungdo com dominio simétrico em relagdo a origem pode ser escrita como soma de uma

fung¢do par com uma fungdo impar. Ou seja, se f(x) é uma fungdo cujo dominio seja (—a,a), entdo

fi(x)
) = foloy + fi) = LA T~ F)
fe(x)

em que a fungdo fp(x) é uma fungdo par e f;(x) é uma fungdo impar. De fato,

o) = LA _JE0@ SO0 _ L ep
il = FEO IR AN =) U0 —FED) _ iy o ) etmpar

Se considerarmos a fungédo h(x) = x2 + x, exibida acima, entio,

X2+ x4 (2 —x)

fo(x) = 5 = x? (par)
fi(x) = - _2<x2 —x) 2 - ; R = x (impar),

ouseja, h(x) = fp(x) + fi(x).

4.3 Funcao Crescente

Dizemos que uma funcao f é crescente se para todo a,b € Dom(f), com a < b, tivermos f(a) < f(b).

ya
f(X) a<b
f(b) f é crescente & N8
fla) < f(b)
f(a/) Ou seja, valores maiores possuem imagens maiores.
a b X

4.4 Funcao Decrescente

Dizemos que uma fungao f é decrescente se para todoa,b € Dom(f), coma < b, tivermos f(a) > f(b).

ya
~ a<b
f(a) f(x) f é decrescente < U
f(a) > f(b)
f(b)
Ou seja, valores maiores possuem imagens menores.
a b X
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4.5 Funcdo Sobrejetora

Uma fungdo é sobrejetora quando todo o contradominio possui um elemento correspondente em seu
dominio, isto é, o conjunto imagem e o contradominio sdo coincidentes. Em simbolos, se f : A — B,
entao:

VyeB,dxe A y= f(x).

4.6 Funcao Injetora

Uma fungdo f : A — B é injetora se, e somente se, elementos distintos no dominio possuem, como
imagem, elementos distintos no contradominio. Em simbolos:

x1,X2 € A, x1 # X2, = f(x1) # f(x2).

Observacgido 8
Uma outra maneira de exibir esta mesma condigdo é a através da sua contra-positiva, ou seja,

flx1) = f(x2) = x1 = x2.

y
y =f(x) Esta expresséo afirma que cada elemento y da imagem da
fungdo f provém de um tnico elemento x do seu dominio.
N Uma maneira visual de interpretar este fato é pelo chamado

teste da linha horizontal. Se a linha interceptar o grafico da
fun¢do em mais de um ponto, entdo existem pontos distintos
no dominio tal que suas imagens sdo iguais.

4.7 Funcao Bijetora

Uma funcao é bijetora se é, simultaneamente, injetora e sobrejetora. Quando f é bijetora, dizemos
também que ela é uma bijegdo.

4.8 Funcao Inversa

Este é um conceito aplicdvel somente as fung¢des bijetotas. Assim, se f : A — B for uma fungdo
bijetora, podemos definir uma fungdo g : B — A tal que x = g(y). A funcdo g definida desta maneira
é a fungdo inversa de f, a qual denotamos por f~!. Equivalentemente, a fungéo f ! é a fungdo inversa
de f se, e somente se,

fx)=y = fYy)=x,Yx€AVycB.

Geometricamente, se f tiver uma inversa, entdo os graficosdey = f(x) ey = f~1(x) sdo reflexdes
um do outro em relagdo a reta y = x.

12 ‘ Adriano Cattai
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y=x

4.9 Funcgao Periddica

Dizemos que uma fungéo f é periddica se existe um nimero real p # 0 tal que f(x + p) = f(x) para
todo x € Dom(f). O menor namero p que satisfaz f(x + p) = f(x) é chmado de periodo da fungao f.
O gréfico de uma fungao periddica se repete a cada intervalo de comprimento |p|.

y

As fungdes f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x) sdo exemplos de
fungdes periddicas, ambas possuem periodo 27r.

A figura ao lado ilustra o gréfico de uma fungdo periédica
de periodo 4.

5 Fungoes elementares

5.1 A Fungdo Afim

Defini¢iao 7
Uma fungdo f : R — R é denominada afim quando é definida por f(x) = ax +b,em quea # 0. a é
chamado de coeficiente angular e b é chamado de coeficiente linear.

5.1.1 O Grafico de uma Funcdo Afim

Vamos mostrar que o grafico da fun¢do afim f(x) = ax + b é uma reta. Suponha, inicialmente, que o
grafico ndo seja uma reta, ou seja, existem trés pontos A, B e C distintos dois a dois, do grafico de f,
que ndo estdo alinhados, conforme figura.

http://cattai.mat.br ‘ 13
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Sejam (x1,y1) , (x2,2) e (x3,y3), respectivamente, as
coordenadas cartesianas destes pontos. Nestas condi-

¢Oes, temos

ynw = a-x;1+b
Y2 a-x;+b
Y3 = a-x3+b

Subtraindo-se, membro a membro, obtemos:

{.%—yz = al;a—x) _ Y-y Y- _
Y2—W1 a(x3 — x2) X3—X2  X2—Xp ' X
Observe que
ys—y» _CE_ . y2—y1 _ BD _
xa—xz__E_tg'Bexz—xl_—D_tgm

e, entdo tg B = tga, ou seja, devemos ter « = B e, portanto, os pontos A, B e C estdo necessariamente

alinhados.

Como o gréfico da fungdo afim é uma reta seu esbogo é feito, facilmente, quando sdo conhecidos
as coordenadas (x1, f(x1)) e (x2, f(x2)) de dois pontos. Naturalmente, podemos enumerar diversos

valores x1, xp, X3, ..

., X, e suas respectivas imagens. No entanto, os dois que se fazem notaveis sdo

0s pontos de interse¢do com o0s eixos coordenados, conforme figura a seguir:

¢ Interse¢do com o eixo das abscissas (y = 0):

b
y:0<:>ax+b:0<:>x:—a.

¢ Interse¢do com o eixo das ordenadas (x =

0):

x=0&y=a-0+b&sy=0.

5.1.2 O Estudo do Sinal de uma Func¢do Afim

Para fazermos o estudo do sinal de uma fungdo afim é suficiente determinarmos a sua raiz (

1 y=ax+bh

(0,0)

4

e observarmos se o sinal do coeficiente angular é positivo ou negativo.

a>0 a<0
flx) >0 < x>xg b fx) >0 & x<xg
I b g A N B
— X x < Xo — X X > xq
xo:_g \

14 ‘ Adriano Cattai
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5.2 A Funcao Quadratica

Definicio 8

Chamamos fungado quadritica a relagdo definida por

em que a # 0.

f(x) =ax® + bx +c,

5.2.1 Representacdo Grifica

O gréfico de uma func¢do quadrética é uma pardbola. Este fato é provado em seu curso de Geometria
Analitica, onde a Pardbola é definida da seguinte forma:

Considere, no plano, uma reta d e um ponto
F fora dela. Uma parébola é precisamente o con-
junto dos pontos no plano que sdo eqiiidistantes
do ponto F e da reta d. O ponto F e a reta d sdo,
respectivamente, o foco e a diretriz da pardbola. A
reta perpendicular a diretriz, que passa pelo foco,
chamamos de Eixo da pardbola.

P € Parabola < dist(P,d) = dist(P, F)

5.3 As Raizes de uma Fun¢do Quadratica

Considere o trindmio ax? + bx + ¢, em que a # 0. Podemos escrevé-lo da seguinte forma:

(e r3)
alx"+-x+-1.
a a

Note que as duas primeiras parcelas dentro dos parénteses sdo as mesmas que obtemos quando
desenvolvemos o quadrado do seguinte binomio

L 2—xz-l—éx-i-b—2
2a) a 4q2°

Completando o quadrado, podemos escrever:

ou ainda,

b b? b? c
2 _ 2
ax +bx+c-a(x +2%X+@—@+E>,

b\?> —b%+4dac
2 _
ax +bx+c—ﬂ<(x+z> +T>

http://cattai.mat.br ‘ 15
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Esta maneira de escrever o trindmio do segundo grau, chamada forma canbnica, tem algumas
conseqiiéncias. Primeiro, ela conduz imediatamente a férmula que nos d4 as raizes da equagéo ax? +
bx + ¢ = 0. Vamos justificar isso.

Supondo a # 0, temos as seguintes equivaléncias:

ax*+bx+c=0 & u((x—l—%)z—l—%) =0 (1)
& <x+%>z+% = 0 (2)
& <x+%)2 = —% (3)
o (e k) = Ve @
& x—l—% = i% (5)
- v - —bjzxz/zz—élac (6)

Observe que a passagem da linha (4) para a linha (5) s6 pode ser feita quando o discriminante
A = b* — dac

é maior do que ou igual a zero (A > 0). No caso em que o discriminante é negativo (A < 0), a
2
equivaléncia entre as linhas (4) e (5) ndo existe, uma vez que <x + 2—) é ndo negativo e, portanto,
a

a equacdo dada ndo possui solucdo real.

Da férmula (6) resulta imediatamente que, se o discriminante A = b? — 4ac é positivo, a equagéo
ax? + bx + ¢ = 0 tem duas raizes reais e distintas. Sao elas:

—b+ Vb% — dac —b — Vb? —4dac
X1 = e Xy =
2a 2a
. , b ) ) c
com X1 > Xp,cujasomaés = x| + xp = _E € cujo produtoe p=2XxX1- %X = ;.

Justificamos a soma e o produto da seguinte forma:

Soma:

—b 4+ V/b? — 4ac N —b — V/b? — 4ac

5= atn= 2a 2a
_ —b+Vb?*—4dac—b—b*—4ac  -2b b
o 2a T 21 a
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Produto:

—b 4+ Vb? — 4ac . —b — Vb2 —4dac

po= = 2a 2a
2
(—b + Vb2 — 4ac) : (—b — Vb2 — 4ac> (=b)? — (x/bz — 4ac)
B 442 - 442
(D)= (VP —dac) PP —b+dac ¢
N 402 N 402 a

Quando A = b? — 4ac = 0, a equacdo dada possui uma tinica raiz, chamada de raiz dupla, igual

a— 2 pois,

x_—bj:\/bz—élac_—bio__z
- 2a - 2a 24

Exemplo 19
Em cada item, vamos obter, caso tenha, as raizes das equagdes dadas.

@ x2+2x—3=0

Solugdo: Calculando primeiramente o discriminante A. Paraa =1,b =2 e c = —3, temos
AN=b—dac=2>—4-1-(-3)=4+12=16.

—b+ Vb2 — 4dac
2a

Como A = 16 > 0, da férmula x = , obtemos:

2416 —2+4

—2-y16 -2-4
X1 = lexy = =

2.1 2 N E S

Outro procedimento para achar essas raizes, é descobrir dois ntimero, x; e xp, tais que a soma
. . C .
§ = X1+ xp sejaigual a —— = —2 e o produto p = x1 - x2 seja — = —3, ou seja, queremos
a a
dois niimeros que sua soma seja —2 e o produto entre eles seja —3. Claramente s6 podemos ter
xp=1lex, =-3.
(b) x> —6x+9=0

Solugdo: Analogamente, obteremos primeiro o discriminante A. Paraa =1,b = —6ec =9,
temos:

A=b*—4ac=(—6)"—4-1-9=236—36=0.

Como A = 0, teremos uma tnica raiz, a raiz dupla, que é:

_—(=6)+V0 _6+0 _

X1 = X2 = 2.1 > 3.

© ¥>+x+1=0

Solugdo: Como A = b? —4ac =12 —4-1-1= -3 < 0, concluimos que a equagao nao possui
raiz real.
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5.3.1 Concavidade da Parabola

Considere a fungdo f(x) = ax? + bx + c e suponha a > 0. Escrevendo o trindmio na forma canénica,
temos:

f(x)=a <x+£)2+m

2a 442

Note que no interior dos colchetes, hd uma adigdo em que a primeira parcela depende de x e é sempre
maior do que ou igual a zero e a segunda é constante. Nessas condi¢des, observamos que o menor
valor que a soma atinge é quando

b .
Segue que, x = — o7 Neste ponto, f(x) assume seu valor minimo. Portanto, quando a > 0, o menor

valor assumido por f(x) = ax?> + bx +c é
f b _—b2+4ac_c_b_2
20) 4 da

Neste caso, dizemos que a pardbola tém concavidade voltada para cima.

b
Analogamente, se a < 0, o valor f (— 5) é o maior dos numeros f(x), para qualquer x real, e,

neste caso, dizemos que a pardbola tém concavidade voltada para baixo.

Resumimos essas observagdes como segue:

b b
1. a > 0= f(x) = ax®+ bx + c assume minimo em x = —5, eseu valor é f (_5) e concavi-

dade voltada para cima;

b b
2. a < 0= f(x) = ax? + bx + c assume maximo em x = —5, eseu valor é f (_Z> e concavi-

dade voltada para baixo.

5.3.2 Sinal de uma Fun¢ido Quadratica

Estudar o sinal de uma funcdo quadratica, basicamente, significa determinar o conjunto de valores
de seu dominio para os quais a fun¢do assume valor positivo, negativo ou nulo. No parédgrafo acerca
de zeros ou raizes de uma func;éo, examinamos parte desta questdo. Restam, portanto, os dois outros
casos. Isto, conforme veremos, resume-se a observar a concavidade da parabola que a representa.
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Considere a funcio f(x) = x? — 4 cujo gréfico estd exi-
bido ao lado.

Note, em primeiro lugar, que sua concavidade é voltada
para cima e, portanto, para valores de x situados entre as

7

Y 4

duas raizes, o valor da funcao é negativo, sendo positivo nos
demais intervalos.

Esta breve observagdo é a base da resolucdo de inequa-
¢des do 2° grau, conforme veremos abaixo:

Seja a inequagdo —x2 + 6x — 5 < 0. O gréafico da funcdo f(x) =
seguir.

XV

Note as raizes desta fungéio, bem como os intervalos onde ela assume valor negativo. Isto nos

fornece o seguinte conjunto solucdo para a inequacao:

S={xeRx<1Vvx>5}

5.4 A Funcao Exponencial

5.4.1 Poténcias

Definicao 9
Dados dois ntimeros, a € R e n # 0 um ntimero natural. Definimos 4" como o produto
a-a-...-a.
———
n fatores

Propriedades das Poténcias Considerea € R e n,m € IN. Entdo:

1. a"t" =a" . g", m+n # 0.
2. a"" = (a")" = (a")",m-n # 0.
3. Sem < n,entdo a™ < a", desde quea > 1.

4. a°=1,a #0.
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5.4.2 A Funcdo Exponencial

Ela aparece naturalmente na modelagem de problemas de crescimento e decrescimento de popula-
¢Oes, em Matematica Financeira e outros temas que encontram larga aplicacdio em Medicina, Enge-
nharia, etc.

Definicao 10
Chamamos fungio exponencial & fungdo definida por

flx) =a*

ondea >0,ea # 1.

Representacao Grafica

Exemplo 20 y fb) =2
Considere a fungdo f(x) = 2*. Para esbogar o seu gréfico,
observe os dados da tabela abaixo.
x | flx)=2" 4
2] 22— % 3]
-1 271=3 2
0 20=1
1 2l =2 S
2 | 22=14 2 12 X

Podemos fazer as seguintes observagdes:

(I) Para valores negativos de x, o grafico da funcdo se aproxima indefinidamente do eixo Ox, e
nunca o toca.

(II) Para valores positivos de x, a fungdo assume valores progressivamente maiores, isto é, trata-se
duma fungéo crescente.

;
Exemplo 21 1\ f(x) = (E) ,
Vejamos um outro exemplo, f(x) = (§>
x | flx)=2"
-2 {2 =4 4
-1 %_1 =2 3]
0 %0 =1 2
1\ _1
1 (5)2 =3 |
1\2 _ 1 : R
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Note que agora temos uma fungdo decrescente.

Observacgio 9
Dada a fungdo exponencial f(x) = a*, temos:

o f é crescentesea > 1; o f é decrescentese 0 < a < 1.

5.5 A Funcdo Logaritmica

Definiciao 11
Dados dois ntimeros reais a e b, com a,b > 0,a # 1, definimos o logaritmo de b na base a como o
nuamero x tal que a* = b, e o representamos por

x = log, a.

O ntmero b é chamado a base do logaritmo, enquanto o ntimero a é o logaritmando. Assim,
segundo esta defini¢do, temos que: log, 8 = 3, pois, 2> = 8 elog; 1 = 0, pois, 3° = 1.

Desta definicdo, e do que sabemos sobre poténcias, decorrem as seguintes propriedades:

Propriedades
P6. Logaritmo de poténcia:
P1. Se x = log, a¥, entdo a* = a¥, donde x = y. log, m? = p -log, m.
. a =0. 1
P2.Sea € R, entdaolog,1 =0 P7. log, b =
P3. Se x = a'°8:? entdo x = b. log,, a

P4. Logaritmo do produto: log,(m - n) = log, m + log, n.psg, log,.n = 1 log, 1
m

P5. Logaritmo do quociente: log, (%) = log, n. log, n

log, m

P9. Mudanga de base: log,, n =

5.5.1 A Funcao Logaritmica

Definiciao 12
Definimos fungéo logaritmica como a funcéo f : R} — R definida por

f(x) =log,x, 1#a>0.
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5.5.2 Grafico da Funcao Logaritmica

Exemplo 22

Seja a fungdo f(x) = log, x. Como no capitulo prece-
dente, observe que colocando-se os dados obtidos da
tabela, com valores de x e log; x, num sistema de co-
ordenadas cartesianas, podemos esbocar o grafico de

f(x).

X 1{3|9
f(x) =1logyx | —1]0|1]|2

[y

Observe que o grafico desta fungdo ndo intersecta o eixo das ordenadas; isto se traduz dizendo-se
que a fungdo ndo estd definida para x = 0, e é compativel com a nossa definicao.

y
Exemplo 23 34| f(x) =logx
Considere a fungdo f(x) = log 1 x. Tabelando-se os va- -
lores, podemos obter o grafico ao lado: 1
x IHNERE X
f(x) =logix|1]0]-1]-2

Observacgio 10
Numa fungéo logaritmica f(x) = log, x, temos:

o f é crescentesea > 1; o f é decrescentese 0 < a < 1.

5.6 As Funcoes Trigonométricas

A presenca das fungdes periédicas nas nossas vidas é percebida quando, por exemplo, observamos
um eletrocardiograma, o lancamento de uma pedra no lago e sinais de ondas de radio, etc. Estas
fungoes geralmente possuem em suas expressoes as fungdes:

f(x) = sen(x), f(x)=cos(x), f(x)=tg(x),

que definem, respectivamente, as fungﬁes seno, cosseno e tangente.

5.6.1 A Funcao Seno

. . - o 7T 3m bm
Consideremos, inicialmente, a fungdo seno, f(x) = sen(x). Atribuindo-se valores 0, 5 7T, EXae e
27 para x, temos a tabela de pontos:

| X L o]
[f(x) =sen(x) ] 0]

— N
=R
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O seu grafico, para valores restritos a esse intervalo é:

sen(%4)

v

sen(%%) R

b Periodo 21 ——— |

5.6.2 A Funcao Cosseno

Fazendo o mesmo para a fungdo cosseno, obtemos seu grafico:

M f(x) = cos (X)

j——— Periodo 2n —————

Observacio 11 (Paridade das fung¢des seno e cosseno)
Considere um angulo & com extremidade no primeiro quadrante. Naturalmente, temos que o angulo
—u estd localizado no quarto quadrante, conforme ilustra¢do abaixo.

,,,,,,,,,,,,,,, A
Como os tridngulos AAOM e ABOM sao congruentes, temos que: :
{ sen(a) = ya = —yp = —sen(—a) @
cos(a) = x4 = xg = cos(—a) 5 "
—a
Portanto, a fungdo seno é uma funcdo impar, enquanto que a fungdo §
cosseno é uma fungdo par. |
,,,,,,,,,,,,,,, 5
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5.6.3 Outras Funcoes Trigonométricas

As fungdes seno e cosseno sdo, dentre as fungdes trigonométricas, as mais elementares no seguinte
sentido: todas as demais derivam delas a sua definicdo. Assim, definimos abaixo as fungdes: tan-
gente, cotangente, secante e cossecante, representando, em seguida, o gréfico correspondente.

f(x) = cotg(x)

f(x) = tg(x)

N=
8

N
o
a

x

B
3
98]
NS
o
B
.
>

— Periodo © —

--=

f(x) = tg(x) = M — Periodo n —

o = ot = i = S

f(x) = cossec (x)

——— Periodo 2t ———}———— Periodo 2r ———

f(x) = cossec(x) = ——
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f(x) = sec (x)

——— Periodo 2t —— }———— Periodo 2t ——

£(x) = sec(x) = —

cos(x)

Observacao 12 (Paridade das outras fun¢des trigonométricas)
Da paridade das fung¢des seno e cosseno, deduziremos a paridade das outras fungdes trigonométricas.

g = ST - ) = () ) etmpar
cotg(—x) = ;’ii:’g - _C:Zr(l’a) = —cotg(x) = f(x) = cotg(x) é impar
cossec(—x) = Sen(l_x) - _Seln(x) _ _cossec(x) = f(x) = cossec(x) é fmpar

sec(—x) = — = 1 _gec(x) — f(x) = sec(x)é par

5.7 Outras Func¢oes Elementares
5.7.1 Funcao Poténcia
Para cada natural n, consideremos a func¢do f : R — IR, tal que, para cada x € R associa ao ndmero

real x". Dividiremos em dois casos, conforme 7 seja par ou impar. Vejamos cada um deles.

(1) f(x) = x", n é um natural par. Para construgdo de graficos de fun¢des desta natureza, basta notar
que:
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W<axt<x? & —1<x<1
W=xt=x2 & x=41
W>at>x2 & x<—-loux>1

A figura ao lado apresenta, num mesmo sistema de
coordenadas, os graficos das fungdes:

. I . >

Observe que, neste caso, as fun¢des ndo apresentam imagens negativas, ou seja, seu grafico
encontra-se todo acima do eixo-x.

(2) f(x) = x", n é um natural impar. A anélise é analoga & construgdo anterior. Ou seja:

Y <x®<x® & 0<x<loux< —1
YV =x=x & x=4=I
>0 >x & —1<x<Ooux>1

A figura ao lado apresenta, num mesmo sistema de
coordenadas, os graficos das fungdes:

flx) =x2%,¢(x) = x> eh(x) = .

Observe que, neste caso, as imagens das fungdes po-
dem assumir valores negativos, fato que ndo é pos-
sivel quando a poténcia tem expoente par.

5.7.2 Funcgdes Definidas por mais de uma Sentenca

Dizemos que as fung¢des definidas por mais de uma sentenca, sdo as fung¢des da forma:

S](x), Cl
Sy(x), C
fx) = ” ’
Su(x), Cy

em que cada S;(x) é uma sentenga sujeita a condigdo C;, ou seja, cada condigdo serd o dominio para
a respectiva sentenga. Assim,

-1, x< -1
f(x) = x, —-1<x<1
2, x>1
é um exemplo de uma fungédo definida por trés sentencas em que S1(x) = —1, Sa(x) = x e S3(x) =2,

e suas respectivas condi¢des: C; : x < —1, G : =1 <x <1leCz:x > 1.

Seu grafico é facilmente construida, se olharmos para ela como sendo trés fun¢des distintas, que
serdo as sentengas, com seus respectivos dominios, as condi¢des. Veja ilustragdo abaixo:
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Unindo os graficos acima, num mesmo sistema de coorde- Y,
nadas, temos o gréfico da fungéo:

. ——

-1, x < —1 14 :

flx) = x, —-1<x<1 .
2, x>1 l | | >
1 X

conforme ilustra a figura ao lado

5.7.3 Func¢ao Modular

A fungdo moédulo, f(x) = |x|, é a funcdo f : R — R em que a cada x € R associa um tnico nimero
real |x|. Da defini¢do de modulo (ou valor absoluto) de um ntmero real, escrevemos:
x, x>0
X)) = |x| = -
f =t ={ X %20

Gréfico: Note que a fung¢do modular é uma funcdo definida por sentengas.
Assim, seu grafico é obtido a partir da construgdo das fungoes

Si(x) =x,sex>0e Sy(x) =—x,sex<0

como a figura ao lado.
Exemplo 24
Consideremos a seguinte fungéo f(x) = |x2 — 4‘ . Pela definicdo de médulo, dada acima, escrevemos:
2 2 2 2
a2 a4l x*—4, se x*—4>0 x“—4, se x->4
flx) = |x 4‘_{—(3@—4), se x2—4<0 —x24+4, se x2<4

Para construirmos o grafico desta fungao, é suficiente que construamos o grafico das fungdes S (x) =
x2—4e Sa(x) = —x2 44, sujeitas as condicdes Cy : 2 >4eCy:x? <4, respectivamente. Assim,
serd preciso obter os intervalos em x para essas duas condi¢des, ou seja, a solugdo destas inequagoes
serdo os dominios de cada sentenga.

Como solucdo para as inequacdes

Cr:x*—4>0eCr:x*—4<0 + +

temos, respectivamente, 2 2 X

x< 2o0ux>2 e —2<x<2
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2 _ < — >
Desta forma, reescrevemos f(x) = |x? — 4| = { ¥ 4 se xs—2oux=2

—x*+4, se —2<x<?2
Segue o grafico abaixo
y y
y
2\ /2 x 27 \ 2 ¢
\\ // II \\ 2 2 X
\ / ! \
\\ // / \
I \
Si(x) =2 — 4, Salx) =~ +4, fx) =[x~ 4]
sex < —2oux>2 se —2<x<2

5.7.4 Fungao Polinomial

Sao exemplos de fungdes polinomiais, as fungdes afins e quadraticas. Uma fungio polinomial, ou
simplesmente um polindmio, tem a forma:

f(x) =aux" + A1 X"V 4 ax® 4+ ax + ag

em que 7 é um nimero natural, e os ntimeros ay, a1, 4y, . . ., 4, sdo constantes denominadas coeficientes
do polinémio.

O dominio desta fun¢do é IR. Se o coeficiente do termo de maior poténcia é ndo nulo, isto é,
a, # 0, entdo o polindmio é dito de grau n. Assim, por exemplo, os polindmios p(x) = 7x — 3,
f(x) = =2+ x+1eg(x) =3x° ++/2x* — x + 2 sdo polindmios de graus 1, 2 e 5, respectivamente.

Vimos que néo ha dificuldades em esbogar graficos de fung¢des polinomiais de graus um e dois. O
mesmo nao se pode dizer para um polindmio de grau n > 3. Na disciplina Célculo I, veremos algu-
mas técnicas (limites e derivadas) que nos sado tteis para esbogar o grafico de uma fungéo polinomial
de grau qualquer. No entanto, além da fungdo poténcia f(x) = x>, podemos construir facilmente
gréaficos de algumas fungdes definidas por polindmios de grau trés, fatorando-os num produto de
fatores lineares. Primeiramente, um polindmio de grau 3 tem a forma

f(x) =ax® +bx®> +cx +d, a#0,

e é também chamada fungdo ctbica. Vamos ao exemplo.

Exemplo 25

Seja f(x) = x> — 4x. Observe que x°> — 4x = x(x> —4) = x(x + 2)(x — 2). Entdo as raizes de f sdo os
nameros 0, 2 e—2. Para esbogar o grafico, analisemos a tabela abaixo, contendo o estudo de sinal dos
fatores lineares e, portanto, de f(x):
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x< =2 - - - -
—2<x<0 - - + + |
0<x<2 - + + -
x>2 + + + + \
Assim, o grafico tem um ponto de maximo no inter- D) 2 «

valo (—2,0) e um ponto de minimo no intervalo (0,2),
nos ajudando a esbogar seu gréfico, conforme a figura
ao lado.

Atencdo: Veremos, na disciplina “Célculo Diferencial e
Integral I”, que estes pontos sdo de minimo e de ma-
ximo local da fungéo f(x).

5.7.5 Funcao Reciproca

Uma fungdo f : R* — R recebe o nome de fun-
¢do reciproca quando a cada elemento x € IR* associa o

elemento —, ou seja,
X

Flx) = % V x € R".

Para esbogar o gréfico desta fungdo, (figura ao lado)
basta notar que os pontos (1,1) e (—1, —1) pertencem
ao seu grafico, e as seguintes importantes informagdes:

(i) A medida que x cresce indefinidamente, temos que f(x) tende para 0;

(i) A medida que x decresce indefinidamente, temos que f(x) tende para 0;

(iii) A medida que x se aproxima de 0 pela direita, f(x) cresce indefinidamente;

(iv) A medida que x se aproxima de zero pela esquerda, f(x) decresce indefinidamente.

Observacgio 13

(1) No grafico de f(x), dizemos que os eixos coordenados sdo, neste caso, as assintotas vertical e
horizontal. (Maiores detalhes, serd visto em Calculo I)
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(2) No curso de Geometria Analitica, a expressdo

1
y=7
equivalentemente a xy = 1, é vista como a hi-
pérbole no plano rotacionada sob um angulo
45°, veja a figura ao lado.

Mais geralmente, para quaisquer numeros

A,B,C,D,EeF, veremos que equagdes do tipo

Ax* +Bxy+Cy?* + Dx+Ey+F =0

representam uma parabola, uma elipse, uma hipérbole ou um par de retas.

1
Para as fungdes g(x) = eh(x) = Py procedemos de modo andlogo, desde que tenhamos

x+1
em mente os dominios destas func¢des, que sdo:

D(g)={x€R; x# -1} e D(h)={x e R; x #1}.

Com esses dominios, em rela¢do aos itens (iii) e (iv), exibidos acima, escreveremos para g e h, respec-
tivamente,

(iii’) A medida que x se aproxima de —1 pela direita, temos que x + 1 se aproxima de 0, por valores
positivos e, logo, g(x) cresce indefinidamente;

(iv') A medida que x se aproxima de —1 pela esquerda, temos que x + 1 se aproxima de 0, por valores
negativos e, logo, g(x) decresce indefinidamente.

(iii”) A medida que x se aproxima de 1 pela direita, temos que x + 1 se aproxima de 0 por valores
positivos e, logo, hi(x) cresce indefinidamente;

(iv") A medida que x se aproxima de 1 pela esquerda, temos que x + 1 se aproxima de 0 por valores
negativos e, logo, h(x) decresce indefinidamente.

1
Abaixo estdo exibidos os graficos das fungdes g(x) = eh(x) = PR respectivamente.

A préxima secdo tratard dessas transformagdes.
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6 Transformac¢des do Grafico de uma Funcao

A partir do grafico de uma fungdo y = f(x), podemos contruir o grafico de outras fungdes mediante
algumas transformagdes, conforme ilustraremos a seguir.

6.1 Translacao

> Translagdo vertical do grafico de uma funcdo
o g(x) = f(x) + a é uma translagdo vertical, de f, para cima se a > 0;

o g(x) = f(x) + a é uma translacdo vertical, de f, para baixo se a < 0.

g(x) = x+1
y y
f(x) =+?
34 34
g(x) = -1
2+ 2+
1+ 1+
1 1 2% 1 1 2% —\/1 2
_1 1 _1 A€ _

> Translagdo horizontal do grafico de uma funcéo
o g(x) = f(x — a) é uma translagdo horizontal, de f, para a direita se a > 0;

o g(x) = f(x —a) é uma translagdo horizontal, de f, para a esquerda se a < 0.

y y
f(x) =« g(x) = (x—1)?
34 34
2 4 4
14 1
1 1 2% 1 1 2%

> Translagdo horizontal e vertical do grafico de uma fungao

og(x)=f(x—a)+b

y y
f(x) =2
3+ 34
2+ 24
1+ 14—
1 1 2% 1
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6.2 Dilata¢dao ou Contragao

> Expansdo e contracdo na vertical do grafico de uma fungao
o g(x) =a- f(x) é uma dilatagdo na vertical, de f,sea > 1;

o g(x) = a- f(x) é uma contragdo na vertical, de f,se 0 < a < 1.

1
fle) =2 fx) =3+
y y y
34 34 34
f(x) =2
2+ 2+ 2+
VAN
1 1 2% 1 1 2% 1 1 2%

> Expansdo e contracdo na horizontal do gréfico de uma funcao
o g(x) = f(a - x) é uma contracdo na horizontal, de f,sea > 1;

¢ g(x) = f(a - x) é uma dilata¢do na horizontal, de f,se 0 < a < 1.

f(x) = (2-x)2 f(x) = (% . )

y y y
34 34 3+
f(x) =2
2+ 2+ 24
1+ + 1+
| — | — — —
1 1 2% 1 1 2% 2 -1 1 2 F

6.3 Simetrias

> Simetria do grafico de uma funcéo relativamente aos eixos:
o g(x) = f(—x) é uma simetria em relagdo ao eixo Oy.

O que estava a direita “passa” para a esquerda e vice-versa.

y y
flx) = (x=1)*+1 glx) = (—x—1)*+1
41 3 41
A ./
e T
| |
1 ——+— — 1
-1 1 2 3% 2 -1 17
o g(x) = —f(x) é uma simetria em relagdo ao eixo Ox.

A porgao do gréfico que estava em cima “passa” para baixo e vice-versa.
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T A = -1 ’
\ Y e =12
2 2+
1+ 1+

1 —t— 1 —t—

-1, 1 2 37 -1, | 1 2 37
21 _
/
o g(x) = —f(—x) é uma simetria em relagdo a origem do sistema, ou seja, simetria em
relagdo aos dois exiso coordenados.
se f(x)>0

. s o(x) — _{ fy

> Valor absoluto (médulo) de uma fungéo: g(x) = |f(x)| = { “fx) se flx) <0

o A fungdo g(x) é a mesma fungdo f(x) para os pontos em que f(x) > 0 e, para os pontos

em que f(x) < 0, g(x) coincide com a simetria em relacdo ao eixo Ox. Assim, o gréfico g fica
todo acima do eixo Ox.

y y
3+ 3+
flx) =22 -1 g(x) = |x? -1
2+ 2+
1 I

I I | I
_\&\/1 2 ¥ 1 1 2%
— _1 €1

¢ A parte acima do eixo Ox permanece 0 mesmo;

¢ A parte abaixo do eixo Ox é refletido em torno do eixo Ox.

Texto composto em IXTEX 2¢, Cattai, 24 de julho de 2016
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