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Calculo Integral 1 Introducio

1 Introdugao

Agradeco por lerem estas notas de aula e por contribuirem nas corre¢des de digitacdo. Aqui apresen-
tamos as ideias bésicas para introdugdo dos contetidos previstos em nossa ementa. Elas foram orga-
nizadas a partir dos livros indicados na bibiografia, direcionadas as disciplinas Célculo II (UNEB) e
Célculo B (UFBA). Nunca esquecam que:

v" Esta apostila ndo substitui o livro e jamais devera ser tratado como tinico texto ou como texto
base para seus estudos;

v" Ela é nosso “ponto de partida” ou nossa orientagdo na sequéncia dos contéudos que iremos con-
versar em sala;

v’ Prestem bem atengdo com a notagdo utilizada. A matemadtica possui uma linguagem proépria.

Considerando o circulo de raio 7, vemos que sua drea e seu comprimento dependem somente da
medida do raio, isto ¢, A(r) = 7 -r? e C(r) = 27 - r. No entanto, podemos notar que a anélise de
outros numerosos fendmenos necessitam do emprego de férmulas/relagdes que envolvam duas ou
mais varidveis independentes. Por exemplo:

o A &rea de um retangulo de lados x e y é dada por A(x,y) = x - y, em que a cada par de valores x
e i corresponde um tnico valor bem determinado x - y;

© O volume de um paralelepipedo retangulo de dimensdes x, y e z é dado por V(x,y,z) = x-y - z,
em que a cada terno (x,y,z) o volume corresponde um valor bem determinado x - y - z.

X X
Assim, considere a seguinte defini¢ao.
Definig¢do 1 (Fungio de n Varidveis)
Seja D um conjunto do espago n-dimensional (D C R"), isto é, os elementos de D s&o n-uplas
ordenadas, (x1,x2,...,%,), de nimeros reais. A cada ponto P do conjunto D associamos um

tnico elemento z € R, assim temos uma fungdo f : D C R" — RR. Essa funcdo é chamada de
funcao a n-varidveis reais a valores reais, a qual indicamos por

z=f(P) = f(x1,%2,...,%n).

Observagio 1
(i) O conjunto D, denominado dominio da fungdo, é o maior subconjunto do R” (podendo ser o
proprio R") em que z = f(P) exista. Usamos a seguinte notagdo: D = Dom(f);

(if) O conjunto de todos os valores possiveis de z que pode ser obtido aplicando a relagdo f aos
pontos (x1,x2,...,Xx,) é aimagem de f, a qual indicamos por Im(f);

(iif) Dizemos que z é a varidvel dependente e que x1, X, . .., X, sd0 as varidveis independentes.

2 | Adriano Cattai



@) 1 Introducdo

O grifico da fungdo f a n-varidveis reais é o conjunto dos pontos (P, z) no espago (1 + 1)-dimensional,
em que P(x1,x2,...,X,) ez = f(x1,X2,...,Xy), assim, escrevemos:

Graf(f) = {(x1,%2,...,%n,2) €E R" ;2 = f(x1,%x0,...,%0)}.

Desta defini¢do, podemos observar que:

(i) quando n = 1, a fungdo é de uma variavel (y = f(x)) e seu grafico é
Graf(f) = {(xv,y) € R%y = f(x)},
que é uma curva no R?;
(ii) quando n = n, a fungdo é de duas variavel (z = f(x,y)) e seu grafico é
Graf(f) = {(x,y,2) € R%z = f(x,y)},
que é uma superficie no R;
(iii) quando n > 3, o gréfio de f ndo possui representacdo grafica.

Exemplo 1
Seja f(x,y) = /9 — x2 — 2 uma funcio de 2 variaveis, assim seu dominio é um subconjunto do IR?
e seu gréfico é um subconjunto do R3. Para que /9 — x2 — y2 seja um ntimero real devemos ter

Yy

9—x2—y2 >0« x2+y? <9. Dai, escrevemos:

Dom(f) = {(x,y) € R% x*> + 1> < 9}.

Y Graficamente, esse dominio representa uma regido circular de

raio 3, como ilustra a figura ao lado.
A imagem de f é o intervalo [0, 3] e escrevemos Im(f) = [0, 3].

Exemplo 2
Seja f(x,y) = —————— uma fungio de 2 variaveis, assim seu domfnio ¢ um subconjunto do IR?
V24 y?—4

e seu gréfico é um subconjunto do R3. Para que seja um ntmero real devemos ter

1
Vxr+yr—4

x2+y*—4> 0% x? +y? > 4. Dai, escrevemos:
Dom(f) = {(x,y) € R%; x* +y* > 4}.

Graficamente, esse dominio representa a regido do plano que esté
no exterior do circulo de raio 2, como ilustra a figura ao lado.
A imagem de f é Im(f) = [0, +o0).

Exemplo 3

Seja f(x,y,z) = /16 — x2 — 2 — z2 uma fungdo de 3 variveis, assim seu dominio é um subconjunto
do R?® e seu grafico ¢ um subconjunto do R*. Para que /16 — x2 — 2 — z2 seja um numero real
devemos ter 16 — x2 — y2 — 22 > 0ou ainda x2 + y2 + 22 < 16, assim
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Calculo Integral 2 Fungdes de Duas Variaveis

Dom(f) = {(x,y,2) € R%; «* +y* +2* < 16}.

Graficamente, esse dominio representa uma regido esférica de
raio 4, como ilustra a figura ao lado onde A(4,0,0), B(0,4,0) e
C(0,0,4) e que f(A) = f(B) = f(C) = 0.

Note que nao ¢é possivel representar graficamente o grafico dessa
funcao, pois estd no R*. A imagem de f é o intervalo [0,4] e es-
crevemos Im(f) = [0, 4].

2 Fungodes de Duas Variaveis

Por questdes geométricas, iremos concentrar nossas energias as fun¢des de duas varidveis, visto que,
em geral os resultados sdo vélidos para func¢des a n-varidveis, n > 3.

Definicdo 2 (Fung¢io de duas Variaveis)

Uma fungdo real a duas varidveis é uma relagdo que transforma em um tnico nimero real z cada
par ordenado (x,y) de nimeros reais de um certo conjunto D C R2, chamado de dominio da
fungao, e escrevemos z = f(x,y). Em outras palavras
f:DCR> — R
(xy) — z=f(xy)

/ )
N\

Observagdo 2
(i) O conjunto D = Dom(f) é o maior subconjunto do R? (podendo ser o préprio IR?) em que
z = f(x,y) exista. Ele é representado através de um conjunto de pontos no planor xy;

(ii) Na equacdo z = f(x,y), dizemos que z é a varidvel dependente e que x e y sdo as varidveis
independentes;

(iii) O conjunto de todos os valores possiveis de z, que pode ser obtido aplicado a relagdo f aos
) p que p p
pares ordenados (x,y) € D, é denominado Imagem de f, a qual indicamos por Im(f);

(iv) O gréfico da fungdo f é o conjunto dos pontos (x,y,z) no espago tridimensional, tal que
(x,y) € Dom(f) ez = f(x,y), em outras palavras

Graf(f) = {(x,v,2) € R3% z= f(x,y)},

que é uma superficie no R3, cuja projegéo perpendicular ao plano xy é D.

Observe que quando (x,y) varia em D, o ponto correspondente (x,y,z) = (x,y, f(x,y)) varia
sobre a superficie.
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@ 2 Fungdes de Duas Variaveis

(a) Graéfico de fungdo (b) Curvas de nivel

Dada uma superficie S, podemos nos perguntar se ela sempre representa o grafico de uma fungao
z = f(x,y). A resposta é ndo! Sabemos que, se f é uma funcdo, cada ponto de seu dominio pode ter
somente uma imagem. Portanto, a superficie S s6 representaré o grafico de uma fun¢éo z = f(x,y)
se qualquer reta perpendicular ao plano—xy corta S no maximo em um ponto.

B TR
\

Figura 1: S é grafico de funcdo z = f(x,y) Figura 2: S ndo é gréfico de fungdo

Observe que na figura 2] os pontos P(x1,y1,21) € R(x2,2,22) sdo imagens de um tnico ponto
(x,y) do R? com z; # 2.

Exemplo 4

Seja f(x,y) = y/1 — x? — y?> uma fungao de 2 varidveis. Deste modo, seu dominio é um subconjunto
do R? e seu gréfico é um subconjunto do R®. Para que /1 — x2 — 12 seja um ndmero real devemos
ter 1 — x> —y? > 0 ouainda x> + y*> < 1,logo D(f) = {(x,y) € R%; x> +y*> < 1}.

Um ponto (x,y,z) € R® pertence ao grafico de f se, e somente se,
z = f(x,y),isto é,z = /1 — x? — y?, equivalentemente az > O e
z2 + x2 + y* = 1. Deste modo, o grafico consiste no hemisfério
superior da esfera z2 + x% + y? = 1, conforme figura ao lado.

A imagem de f é o intervalo [0, 1] e escrevemos Im(f) = [0, 1].
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Calculo Integral 2 Fungdes de Duas Variaveis

Exemplo 5
Fazer uma representacdo grafica do dominio das seguintes fungdes:
xy 1
x,y) =In(x —y); XY = ———; XY = ———m
@ f(xy) =In(x—y);  ®) f(xy) N © f(xy) T
Solugdo:

(a) Sabemos que In(x — y) é um numero real quando x —y > 0 ou
x > y. Assim, D(f) = {(x,y) € R%,y < x}, graficamente temos a
figura ao lado.

2
(x—y)(x +y) > 0,logo D(f) = {(x,y) € R% (x — y)(x +y) > 0}.
Lembrando que (x — y)(x + y) é um numero real positivo quando
x—y>0ex+y>0oux—y <0ex+y <O0.Nafigura, a regido A
representa o primeira caso, enquanto a regido B o segundo.

(b) Sabemos que ¢ um ndmero real quando x> — 2 > 0 ou

1
() —————— é um ntimero real quando x> + y*> — 25 > 0 ou x> +

VX2 +y>—25
y? > 25,1ogo D(f) = {(x,y) € R%x? +y? > 25}. Esse é o conjunto
dos pontos que estdo na regido exterior a circunferéncia x> + y* = 25.
Conforme figura ao lado.

Exemplo 6
Determinar o dominio da funcéo f(x,y) = y/y?> — 4 - In(x — y) e esboce o conjunto no plano xy.

y
Solugdo: Nesse caso as restrigdes para o dominio,
sdo:
3 €1
7
4
/
4

{y2—4 > 0 {y < —2o0uy>2
=
x—y > 0 y <

X

Logo, o dominio de f é: —4 —2/' 2 4

D(f) = {(x,y) € R%y < —20uy >2ey < x}.

Veja a representagdo grafica do dominio ao lado.

Questdo 1 Determine o dominio das fun¢des dadas a seguir e esboce os conjuntos no plano xy.

6 | Adriano Cattai



@ 2 Fungdes de Duas Variaveis

@) f(x,y) = Vx—1+ N (8) h(x,y) = In(x* + y?);

) f(x,y) =2x~y; () floy) =1-x- 5y

© f(x,y) = In(x +y); 2.2
2 () flay) = V2

d) g(x,y) = ——=—=+9— (T +1%); y

. _ Yy
(e)f(X,y) — /—y_x+ 1_y, (])f(x’y) - y_le

© floy) = ——Fy-1 ® foy) =y %
Ky =16 0 F(x,y) = In(2x +y) = 7=,

2.1 Curvas de Nivel

No caso das fun¢des de uma varidvel, uma maneira de obter seu grafico é elaborar uma tabela deter-
minando os valores da fun¢do para uma série de pontos de seu dominio. Esse método rudimentar,
embora ndo muito eficiente, constitui uma ferramenta importante. No entanto, pra esbogar o gréfico
de uma forma mais precisa, varios outros recursos sao utilizados, tais como determinacédo de raizes,
assintotas, intervalos de crescimento e decrescimento, pontos de méximos e minimos etc.

Para uma fungdo de duas varidveis, é praticamente impossivel obter um esbogo do grafico apenas
criando uma tabela com os valores da funcdo em diversos pontos de seu dominio. Para contornar essa
dificuldade, vérios procedimentos sao adotados. O principal deles, muito usado pelos cartégrafos na
elaboragdo de mapas de relevo, consiste em determinar os conjuntos de pontos do dominio da fungéo,
em que esta permanece constante. Esses conjuntos de pontos sdo chamados curvas de nivel da fungio
e sdo definidas assim:

Defini¢ao 3 (Curvas de Nivel)

Seja k um namero real. Uma curva de nivel, Cy, de uma fungdo z = f(x,y) é o conjunto de todos
os pontos do dominio da fungéo f, tais que f(x,y) = k, ou seja,

Ce = {(x,y) € D(f); f(x,y) = k}.

Exemplo 7 X
Suponha que T(x,y) = 80 — 0 % dé a temperatura em graus F no ponto com coordenadas carte-
sianas (x,y), onde x e y estdo medidos em milhas.
A equacdo da curva ao logo do qual a temperatura tem um valor \K
7

constante e igual a 70°F é T(x,y) = 70, isto é, 80 — % — % = 70, ou 200 -
5x + 4y = 1000.

100 +
Essa dltima equagdo, cuja representacdo geométrica é uma reta, é
a curva de nivel para a fungdo T(x,y), quando k = 70. Isto quer dizer %
que para quaisquer par ordenado (x,y), que satisfaga a equagdo da _qq 100 20}\ x

curva, terd imagem por T igual a 70.

2

Questdo 2 Seja f(x,y) = In <x2 + %) . Determine e esboce a equagdo da curva de nivel que passa

pelo ponto (1,0).

2
Dica/Resp.: Determine f(1,0), obtendo k = In(1) = 0. Em seguida, iguale a fungdo a 0 para obter x> + % =1,
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Calculo Integral 2 Fungdes de Duas Variaveis

uma elpise. Esta curva é a curva de nivel 0.

Questdo 3 Se V(x,y) for a voltagem ou potencial sobre um ponto (x,y) no plano XOY, entdo as
curvas de nivel de V sdo chamadas de curvas equipotenciais. Ao longo de tal curva a voltagem

8
V15 + x2 +y?

permanece constante. Dado que V(x,y) = , identifique e trace a curva equipotencial

naqual V =1.

Dica/Resp.: Iguale a fungdo a 1 para obter a curva X2+ y2 = 49, que é a circunferéncia de raio 7 e centro (0, O).

2.1.1 Mapa de Contorno da Superficie

Suponha que por uma fungéo f se estabeleca a altura z = f(x,y) de uma certa superficie S do plano
xy no ponto (x,y). A intersec¢do de superficie S com o plano z = k produz a curva Cy constituida
por todos os pontos da superficie que estejam a k unidades acima do plano xy.

A projecao perpendicular da curva Cy sobre o plano—xy resulta na curva de nivel da fungdo f,
cuja equagdo é f(x,y) = k, que também denominada de linha de contorno da superficie S. Como
ilustra a figura a seguir.

R ==
| |
v Y y
Cr
X
(a) Curva de Nivel (b) Curvas de nivel

Desenhando um certo nimero de diferentes linhas de contorno, cada qual identificada pelo pré-
prio valor de k a ela associada, obtemos o mapa de contorno da superficie. Tal mapa de contorno facilita—
nos a visualizagdo da superficie como se estivéssemos sobre ela, observando suas intersec¢des com
os planos horizontais de alturas variadas. Se essas alturas sdo consideradas de modo a diferir por
iguais quantidades, entdo uma grande quantidade de linhas de contorno sucessivas indica uma parte
relativamente ingreme da superficie.

Exemplo 8

Sejam f(x,y) = /x2 +y? e g(x,y) = x* + y* duas fungdes de duas varidveis reais. Fazendo se¢des
com planos paralelos ao plano-xy ao gréfico da f e g nas alturas, k = 1,2,3 e k = 1,4,9 respectiva-
mente, temos que as curvas de nivel das duas fung¢des sdo circunferéncias de raio 1,2 e 3 centradas
na origem, porém em niveis diferentes.
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@ 2 Fungdes de Duas Variaveis

y/\ / y/

y\
_\ _\
—~~_ 3 —~~ 9
\2
1 1
X X X

Assim usando somente as curvas de nivel, podemos ter dificuldade em esbogar o gréfico corre-
tamente, se ndo olharmos com cuidado ao mapa de contorno. Observemos que as intersec¢des do
grafico de z = \/x? + y? com os planos yz e xz sdo as semi-retas z = +y e z = +x, z > 0, respecti-
vamente. Por sua vez, a intersecgdo de z = x* + y? com os planos yz e xz sdo, respectivamente, as
pardbolas z = y? e z = x*. Essas informagdes ajudam a ver que o gréfico da f é um cone e que o
grafico da g é um paraboléide.

/
AN

4 4

\VA

X

2.1.2 Roteiro para Construcao de Grafico
Abaixo, vamos apresentar um pequeno roteiro capaz de nos dar uma ideia do grafico da funcao de
duas variaveis.

Roteiro para Esboc¢o de Grifico:

1. Identificar o dominio da fungdo, ndo é necessdrio a representacdo grafica;
Encontrar as interse¢des com os eixos coordenados x, y e z;

Interse¢des com os planos coordenados xy, xz e yz;

Identificar as se¢des paralelas, fazendo x = k e y = k, sendo k uma constante;

Encontrar as curvas de niveis e fazer o seu esbogo grafico;

S R

Esbogar o gréfico da funcéo.

Exemplo 9
Esboce o gréfico da fungdo f(x,y) = 9x* + 4y?, seguindo o roteiro indicado anteriormente.

Solucao:

1. Identificar o dominio da funcéo;
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Calculo Integral 2 Fungdes de Duas Variaveis

Veja que o dominio da funcao f(x,y) = 9x% + 4y* é D(f) = R?, pois, para cada par ordenado

(x,y) € R? o valor da fungdo é um ntmero real.

2. Encontrar as intersecoes com os eixos coordenados OX, OY e OZ;

Intersecio com OX: y =z =0 = 9x> = 0 = x> = 0 = x = 0. Logo, o ponto (0,0,0) é

intersecao.

Intersegio com OY: x =z = 0 = 4> = 0 = y> = 0 = y = 0. Logo, o ponto (0,0,0) é

intersecao.

Interse¢do com OZ: x =y = 0 = z = 0. Logo, o ponto (0,0, 0) é intersecao.

3. Interse¢des com os planos coordenados XOY, YOZ e XOZ;

Intersegdo com XOY: z = 0 = 9x% +4y?> = 0. Observe que o Gnico ponto que satisfaz a
equacdo acima é o (0,0,0). Logo, o ponto (0,0, 0) interse¢do com o plano XOY.

Intersecdo com YOZ: x = 0 = z = 4y?. Observe que a interse¢do com o eixo YOZ é uma
parébola z = 4y°.

Intersecdo com XOZ: y = 0 = z = 9x%. Observe que a intersecdo com o plano XOZ é uma

parabola z = 9x2.

4. Identificar as se¢des paralelas, fazendo x = k e y = k, sendo k constante:

Intersecdo com segdes paralelas ao plano YOZ: x = k = z = 9k + 4y*. Observe que se k é

uma constante a equagio z = 4y* + 9k? representa parédbolas.

Intersecdo com secdes paralelas ao plano XOZ: y = k = z = 9x? + 4k?. Observe que se k é

uma constante a equagdo z = 9x? + 4k? representa parabolas.

5. Encontrar as curvas de niveis e fazer o seu esbogo gréfico;

Para encontrarmos as curvas de niveis vamos fazer z = k, k uma constante, ou seja, vamos
identificar as se¢des paralelas ao plano XOY'. Siga o raciocinio abaixo para verificar que essas
2 2
X Y
2 2
(@)~ (b)

que representam os eixos menor ou maior das elipses:

segOes sdo elipses, cuja equagdo é dada por: + = 1, em que a e b sdo nliimeros reais

9x2+4y2:k:>x—2+x—:k:> SN S
1/9 " 1/4 (Vk/3)2  (Vk/2)2

2 2 2

2 2

X i Y 1
(VEk/3)2  (Vk/2)?

Para k > 0 as curvas de niveis sdo elipses da forma

Para k = 0 temos o ponto (0,0,0).

Para k < 0 o conjunto é vazio, ou seja, ndo temos curvas de niveis.

10 ‘ Adriano Cattai



@ 3 Derivadas Parciais. Taxa de Variagdo

Assim, fazendo k = 0, k = 1)k =2, k = 3 e assim por

diante, obtemos as elipses e podemos tracar as curvas /
de niveis.
k=0 = (0,0)
2 12
k=1 = (1/3 1/222:1
k=2 = i
N 2/3) f 2/2)? g
22 y
k=3 =
(3/3)2 (f /22~
— x? y_ —
k=4 = (2/3)2 (172 1

Observe que as curvas de niveis estdo se afastando da origem. Logo, nossa superficie é uma
“depressao”.

6. Esbogar o grafico da fungao;
Agora, com os dados obtidos podemos visualizar a superficie tri-dimensional e esbogar.

Veja que a nossa superficie € um paraboléide eliptico.

3 Derivadas Parciais. Taxa de Varia¢ao

Definicido 4 (Derivada Parcial)

Seja f : D C R"” — R uma funcéo real, definida no aberto D. Dado o ponto P(x1,xp,...,%,) €
D, a i-ésima derivada parcial de f no ponto P, (em que 1 < i < n), é o limite

af( ) limf(P+tei)_f(P)

0x; t—0 t
_ hmf(xl,xz,...,xi+t,...,xn) — f(x1,x2,...,%n)
t—0 t

se esse limite existir.
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Calculo Integral 3 Derivadas Parciais. Taxa de Variacdo

I9f

Usamos, ainda, as seguintes notagdes para ax-: Ox.f, fx, fi, etc.
1

d
Suponhamos que f é uma fungdo de duas varidveis. Entdo, a derivada parcial %(xo,yo) dia

razdo instantanea de variagdo de f no ponto P(xy, o) por unidade de variagdo de x. Isto é, a taxa de
variagdo de f por unidade de x no ponto P(x, o).

Analogamente, of (x0,y0) dé a taxa de variagdo de f por unidade de y.

%y
Exemplo 10
. .. 0z 0z . _
Ache as derivadas parciais 3 © 3y’ para as seguintes fungdes:
p2x
(@) z = By* b)z=(x+y)*> ()z=>5x">—2xy’ (d)z= ? (e)z=In(x-y)

Solugdo: Ao derivarmos uma fungdo em relacdo a uma das variaveis, devemos considerar a

agiy ) =0e OF(x) = 0. Assim, utilizamos as mesmas regras de

Iy

outra varidvel constante, ou seja,

derivacdo vistas em calculo L.

(a) Nesse caso vamos precisar da regra de derivacdo do produto.

0z a(x3 a(y*
w (ax ) gt a3 gc ) = 3x2y* + 0 = 3x%y*
0z o(x?) 4 3 o(y*) 3. 443 3,3
— = ——y+x- =0+ x° -4y’ = 4x’y
d d d

Y z Y

(b) Aqui, usaremos a regra da poténcia.

g_i - 2(x+y)a<xaiy)=2<x+y)(1+0)=2(x+y)
g_; — 2(x+y)a<xa;y)=2<x+y)(0+1)=2(x+y)

(c) Inicialmente, usaremos a regra da soma de duas fung¢des e depois a regra do produto, em

cada parcela.

= — =~
9z I(5x'y?)  9(2xy°) _ a(5x%) 2 | 5yt ay* | 9(2x) 5.9 A(y°)
ox ox o o Y X Ezaé ox 7 X ox

= 20x°y? +0 — [2y° 4 0] = 20x%y> — 2y°
9z _ 9(xly?) 9xy’) _a(5xt) o o4 O2)  |9(2%) 5, 90)
¥ - o o ay ¢ g oy ¥ T
y y y y y y y
—— N——

=0 =0
= 0+5x* 2y — [0+ 2x - 5y*] = 10x*y — 10xy*
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@ 3 Derivadas Parciais. Taxa de Variagdo

(d) Vamos utilizar a regra do quociente

o(e2* a(]/)
oz _ (ax) y— e ox € a(5)2;)-‘1/—0_2%32"_262"
ox y? - y? Ry
=0
a(ezx) PP ezx . M
a_z B ay Yy _0_€2x__£
ay y? y2 y2

(e) Finalmente, usaremos a regra de derivacdo do logaritmo neperiano

gz 1 dxy) 1-y+x-0_ y 1
ox  xy ox xy  oxy X
oz 1 d(y) Oy+x-1 x 1
dy Xy 9y Xy Xy Yy
Fique Atento! Como vimos, ao derivarmos uma fungdo em relacdo a uma das varidveis, devemos
considerar a outra varidvel constante, ou seja, al;—gcy) =0e ag—;x) = 0. Além disso,
INF(x) - Gl _ G(y) - OF(x) e IF(x) -Gyl _ F(x) - M, assim o exemplo ante-
ox ox oy oy
rior pode ser respondido mais rapidamente, veja:

(a) Vamos usar a regra da poténcia, apenas.

iz a(XB)_ 2,4
> Y 8x4 = 3x“y
0z 3 0y) 33
i x Y = 4x°y

(b) Aqui, usaremos a regra da poténcia.

g_i - 2(x+y)a<xaiy)=2<x+y)(1+0)=2(x+y)
= = 225 a0+ 1) =204y

(c) Inicialmente, usaremos a regra da soma de duas func¢des e depois a regra da poténcia.

oz a(5xty?) 9(2xy®)  , 9a(5x) o 9(2x) .. 3, 5

ox ax  ax Y ¥ o = AU =2
4.2 5 2 5

9z _ 9G¥y d2xy) _ 5x% - o) _ 2x - o) _ 10x*y — 10xy*

Iy dy dy dy dy
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Calculo Integral 3 Derivadas Parciais. Taxa de Variacdo

ezx

(d) Inicialmente, veja que z = i =¥ .y L.
oz 4 9(eF) 1 5 . 2e¥
a7 ox Y 2 y
0z a(y! e?*
@ = ezx' <gy ) :ezx'(_l)'yizz—?

(e) Finalmente, usaremos a regra de derivagdo do logaritmo neperiano.

0z 1 oyx) y-1 1

ox Xy  o0x Xy x

oz 1 o) x-1 1
Iy xy oy xy oy

Questido 4 Ache as derivadas parciais g—i e g—; para as seguintes fungdes:
(@)z= x2 + 3y2 (e)z=1¢e (i)z= ln<x + ]/)
(b) z = xy (f) z = 2x® — 11x%y + 342 () z=(2x+3)(y-2)
(Qz=¢"+y (g) z = 6x + 16xy> — Yy (k)z=1In <Z§E(;;>
2x+3 x
(d)z=—— (h) z = arctg <—> B cos(vy)
y—2 y Bz=In{

Questdo 5 A drea A da superficie lateral de um cone circular reto de altura / e raio da base r é dada

por A = rtrv/h? 412,

(a) Se r ¢ mantido fixo em 3cm, enquanto & varia, encontre a taxa de variacdo de A em relagdo a /,
no instante em que a altura é e 7cm;

(b) Se h é mantido fixo em 7cm, enquanto r varia, encontre a taxa de variacdo de A em relagdo a 7,
no instante em que r = 3cm.

Questao 6 Uma fabrica produz mensalmente x unidades de um produto A e y unidades de um
produto B, sendo o custo mensal de produ¢io conjunta dado por C(x,y) = 15.000 + /2x2 + 8?2
reais. Num determinado més, foram produzidas 2.000 unidades de A e 1.000 de B.

(a) Calcule o custo de produgao neste més;

. 0oC aC
(b) Determine — e —, neste més;
ox  dy
(c) Usando o resultado do item (b), o que é mais conveniente: aumentar a produgdo de A e manter
a de B constante ou ao contrario? Por que?

Questao 7 Numa loja, o lucro didrio L é uma fungdo do nimero de vendedores x, e do capital in-
vestido em mercadorias y, (y em milhares de reais). Numa certa época tem-se, L(x,y) = 500 — (10 —
x)? — (40 — y)?, em milhares de reais.
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@) 4 Derivadas de Ordem Superior

(a) Calcule o lucro didrio se a loja tem 4 vendedores e 30.000 reais investidos;

oL oL
(b) Calcule 3 © @, no ponto (4, 30);

(c) E mais lucrativo aumentar o nimero de vendedores de uma unidade mantendo o capital inves-
tido ou investir mais 1.000 reais mantendo o nimero de vendedores?

4 Derivadas de Ordem Superior

Seja a funcdo f de n varidveis x1, X2, ..., X,. As suas derivadas de segunda ordem de f sdo calculadas
a partir de suas primeiras derivadas. Assim:

?f_ 9 (of Ff _2 (o
axl.z a ax,‘ ax,‘ ¢ ax,‘ax]‘ a axi ax] '

Para fungdes de duas variaveis, f(x,y), temos

Ff _ 9 (of of _ 9 (%
9x2  9x \ox )’ dxdy  dx \dy )’

4.1 Teorema de Schwartz

Se f : D C R? — R for uma funcdo continua numa determinada regido D com derivadas parciais
continuas, entdo as derivadas mistas de segunda ordem, da funcéo f, sdo iguais, ou seja:

Pfvy) _ Pflvy)

oxdy dyox

4.2 Equacao de Laplace e Funcao Harmonica

2 2

A equagdo diferencial parcial 522 + W = 0 é chamada de equagdo de Laplace em homenagem ao
matemadtico Pierre Laplace (1749-1827). As solucdes dessa equagdo sdo chamadas de fun¢des harmo-
nicas e sdo importantes no estudo da conducéo de calor, escoamento de fluidos e potencial elétrico.

2 2
Uma fungdo f(x,y) é dita harmdnica se satisfaz a equacdo de Laplace, ou seja, se % g—y{ =0.

4.3 Equacdo de Onda

B P?u  ,0%u ) ,
A equacdo de onda F) =a 322 em que a é uma constante, descreve o movimento de uma onda
X

(onda do mar, onda de som, onda luminosa, onda de uma corda vibrante, etc). Uma solucdo para a
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Calculo Integral 5 Reta Tangente e Interpretacio Geométrica da Derivada Parcial

equagdo da onda é uma fungao u(x, t). Por exemplo, se u(x, t) representa o deslocamento da corda de
um violino, no instante ¢ e x a distancia a uma extremidade da corda, entdo u(x, t) satisfaz a equacao
da onda. Neste caso, a constante a depende da densidade da corda e da tensdo aplicada.

Questdo 8 Usando as informacgdes acima:

(a) verifique se as fung¢des sdo harmonicas:
f(x,y) = e*sen(y) + ¥ cos(x); g(x,y) =In («/x+y2>; h(x,y) = arctg (%)
(b) verifique se o teorema de Schwartz vale para as fungdes:
f(x,y) = e ¥ g(x,y) =e* +sen(x)-cos(y); h(x,y) = In(xy?) + arctg(x2 — y).

(c) verifique que a fungdo u(x,t) = sen(x — at), em que a é uma constante, satisfaz a equagéo de
onda.

Questdo 9 Se w = f(x —at) + (x +at), com f e ¢ dotadas de derivadas parciais segundas, mostre
que w satisfaz a equagdo da onda.

5 Reta Tangente e Interpretacao Geométrica da Derivada Parcial

O gréfico de uma fungdo de duas varidveis z = f(x,y) é, em geral, uma superficie em R3. A in-
tersecdo do plano y = yo (paralelo ao plano xz) com a superficie z = f(x,y), que passa pelo ponto
(0,10,0), é a curva Cy, cuja equagao é dada por:

L)Y = Yo
Cl'{ 2 = flxy) =g1(x)

Como a curva é plana, podemos considera-la como o grafico de uma fungdo de uma varidvel:
21(x) = f(x,y0). Assim, o coeficiente angular da reta tangente ¢ a curva Cp, no ponto Py(xo, vo, f (%0, ¥0)),

J
é dado por: % (x0,Y0) = g} (x0). Assim, a equagdo da reta tangente, t;, ¢ dada por:

) 2oz = %(xo,yo)(x—xo)
Analogamente, a interse¢do do plano x = xp com a superficie z = f(x,y) é a curva C,, cuja equagao

é dada por:
X = Xp
Co:
? {Z = f(x0,y) =)

O coeficiente angular da reta tangente t, a curva C; no ponto Py(xo, Yo, f(x0,0)) é dado por:

a—f X0,Y0) = $»(yo). Assim, a equacdo da reta tangente, t,, é¢ dada por:
Ay y &Y q g p

{x = X
tr : af
z — zp= =(xp, —
0 ay(oyo)(y Yo)
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® 6 Plano Tangente e Diferencial Total

Questdo 10 Determine a equagédo da reta tangente ponto (—1,1,5) a curva obtida pela intersegdo da
superficie z = x? + 4y? com os planos (a) x = —le (b) y = 1.

6 Plano Tangente e Diferencial Total

Seja f : U C R? — R, U um subconjunto aberto. Se f(x,y) é diferenciavel em (x, o), entdo, existe
um plano tangente a superficie z = f(x,y) no ponto (xp, o) e esse plano tem por equagao:

z1 = f(x0,Y0) + %(onyo)[x — xo] + %(onyo)[y —Yol-

% (x0,Y0), %(xo/yo)/ —1> :

Um vetor normal a este plano é = <

A diferencial total de f(x,vy) é

of

(x,y)dx + @m y)dy.

df(x,y) = %

A diferencial total de f(x,y) no ponto (xg, o) é

daf (xo,y0) = %(onyo)[x — xo] + %(onyo)[y — Yol-

Exemplo 11
P f of

Dada a fungéo f(x,y) = 3x3y? — 2xy> + xy — 1, temos g_x =9x%y* -2 +ye 3y = 6x%y — 6xy® +x

assim, a diferencial da fungao é
df = (9x%y* — 2% + y)dx + (6x°y — 6xy° + x)dy

Questdo 11 Encontre diferencial total e a equacdo do plano tangente das superficies abaixo, nos pon-
tos indicados.

(@) z = 3x% + xy — 2y° em (2,1,12);
) f(x,y) =x¥em (1,1,1)
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Calculo Integral 7 Derivadas Direcionais e Gradiente

7 Derivadas Direcionais e Gradiente

Teorema 1
Se f(x,y) é diferenciavel em (xo, yo), entdo para todo vetor ndo nulo U existe a derivada direcional

of Xo,Yo) e é dada por:
g oY P

%(xo,yo) = Vf(xo0,%0) - (a,b),

em que Vf(x,y0) = (%(xo,yo), %(xo, yo)> é o vetor gradiente de f em (xg, o), e (a,b) =

W
Kl

"

Se Vf(x0,10) # 0e 6 é o angulo entre o vetor gradiente e 1, temos que:

d

é(xo/yo) = [Vf(x0), (o) - [uo] - cos(8) = [V f(x0,y0)] - cos(6)

Observe que o médulo do versor é 1 e, além disso, a variagdo das derivadas direcionais depende
apenas do cos(f). Como o cos(f) varia de —1 a 1, entdo num s6 ponto temos infinitas derivadas di-
recionais que varia de —|V f(xo,y0)| a |V f(x0,y0)| . Assim, a maior derivada direcional |V f(xo, yo)|
ocorre quando cos(f) = 1 = 6 = 0°, ou seja, ocorre quando o vetor u e o vetor gradiente tém mesma
direcdo e sentido. Dai, n6s podemos concluir que:

O vetor gradiente aponta para a diregdo e sentido em que o crescimento da fun¢do é
maior.

Da mesma forma, podemos concluir que a menor derivada direcional ocorre para cos(f) = —1 =
f = 180°, ou seja, se u tem a direcdo do gradiente e sentido contrério a ele.

Questdo 12 Encontre a derivada direcional % (x0,Y0), sendo:

(a) f<x’y) = exziyzl (x()/]/O) = (1/ 1) € 7 = (3,4);

®) () = arct (X, o) = 3.3)e T = (25,7

© flxy) = (x0.90) = (3,2) e W = (15—3%)

2 +y2’

Questdo 13 Para cada fungdo e ponto indicado abaixo, determine

(i) Um vetor unitério na direcdao da derivada direcional méxima;

(ii) O valor maximo da derivada direcional.

@) f(x,y) = x> — 7xy +4y? e Py(1, —1);

(b) g(x,y) = x*> — y* —sen(y) e Py <1, g)
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@) 8 Regra da Cadeia

Questido 14 Uma chapa de metal aquecida estd situada em um plano xy de tal modo que a tempe-
ratura T é inversamente proporcional a distancia da origem. Se a temperatura em P(3,4) é de 100°,
determine a taxa de variacdo de T em P na direcdo do vetor 7 = (1,1). Em que diregdo e sentido T
cresce mais rapidamente em P? Em que direcdo a taxa de varia¢do é nula?

Questdo 15 O potencial elétrico V em um ponto P(x, y, z) num sistema de coordenadas retangulares
é dado por V = x4+ 4y2 + 9z2. Determine a taxa de variagdo de V em P(2,—1,3) na diregdo de P
para a origem. Determine a direcdo e sentido que produz taxa maxima de variacdo de V em P. Qual
a taxa méaxima de variagdo em P?

8 Regra da Cadeia

o s . . _ ox dx dy 9y
Se].a z = f(x,y) uma fung¢do diferencidvel em que x = g¢(u,v) ey = h(u,v). Se 30" 30’ 90 € 30
existem, entao:

0z 0z _ ox

az.a_y az_az.ax Bz_a_y

ou  ox ou  dy ou ¢ 0 ax oo dy v’

Esse resultado pode ser generalizado para n varidveis. Observe que ao derivarmos uma funcao de
vérias varidveis usamos a notagao de d (1é-se derrom) em vez de d.

Jdz 0
Questdo 16 Usando a regra da cadeia encontre as derivadas parciais £ e £ da fungdo z = 4x® —
3x2y® sabendo que x = u cos(v) ey = vsen(u).
8.1 Derivada Total
Sei x = g(t) < .
ejaz = f(x,y) e v o= () t € R. Podemos expressar z como uma fun¢do de uma variavel

z = (g(t),h(t)). Dizemos que a derivada total de z em relagdo a ¢, % é dada por:

dz 0z dx Bz.d_y

dt ~ ox dt 9y dt’

Exemplo 12
A derivada da fungio F(x,y) = x* + 3y — 5, em que x(t) = ¢’ e y(t) = t3, pode ser obtida a partir da
funcdo, posta em fungdo de t, F(t) = e 438 —5, que é:

dF
7 e 49
Fazendo o uso das derivadas parciais, temos:
B_F =2x e B_P = 3.
ox ay
As derivadas de x(t) e y(t) sdo:
dx Ay _ ..
E =e e E = 3.

Assim 5511_1; =2x-et + 3312 = 2et + 912
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Calculo Integral 9 Maximos e Minimos para Func¢des de Duas Variaveis

x(t) =2+t

y(ty=1-8 '€

Questdo 17 Determine a derivada total da fungdo f(x,y) = x?y + xy?, em que {
R.

Questdo 18 Num dado instante, o comprimento de um lado de um retdngulo é de 6¢cm e cresce a
taxa de a 1cm /s e o comprimento do outro lado é de 10cm e decresce a taxa de 2cm/s. Encontre a
taxa de variacdo da area do retangulo, no dado instante. (Sugestdo: A equagdo que define a drea do
retangulo é dada por A = x - y. Encontre a derivada total dessa fungédo).

Questao 19 A altura de um cilindro reto de base circular estd diminuindo a taxa de 10cm por minuto
e o raio estd aumentando a taxa de 4cm por minuto. Encontre a taxa de variacdo do volume no
instante em que a altura é 50cm e o raio é de 16cm.

Questdo 20 Em um dado instante, o comprimento de um cateto de um tridngulo retangulo é 10cm
e cresce a razdo de lcm por minuto e o comprimento do outro é 12cm e decresce a razdo de 2cm
por minuto. Encontre a razdo de variagdo da medida do angulo agudo oposto ao cateto de 12cm de
comprimento, no dado instante.

9 Maiximos e Minimos para Func¢des de Duas Variaveis

Uma importante aplicagdo do estudo de derivadas parciais, é a da otimizagdo de fungdes de varias
varidveis. Otimizar uma funcdo, significa encontrar seu desempenho maximo ou minimo, numa
vizanhanca. Como para as fun¢des de uma varidvel, quando as derivadas primeiras forem nulas,
teremos a oportunidade em avaliar se tais pontos sdo extremos, podendo ser médximos ou minimos.
Para saber de que tipo sdo esses pontos, teremos de utilizar o Determinante Hessiano calculado no
ponto (xo,yo), definido a partir da Matriz Hessiana. Assim, primeiramente, vamos definir a Matriz
Hessiana de uma fungdo f de n varidveis.

A matriz quadrada n x n

fir fiz oo fim
Hess[f(x1,%2, ..., xn)] = fa S o fon
f nl f n2 .- f nn
. .. . . . 0 f2
das derivadas parciais de segunda ordem da funcao, é a Matriz Hessiana de f, em que f;; = Err
igAj
Se f for de duas ou de trés varidveis, temos, respectivamante, suas matrizes Hessianas:
of 2 of 2
f xx f xy :| E axay
Hess|f(x, = = ,
VAR T
dyox  Iy?
[ of 2 of 2 of 27
9x2  9xdy oxd
f xx f xy f Xz ajCcZ ax ny aJ}ZZ
Hess|[f(x,y,2)] = fyx fyy fyz = 30 92 9voz
f zx f z f 2z Y 2X yZ J ZZ
! off  9off of
| dzox 0zdy 022
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© 9 Maximos e Minimos para Funcdes de Duas Variaveis

Como consequéncia do Teorema de Schwartz, quando as derivadas parciais de primeira ordem
forem continuas, a matriz Hessiana serd simétrica.

Esta matriz descreve a curvatura local da fungdo f. A matriz Hessiana foi desenvolvida no século
XIX pelo alemado Ludwig Otto Hesse, razdo porque mais tarde James Joseph Sylvester lhe deu este
nome. O préprio Hesse, ao contrario, usava o termo determinantes funcionais, pois na otimizagao é
utilizado o determinante da matriz Hessiana, o qual definimos como fungio Hessiana de f e, num
determinado ponto, o chamaremos de o Hessiano de f no ponto.

’f  9*f

- , 9x2  dxdy Pf Rf  Pf S
o Fungdo Hessiana: FH(x,y) = det (Hess[f]) (x,y) = 2F o =53 W axoy

oyox oy

© Hessiano de f no ponto (x, o), denotado por H(xo, o), é:

2f  9%f
0x7  0xdy *f(xo,y0) *f(x0,90) _ *f(x0,40)  9*f(x0,%0)
det (Hess[f]) <x0’ ]/0) - aZf aZf - ox2 . a]/2 B oxdy . ayZ )
dydx  9y? (x0.%0)
Exemplo 13 2y 6xy?
Se f(x,y) = x*y°, entdo a matriz Hessiana é Hess[f] = e, a funcdo Hessiana é
6xy* 6x%y

FH(x,y) = det (Hess|[f]) (x,y) = 12x?y* — 36x2y*. No ponto (2,1), temos H(2,1) = FH(2,1) = —96.

9.1 Classifica¢do dos Pontos Criticos

Como a fungao cresce no sentido do gradiente e decresce no sentido oposto, nos pontos de méximos
e minimos locais o gradiente serd nulo, caso exista.

O ponto P tal que V f(Py) = 0 ou ndo exista V f(Py) é denominado ponto critico de f. A imagem
deste ponto é denominado valor critico de f. Um ponto é dito regular se ndo for critico. Veja que, o
Af(R) _ af(R) _

ox 9y

gradiente é nulo em P se as derivadas parciais se anulam neste ponto, ou seja,

pois ndo ha restrigdo alguma no produto xy.

Exemplo 14
Se f(x,y) = xy, entdo Vf(x,y) = (y,x) = 0 se, e somente se, y = x = 0. Assim, (0,0) é o tnico
ponto critico de f. Note que néo existe (x,y) tal que ndo exista V f(x,y).

Exemplo 15

X
Seja f(x,y) =x-Yy+1—x. Temosque Vf(x,y) = /y+1—1, ———— |, assim:
ja f(x,y) VY que Vf(x,y) (\/V 37 (y+1)2>

. X
o Vflx,yy =0 Jy+1—-1=0e ————==0<x=y=0;
f(xy) VY EN(OESE y
o pVf(x,y) ey=-1,VxeR
Portanto, os pontos criticos sdo (0,0) e os da forma (x, —1). Note que (x, —1) é toda a reta horizontal

y=-—1
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Calculo Integral 10 Wolfram|Alpha

O critério da segunda derivada, o teste do Hessiano, para determinar se um ponto critico (xo, yo) é
extremante de f, é:

(i) H(xo,¥0) > 0 e frx(x0,40) < 0 (ou fyy(x0,¥0) < 0) entdo (xo, yo) € um maximo;
(ii) H(xo,y0) > 0 e frx(x0,¥0) > 0 (ou fyy(x0,y0) > 0) entdo (xo, yo) € um minimo;
(iii) H(xo, y0) < 0 entdo (xo, o) é um ponto de sela;

(iv) H(xo,v0) = 0 o teste é inconclusivo.

Notacao:

9 f(x0, o) 9% f(xo0, o) 9% f(xo0, o) 9% f(xo0, o)
fxx(-xO/yO) = T/fyy(XO,yO) = T’fxy(x()’yo) = W efyx(XO,yo) = ayT

Questao 21 Para cada fungdo, determine seus pontos criticos e use o teste do Hessiano para classifi-
car esses pontos.

@) f(x,y) = x® = 3xy + > () h(x,y) = x° +y* —5x — 32y — 3;
(b) g(x,y) = x* +3xy +y*> — 2; (d) p(x,y) = 3x* +8x3 — 18x% + 6y> + 12y — 4.
Resp.: (a) P1(0,0) sela, P»(1,1) minimo; (b) P;(0,0) sela, P»(3/2,—9/4) minimo; (c) P;(1,2) minimo,
P>(—1,2) sela; (d) P;(0, —1) sela, P>(1, —1) minimo, P3(—3, —1) minimo.

Questdo 22 A temperatura T, em graus, em cada ponto de uma regido plana é dada por por T(x,y) =
16x? + 24x + 40y?. Encontre a temperatura nos pontos mais quentes e mais frios da regido.

Resp.: Py(3/4,0), minimo.

10 Wolfram | Alpha

O Wolfram | Alpha é um mecanismo de conhecimento computacional desenvolvido por Stephen Wol-
fram e sua empresa Wolfram Research. Excelente ferramenta que se demonstra como uma verdadeira
fonte dindmica de conhecimento.

Acesse pelo endereco http:/ /www.wolframalpha.com/ ou baixe seu aplicativo para iOS ou An-
droid.

Alguns comandos tteis para fun¢des de duas varidveis:

1. Digitando “f(x,y)” serd exibido o gréfico da fun¢do f(x,y), o mapa de contorno e algumas
propriedades, como dominio, imagem e sua forma geométrica;

2. Digitando “d/dy f(x,y)” ele exibird a derivada parcial de f(x,y), em relagdo a y.

2
3. Digitando “d/dx d/dy (x,y)” serd determinada % ;

4. Digitando “domain of f(x,y)” ele exibira o conjunto que representa o dominio da funcéo f(x,y);
5. Digitando “grad f(x,y)” serd exibido o vetor V f(x,y);

Se o usudrio estiver logado terd disponivel a versdo interativa, clicando em “Enable interacivity”.
Vale muito a pena!
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