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Calculo de areas de figuras planas (coordenadas polares) de Prof. Eliana Prates

Consideremos o circulo de raio r, e centro na origem tem equacdo polar r = r,, € a reta que passa pela origem

e faz um angulo 6, com o sentido positivo do eixo OX, de equacéo polar 8 = 6,, como figura abaixo.
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A érea de um setor circular de raio r e &ngulo central 6 é igual a A =

Proposicéo 1:
Seja r = r(6) a equacdo polar de uma curva para a < 8 < 3, tal que
p-a<2r er>0. A érea da regido do plano limitada pelas retas

de equac0es polares 0= ae = feacurvar =r(6) éigual a

A:%jrzda

Demonstracao.

. ) - . . dA
Paratodo O tal que a <0 <3, seja A(B) a area como indicada na figura abaixo. Vamos calcular E

dA i AOTAD)-A®D) . AA
d A9 >0 A6 AB — 0 AB
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Para A0 > 0, tomando-se no intervalo [ 6, 6 + A6], ry € r, 0 maior e 0 menor raio, as areas dos setores

circulares com angulo central AO e esses raios sdo
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Para A0 < 0 segue de modo analogo.

p
1
Pelo teorema fundamental do calculo A = A(B) — A(a) = E-[ r’do c.q.d.

Exemplo 3: Calcular a &rea limitada pela cardidide r(6) = a(1 — cos(é))
1 2n ) 1 2n ) )

A :—jr do :—ja .(1-cos0)°do =
2% 29

1

2n
= Eazj'(l— 2¢0s 6 + cos’ 0)do =
0

7

- ~a [[9]2” 2[sen(®)]5™+ = I(1+ cos(28)d6}

_ gaz(zn Lo [sen(zm]gn] -

Observacéo 1: S&o equacdes de cardiodide: r (0) = a(1 £ cos(0)) e r (0) = a(l £ sen(0))

Exemplo 4: Calcular a area limitada pelas pétalas da rosacea r = a sen(26), a>0.

Trata-se de uma rosacea de 4 pétalas. Devido a simetria das pétalas, basta
calcular a &rea de uma delas e multiplicar por 4.

Tt/2

A = 4— j a’sen’(20)do =2a° j (1 — cos(40)do =

_ az([e]glz—%[sen(4e)]6‘/2) _ 2a2(EJ _atn,
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Observagdo 2: S&o equacdes de rosaceas:
r =a.cos(nb) e r =a.sen(nd), paran =1, 2, 3..., que possuem

v' 2n pétalas, se n é par

v n pétalas se n é impar

v
Exemplo 5: Calcular a rea limitada pela lemniscata r* = 4.cos(26).
Como 0 deve ser tal que cos(20) >0, entdo, na 1% volta,

o 3t 5m n

0 e [O'Z] v, [T’T] U [T,Zn]
Devido a simetria dos semi-lacos, basta calcular a area de uma deles e

multiplicar por 4.

nl4

A= 4.% [ 4cos(260)do =4.[sen(2e) rl4
0
4.[sen(z /2)—sen(0)] =4

Observagdo 3: S&o equacdes de lemniscata:

r* =a.cos(20) e r’ = a.sen(26)

Exemplo 7: Esboce a limagon (com lago) de equagéo polar r=a.(1 -
2sen(0)) e determine uma expressdao em integrais que represente a area da

regido do plano que se encontra no interior da curva e fora do

1 /6
lago. A=2-a°| [(1-2sen0)*do+
2 0
3n/2 /2
+ [(1-2sen0)®d0 - [(L-2sen0)*do
i /6

Observacéo 4: So equacdes de limagons:

r=a xh.cos(6) e r =a +h.sen(6) que possuem lago se |a| < |b|
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Exemplo 8: Determine uma expressdo em integrais que represente
a area da regido do plano sombreada na figura ao lado onde temos

0 arco da espiral de Arquimedes de equacdo polarr=0; -1<0<

1 -n/2 nl?2

n. A =2 jezde— jezde
-7 0

2

Exemplo 9: Determine uma expressao em integrais que represente
a area da regido do plano interior a ambas as curvas de equagdes
polares r=1+cos(0) e r=3cos(0)

r =1+ cos( 0) é equacdo de uma cardidide e r =3cos( 0) é equagdo
de um circulo.

Obtendo a intersecédo das duas curvas :

3cos(0) =1+ cos(0) = cos(0)=1/2=

0=%n/3+ 2kn
1 nl3 nl2
A=23 j (1 + cos(0))*de + j 9.cos’ (0)do
0 nl3
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