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Apostila 03: Volume de Sélidos
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“Nao hé ciéncia que fale das harmonias da natureza com mais clareza do que a matematica”
(Paulo Carus)
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1 Introducao

Muito origado por lerem estas notas de aula e por contribuirem nas possiveis corregdes de digitacao
e na apresentacdo das ideias bdsicas para introdugdo dos contetidos que pretendemos estudar na
disciplina Célculo. Elas foram organizadas a partir dos livros indicados na bibiografia, direcionadas
a disciplina de Célculo da UNEB e da UFBA. Nunca esquecam que:

v Esta apostila ndo substitui o livro e jamais deverd ser tratado como tinico texto para seus estudos;

v Esta apostila é nosso “ponto de partida” ou nossa orientagdo na sequéncia dos contéudos que sdo
conversados em nossas “saborosas” aulas de Célculo;

v' Prestem bem atenc¢do com a notagdo utilizada. A matematica possui uma linguagem prépria, por
isso, curta-a!



Calculo Integral 3 Volume do Sélido por Secgdo Transversal

2  Volume do Cilindro Reto

Veremos, inicialmente, a defini¢do de volume do cilindro reto. Para tanto, tomemos um plano « e
uma regido R deste plano com 4rea A(R), limitada por uma curva fechada C, como na figura abaixo.

Consideremos uma reta r perpendicular ao plano « e tomemos r
a superficie cilindrica tal que C seja sua diretriz e r uma geratriz h
(isto é, obtida pela reunido de todas as retas paralelas a r pas- S

TN /
sando por algum ponto de C). B I s

N T

1 : |
Consideremos um plano B, paralelo a «. A regido do es- . ;
pagco limitada pela superficie cilindrica e pelos dois planos é um (
cilindro de base R e altura &, sendo h a distancia entre os dois ——

. Senee. g

planos. Assim, o volume do cilindro é, V = A(R) - h. a C |

3 Volume do Sélido por Seccao Transversal

Consideremos um soélido S ao longo do eixo-x, como mostra figura abaixo.

AV = A(x:) - Ax
A(x;)

RV

Para cada x;, em que a < x; < b, um plano perpendicular ao eixo-x corta o s6lido determinando
no sélido uma secgdo transversal (secgdo plana paralela) de area A(x;). De x = a até x = b, sdo determi-
nadas as areas de todas todas as secgdes transversais desse sélido, sendo b — a 0 seu “comprimento”.

Usaremos a ideia de Riemann para determinar uma férmula, com integrais, capaz de determinar
o volume de S.
Suponhamos que o intervalo [, b] seja subdividido em n sub-intervalos, todos de comprimento
b—a
Ax =
n .
de “base” com 4rea A(x;) e “altura” Ax, assim:

AV = A(x;) - Ax.

. Se x; ¢ um ponto dessa subdivisdo, determina-se um volume de uma secc¢ao “cilindrica”,
Se x; tod bd det 1 d “cilind i
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©) 3  Volume do Sélido por Seccdo Transversal

Uma aproximagdo do volume do sélido é dado pelo somatdério desses varios volumes cilindricos,

V ~ XH:AV = Zn:A(xi) - Ax
i=1 i=1

Quanto mais finas as fatias cilindricas, mais préximo o somatério estard do volume do sélido. Para
tanto basta tomar n — 4-00, implicando Ax — 0. Deste modo o volume do sélido é igual a

b
V = lim ZAV— lim ZA x;) Ax—/ A(x)dx.
a

Ax—>0 Ax—0

Assim, diremos que dV = A(x) dx é o elemento infinitesimal de volume, construido sob um ponto x,
de um “cilindro” de area da base A( ) e altura (espessura) “infinitesimal” dx. Ao somar os infinitos

elementos de volume, temos V = / dV = / x) dx é igual ao volume do sélido.

Observagio 1
Note que, para se ter o volume do sélido, é necessério apenas conhecer a func¢do A(x) que, para
cada x, determina a drea de cada seccdo ao longo do eixo x.

Exemplo 1
Mostre que o volume de um paralelepipedo de dimensées 2 cn, 3 cm e 8 cm é 48 cm?.

Solucdo: Considerando o sélido ao longo do eixo x, como na figura, cada cada sec¢do transversal
é um retangulo de drea A(x) =2-3=6,x € [0,8].

3 cm O elemento de volume é dV = 6 dx. Logo,
—_— - - 8 8
x V:/6dx:6x( —6-8—6-0=48 cm’.
2cm L L
8 cm
Exemplo 2 2
Mostre que o volume (a) do cone de altura / e raio da base r é dado por e que (b) o de uma

2. h

piramide, cuja base é um quadrado de lado ¢, é

Solugdo: (a) Para todo x € [0,4] a secgdo plana é um circulo de R (varidvel) cuja drea é dada por
A(x) = 7t - R%. Precisamos obter R.

R
o r
Rl Rk
E— x 1
eb h h—x
h

% T h k= r(hh_ s
. h . -
1 1
L . r(h—x)

Por semelhanga entre tridngulos (fugura acima) temos que R = 7 Como dV = A(x)dx,
temos ) y 2

av ="T" (12 —2hx + ¥)dx = vz/ dv = ﬂ/ 1% — 2hx + 22 dx.

h2 0 h2 Jo
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Calculo Integral 3 Volume do Sélido por Secgdo Transversal

Calculando esta integral (calcule!) obtém-se o desejado.
(b) Proceda como em (a), observando que a area da secgdo transversal agora serd um quadrado.

Exemplo 3

, 473
Mostre que o volume da esfera deraior é V = .

3

Solugdo: De fato, para todo x € [—r,r] a secgdo plana é um circulo de R (varidvel) cuja drea é dada
por A(x) = 7 - R%. Precisamos obter R.

A(x) 7T T
/ N
b ,' A \ orr=R+x2=>R=vVr-22

O i -—>
—r r 1 x , o A(x) = n(r* — x?)

\ /

AN s o dV = m(r* — x?) dx
T r 3.r 473

Agora é s6 integrar, donde V = / dV = | n(r* —x*)dx =r’x — % — o — %
=i —r —i7
Exemplo 4

Corta-se uma cunha a partir da base de um cilindro de raio r com um plano que passa por um
diametro da base e é inclinado de um angulo de 45° com relagdo a base. Determine o volume dessa
cunha.

Solugdo: Consideremos o didmetro em que o plano corta como eixo x. Para cada x € [—r,7], a
seccdo transversal perpendicular ao didmetro serd um triangulo retangulo e is6sceles (por que?) de

1
catetos medindo v/r? — x2. Desta forma, a érea de cada segéo é dada por A(x) = 5 (1> — x?).

O elemento de volume é

1
dV = E(rz—xz)dx, —r<x<r.

Portanto, o volume é dado por

r

r r 3
V = _rdV:% _rrz—xzdx:%<r2x—%)
—-r
_w
= 5
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@) 4 Volume do Sélido de Revolugdo: Método do Disco e do Anel

3.1 Questoes

Fonte das questdes: apostila de Joseph (DMAT-UFBA)

Q1 Calcule o volume de um tronco de piramide, de altura #, cuja base é um quadrado de lado a e
cujo topo é um quadrado de lado b.

Q 2 Calcule o volume de um sélido que tem base um circulo de raio r e cujas se¢des transversais a
um didmetro da mesma sado triangulos equilateros, todos situados em um mesmo semi-espago em
relagdo ao plano que a contem, e que tém como um dos seus lados cordas da circunferéncia da base,
perpendiculares a esse diametro.

Q 3 Calcule o volume de um sélido que tem base um circulo de raio r e cujas se¢des transversais a um
didmetro da mesma sdo tridngulos retangulos isdsceles, todos situados em um mesmo semi-espago
em relagdo ao plano que a contem, e que tém como um dos seus catetos cordas da circunferéncia da
base, perpendiculares a esse diametro.

Q 4 Calcule o volume de um sélido que tem base um circulo de raio r e cujas se¢des transversais
a um didmetro da mesma sdo triangulos retangulos isdsceles, todos situados em um mesmo semi-
espago em rela¢do ao plano que a contem, e que tém como hipotenusa cordas da circunferéncia da
base, perpendiculares a esse didametro.

Q5 Calcule o volume de um sélido que tem base um circulo de raio r e cujas se¢des transversais a
um didmetro da mesma sdo semi-elipses, todas situadas em um mesmo semi-espago em relacdo ao
plano que a contem, e que tém o eixo menor como cordas da circunferéncia da base, perpendiculares
a esse diametro e a medida do eixo maior igual ao dobro da medida do eixo menor. (Aproveite,
mostre que a drea da elipse de semi-eixos maior a se semi-eixo menor b é igual a 7tab).

Q 6 Calcule o volume de um sélido que tem para base um circulo de raio r e cujas se¢des transversais
a um didmetro da mesma sdo semi-elipses, todas contidas em um mesmo semi-espago em relagdo ao
plano que a contem, e que tém o eixo menor como cordas da circunferéncia da base, perpendiculares
a esse diametro e todas elas tém a mesma excentricidade e.

Q 7 Calcule o volume de um sélido que tem para base uma elipse de semi-eixo maior e menora e b,
respectivamente, e cujas segdes transversais ao eixo menor sdo semi-circulos, todos situados em um
mesmo semi-espago em relagdo ao plano que a contem, e tendo para didmetros cordas da elipse da
base, perpendiculares ao eixo menor.

Q 8 Calcule o volume de um sélido que tem para base uma elipse de semi-eixo maior e menora e b,
respectivamente, e cujas se¢des transversais ao eixo maior sdo semi-circulos, todos situados em um
mesmo semi-espaco em relacdo ao plano que a contem, e tendo para didmetros cordas da elipse da
base, perpendiculares ao eixo maior. (Observe que esse volume é menor do que o volume do item
anterior).

Q9 Calcule o volume do sélido de base B = {(x,y) € R?y?> < x < 3 — 3y} cujas se¢des por planos
perpendiculares ao eixo x sdo quadrados com um lado apoiado em B.

4 Volume do Sélido de Revolug¢ao: Método do Disco e do Anel

Considere o sélido gerado pela rotagdo da curva y = f(x) em torno do eixo x no intervalo [a, b], como
mostra a figura abaixo.
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Calculo Integral 4 Volume do Sdélido de Revolugido: Método do Disco e do Anel

y=fx) r=f(x)

Vimos que o volume do sélido, por secgdo plana, é dado por

n n b
V=1 AV = 1i A(x;) - Ax = A(x)d
A:lgloi; A;lgoi; (xi) - x /a (x) dx,

em que dV = A(x) dx é o elemento infinitesimal de volume, construido sob um ponto x, de um “cilin-
dro” de drea da base A(x) e altura (espessura) “infinitesimal” dx.

Pelo método do disco, cada se¢do plana tem drea igual a drea de um circulo, cujo raio é dado pela
distancia da curva até o eixo de rotacdo que, neste caso, é igual a f(x). Assim, A(x) = - [f(x)]*>e o
volume do sélido de revolugdo obtido pela rotagdo da curva y = f(x), no intervalo [a, b], é

n b
= 1 . . 2 . . = 2
V= ngrfoo;n [f(x:)]" - Ax; n/a [f(x)]* dx.
O elemento infinitésimo é dado por dV = 7 - [f(x)]? dx.

Exemplo 5
Seja R a regido do plano delimitada pelo eixo x e pelo ramo de pardbola y = /x, para 0 < x < 2.
Determine o volume do sélido obtido pela rotacao de R, em torno do eixo x.

Solugdo: Para cada x € [0,2], a segdo transversal ao eixo x é um circulo gerado pela rotagdo do

segmento vertical (raio) de comprimento y = /x. Assim, A(x) = 7t - (1/x)? e 0 volume do sélido é

igual a
2 2
V:n/ xdx:n-x‘ = 2.
0 0
/ / raio = /x
1+ 1+ :
0 [
\ i
5 x ! ’ X
/ |
-1+ -1+ :

Observagao 2 i
Se a regido for girada em torno do eixo y ao invés do eixo x, teremos V = 7 / [f(y)]* dy.
c
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@ 4 Volume do Sélido de Revolugdo: Método do Disco e do Anel

Exemplo 6

Um fazendeiro construiu um recipiente formado por um cilindro circular reto de raio 3 m e altura
4 m e por um cone de 6 m de altura. Determine a capacidade total de armazenagem do recipiente,
em metros ctibicos.

Solucgdo: Sendo V; o volume do cone e V, o do cilindro, o volume desejado serd a soma deles,

V = Vi + V,. A geratriz do cone é um reta de inclinagdo g = 2 e que passa pela origem. Logo a reta
tem equagdo y = 2x ou x = f(y) = y/2. Assim,
Y

6 4,2 6 .63
_ Y _71"3‘_71’6_ 3
Vz—n/ —4dy——12y0— > =181 m

’ 1 | %
Como o raio do cilindro é 3, vamos rotacionar a reta x = g(y) = 3, no M
intervalo [6, 10] (pois 1 = 4). Dai, temos: ¢

10 10
Vo=11 32dy:97fy‘6 =97 (10 — 6) = 367t m°. w
6 v

Portanto, V = 367 + 187t m® = 5277 m®. v

Observacgio 3
Se a 4rea de revolugdo é limitada por duas fungdes y = f(x) ey = g(x), tal que f(x) > g(x), para
todo x € [a,b], entdo teremos o elemento de volume um anel dado por:

dv = rlf(x)]2 dx — xlg(x)]? dx
de forma que o volume é dado por
b
V= [P =gl

Note que o vao interno é descontado pela subtragdo dos dois volumes.

Exemplo 7
Determinar o volume do sélido obtido pela rotagdo da regido limitada pelas curvas y = x> ey =
x+ 2.

Solugdo: Precisamos identificar a regido para determinar o
intervalo de integragdo. Igualando as funcdes, (2,4)

x2:x+2,

encontraremos os valores de x que possuem ordenadas
iguais (intersecdo das curvas). Esses valores sdo x = —1 (-1,1)
e x = 2, os pontos sdo (—1,1) e (2,4), como mostra figura

ao lado. f T T T
l x
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Calculo Integral 4 Volume do Sdélido de Revolugido: Método do Disco e do Anel

Adotando f(x) = x + 2 e g(x) = x?, temos:

2 2
V:n/ [x-I-Z]Z—[xz]de:n/ P 4dax+4—xtdx=...
—1 -1

Exemplo 8
Encontre o volume do sélido obtido pela rotagdo da circunferéncia x> +y? — 4x + 3 = 0 em torno do
eixo y.

Solugao: Completando quadrado, temos:

x2+y2—4x+3:O@x2—4x+4—4+y2+320<:>(x—2)2+y2:1,

isto é, circunfréncia de raio 1 e centro em (2,0). Isolando x, temos x = iM + 2. Observe

que o volume do sélido é formado pela diferenca do volume obtido pela rotagdo da curva x; =

V1 —x2 + 2 (semiciculo a direita) com o volume obtido pela rotagio do semicirculo a esquerda
—+/1 — x2 + 2. Portanto, o volume seré iguala V = V; — V,, calculado abaixo.

1 2
Y, V:/ 1—p2+2) —(=/1-p2+2) d
- o[ (Vim#r2) - (-vi-sva) o
—-_~ 1* = — 2
- ~ (_7/‘\ 87r/ \/1—y*dy
/2
8/ /1 — sen2(6) - cos(8) db
T s sen?(0) - cos(0)

w/2 /2
— 8 / cos2(0) d6 = 47t / 1+ cos(26) d6
—7t/2 —7t/2

20|
= 4m (9+Sen§ ) ) =277
—7t/2

2

|
jola
/
I
lNa
\
\
s
|H
[y
I
T
7R
R;_\\
{
=
Il

d

4.1 Questoes

Q 10 Determine o volume do sélido de revolucao gerado pela rotagdo em torno do eixo x, da regido
R delimitada pelas curvas dadas em cada item.

@y=x+1,x=0x=2ey=0; (e)y:xey:xz;

(b)yzxzeyzx?’; OHy=1/x,x=1,x=2ey=0;
@Qy=x,x=-l,x=1ey=0; gy=x*+1,x=0,x=2ey=0;
dDy=vx—1,x=2x=5ey=0; (h) y = cos(x), y = sen(x),x =0e x = /4.

Q 11 Determine o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotagdo, em torno da reta y = 2, da
regido R indicada abaixo:

@Ry=1-x%y=2,x=-2ex=2 (B Ry=4e2y=7-x1<x<3.

Q 12 Calcule o volume do sélido obrido pela rotacdo da regido limitadas pory =2+ x/2,y =1,
x=1lex=2emtornodaretay = 1.
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©) 7 Respostas das Questdes

Q 13 Seja R a regido do plano limitado pelas curvas y = y/x e y = x. Dé a expressdo em integrais
(ndo é preciso calcular) que representa o volume do sélido obtido, nos seguintes casos:

(a) R gira em torno do eixo y; (b) R gira em torno da reta x = —1;

(c) R gira em torno da reta y = 2.

Q 14 Seja R a regido do primeiro quadrante limitada por y = 1+ x2 e pela reta y = 2. Dé a expressdo
em integrais que represente o volume do sé6lido obtido pela rotagdo de R em torno de:

(@ Eixox; (b)y=3; (c)x=-1
Q 15 Seja R a regida limitada pela hipérbole y = % epelasretasx =2ey = 2.

(a) Encontre o volume do sélido obtido pela rptagdo de R em torno de y = 2;

(b) Dé a expressao da integral que permite calcular o volume gerado pela rotacdo de R em torno de:
bl)y=0;, b2)y=3;, (b3)x=0;, (b4)x=2.

5 Volume do Sélido de Revolug¢ao: Invélucro Cilindrico

Consultar ... ... a apostila de Joseph (UFBA):

https:/ /twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/Aplicacao.pdf

Nao deu tempo de digitar!

6 Referéncias

1. Diva Flemming — Célculo B;

2. Eliana Patres / Joseph Yartey - DMAT /UFBA;

3. Humberto José Bortolossi — UFF/R]J;

4. James Stwart — Calculo;

5. Louis Leithold — O Célculo com Geometria Analitica;

6. Piskunov — Célculo Diferencial e Integral.

7 Respostas das Questoes

© 01 Vzg(a2+ab+b2).
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Calculo Integral 7 Respostas das Questdes

Q2 Vz#r?
Q3 V:§r3.

Q4 V:§r3

Q5 V:%Ir?
Q6 V:?’\/%r3
Q7 v:zngzb.
Qs szngbz.
Q9 V=6

Q10 (a)267/3; (b)27/35; (c) 271/7; (d) 157/2; (e) 271/12; (f) 71/2; (g) 20671/15; (h) 1571/2.

2
Q 11 (a) Sélido macico (sem oco), raio = 2 — (1 —x?) = 1+x?, 2 < x < 2eV = n/ (raio)?dx =
2

7—x\  1+x
2 2

.1 §x§3eV:7t/ (mio)zdx:147r/3.
1

4127t /15; (b) S6lido macico (sem oco), raio = 4 — (

2
Q12 Solido macico (sem oco), raio =2 +x/2—1=1+x/2,1<x<2eV = n/ (raio)? dx = 37m/12.
1

1

Lo 4 ! 2 2 2 2 2
Q13 (a)V:n/O 2y dy;(b)Vzn/O (y+ 12— (2 +1) dy;(c)V:n/O (2-x)? - (2— V) dx.

Q14 (a)v:n/l'zyqdy;(b)v:71/01 (Z—xz)z—ldx;(c)V:ﬂ/lz(\/yTl+1)271dy.

2 2 2 2
Q15 (a)157r/2—87rln(2);(b1)V:n/ 4—%dx;(b2)V:7r/ <3—1) —1dx;(b3)V:7r/ 4
1/2 X 1/2 x 1/2

1Cl b4) V ? 2 12d
EEACY ‘”/m(_&) .

10 ‘ Adriano Cattai



7 Respostas das Questdes

Texto composto em IATEX 2¢, Cattai, 10 de setembro de 2014
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