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1 Introducao

Muito origado por lerem estas notas de aula e por contribuirem nas corre¢des de digitacdo e na
apresentacdo das ideias basicas para a iniciacdo no Calculo Integral. Elas foram organizadas a partir
dos livros indicados na bibiografia, direcionadas as disciplinas de Calculo da UNEB e da UFBA.

Tomem atencédo aos seguintes fatos:

v Esta apostila ndo substitui o livro e jamais deverd ser tratado como tinico texto para seus estudos;

v Esta apostila é nosso “ponto de partida” ou nossa orientacdo na sequéncia dos contéudos que sdo
conversados em nossas “saborosas” aulas de Célculo;

v' Prestem bem atengdo com a notagdo utilizada. A matemadtica possui uma linguagem proépria!



Calculo Integral 2 Notac¢do Sigma para Somas

Geometricamente, os fundamentais problemas do cédlculo sdo o de encontrar a inclina¢do da tan-
gente a uma curva e, a determinagdo da area de uma regido limitada por curvas. A derivada estd
relacionada com a tangente e a integral definida com o calculo de dreas de certas regides do plano
cartesiano.

A drea de uma regido limitada por retas é facilmente calculdvel empregando as férmulas conheci-
das. Por exemplo, a drea de um retangulo é o produto do seu comprimento pela sua altura; a drea de
um tridangulo é a metada do produto de uma base pela altura correspondente e a 4rea de um poligono
pode ser obtida decompondo-o em tridngulos.

b b

A integral de uma funcdo foi criada originalmente para determinar a drea sob uma curva no
plano cartesiano aprofundando o conceito de que hd uma soma de pequenos segmentos de area para
cada ponto em uma curva. Delimitando uma se¢do da curva, através da adogdo apropriad de um
intervalo, temos uma area definida, a qual chamamos de integral definida. Para o cdlculo desta drea, de
regides delimitadas por gréficos de fung¢des, utilizamos a teoria de limite para somar infinitos termos.

Antes de detalhar o processo para encontrar a referida drea faz-se necessario a observacdo de
conceitos que serdo tteis para seu desenvolvimento, o préximo tépico abordard a somatdria, um
procedimento que facilitara o estudo das somas sucessivas que propomos analisar.

2 Notacao Sigma para Somas

A defini¢do da integral definida utiliza a soma de muitos termos. Assim, para expressar tais somas,
introduzimos a notagdo grega, cujo simbolo é ) | que corresponde  letra S para significar “a soma

6
de todos os termos”. Por exemplo, em vez de escrever 1+ 2 4 3 44 4 5 4+ 6 podemos escrever E i,
i=1
tomando a convengdo de que i assume valores de 1 até 6. Mais geralmente, temos:
n
Y F(i) = F(k) + F(k+1) + F(k+2) + F(k+3) 4+ ...+ F(n).
i=k
em que k e n sdo nameros inteiros com k < n. O ntmero k é o limite inferior da soma e, n o limite
superior da soma. O i é denominado indice da soma.

Algus exemplos de utilizagdo do sigma para somas:

4

n
1
(a) Soma dos 1 primeiros ntimeros naturais: Y i =1+2+3+4+5+...+n= n(nz-i- )’_
i=1
n 1)(2n+1
(b) Soma dos n primeiros quadrados dos naturais: Z 2 =14+4+9+16+...+n* = nint )6< ),
i=1
n 3 1/12(1’1 + 1)2
(c) Soma dos n primeiros cubos dos naturais: Zz =1+8427+64+...+n° = — 1

i=1

De tal modo que a fungéo seja continua neste intervalo e seu gréfico fique todo acima (ou todo abaixo) do eixo x.
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@) 3 A Integral de Riemann

(d) Soma dos n primeiros naturais a quarta poténcia:

n

2 J—
Y it = 14164814256 +...+n* = ”<”+1)<2”+;())(3” +3n—1).
i=1

n
(e) Soma dos n primeiros niimeros naturais pares: Z 20=24+44+6+8+...+2n=n(n+1);
i=1

n
(f) Soma dos n primeiros ntimeros naturais impares: Y [2i —1=1+3+5+7+...+2n1—1= n’.
i=1

Algumas propriedados de um somatério que, mais adiante, justificardo as propriedades da integral
definida, sdo:

n n m n
(l)gc =ctct... fc=n-g (iii) ZP(z) = ;p(z) + ‘_E F(i), parak < m < n;
=t n vezes i=k i=k i=m+1

n n

(i)

1=

n n

c-F(i)£G(i)=c- ZP(i) + 2@(1'); (iv)

1 1=1 1=1

A
ing
Jucl

3 A Integral de Riemann

O conceito de integral definida estd ligado a necessidade de encontrar a drea de regides limitadas por
curvas e, especialmente, limitadas por graficos de funcdes. Aqui, estamos interessados no processo
de integracdo chamado a Integral de Riemann. Para essa finalidade, consideramos uma regidao R em
um plano coordenado, delimitada por duas retas verticais x = a e x = b e pelo grafico de uma fungdo
f continua e ndo negativa no intervalo fechado [, b], conforme a figura abaixo.

v /

Como f(x) > 0 para todo x € [a,b], o grafico de f ndo tem parte alguma abaixo do eixo x. Seja
A(R) a 4rea desta regido, a qual queremos definir.

Para chegarmos a esta defini¢do, vamos dividir o intervalo [4, b] em n subintervalos
[xO/ X]], [xll xZ]/ sy [xi/ -xi-l—l]/ ey [xnfll xn]/

em que Xo, X1, X2, . . ., X, a0 elementos de [a,b] com a = xp, b = x, e n um inteiro positivo arbitrario.

Ax
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Calculo Integral 3 A Integral de Riemann

O Conjunto P de todos esses subintervalos [x;, x;11], 0 < i < n, é chamado uma Parti¢io do
—a

intervalo [a, b]. Em que Ax = x;1 — x; denota o comprimento de i-ésimo subintervalo. Se Ax =

n
entdo temos uma partigio regular, ou seja, cada subintervalo tem o mesmo comprimento. Note que
Xo=a, x1=a+Ax, xp=a+2Ax, x3=a+3Ax,...,x;=a+iAx,..., x, =a+nAx =0b.

Considerando esta parti¢do do intervalo [a, b], vamos dividir a regido R em muitos retdngulos de
igual largura Ax de duas formas:

(i) cada retangulo esteja completamente inscrito no grafico de f e intercepte o grafico em pelo menos
um ponto, conforme ilustrtacdo abaixo na cor avermelhada;

(ii) cada retangulo nao esteja completamente inscrito no gréfico de f, e intercepte o gréfico em pelo
menos um ponto, conforme ilustrtacdo abaixo na cor azulada.

Xo X1 X2 X3 Xi—1|Xi Xn—1 Xn

Note que a soma de todos os réngulos inscritos ¢ um niimero menor do que a drea da regido R e
que a soma dos outros ultrapassa o valor da area de R. Claramente vemos que a 4rea desejada esta
entre esse dois valores, ou seja,

Sinf S A(R) S Ssup

em que Siy¢ denota a Soma Inferior e Ssyp a Soma Superior. Vejamos como definir esta drea.

Escolhemos um ponto em cada subintervalo da parti¢do P. Seja w; o ponto escolhido em [xo, x1],
tal que xgp < wy < x7 e, wp o ponto escolhido em [x1, x2], tal que x; < wy < x; e, assim sucessivamente
de modo que w; seja o ponto escolhido em [x;_1, x;] de tal sorte que x;_1 < w; < x;. Como f é continua
em [a, ], entdo f é continua em cada subintervalo. Pelo teorema do valor intermedidrio, garantimos a
exiténcia de f(w;), para cada w;. Deste modo, para cada i, construimos um retangulo de largura Ax e
altura f(w;), em que f(xi—1) < f(w;) < f(x;) ou, o contrario conforme o crecimento/descrecimento
de f. Indicando a 4rea de cada i-ésimo retangulo por A(R;) = f(w;) - Ax temos:

Se n for muito grande ou equivalentemente Ax muito pequeno, entdo a soma de todas as dreas dos
retdngulos deve aproximar-se da drea da regido R. Assim o cdlculo aproximado da drea da regifio R é:

A(R) ~ §A<Ri> - éf(wi) A%,

n
Logo, Sins < Z A(R;) < Sgup.
i=0
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@) 3 A Integral de Riemann

Defini¢do 1 (Soma de Riemann)

n
Asoma ) _ f(w;) - Ax é denominada Soma de Riemann f no intervalo [a, b].
i=0

A integral definida é obtida quando fazemos os retangulos tdo pequenos que poderemos conside-
rar suas bases quase nulas, para isso tomamos o limite com n — +oc0 ou, equivalentemente, Ax — 0.

Deste modo
n

. < T N < T
ngr-&r-loo Smf - ngr-{looi:zlA(Rl) - ngr-{loo Ssup-

Como lim S,y =
—r+00

lim Sgyp, pelo teorema do sanduiche, temos a seguinte definicdo:
n —+00 Sup

n

Definicdo 2 (A Integral Definida)

Seja f uma fungdo continua (ou secionalmente continua) definida em um intervalo fechado [a, ].
b
A integral definida de f desde a a b denotada por / f(x)dxé
a

n

b
WOLS / F(x)dx ::ng%i; Flwy) - bx

desde que este limite exista. Se o limite existe, diremos que f é integrdvel em [a, b].

Observagio 1
(i) O processo de determinar o limite na defini¢do anterior é chamado cdlculo da integral definida;

b
(if) Na notagdo / f(x) dx os numeros a e b sdo os limites de integracdo; onde 4 é o limite inferior
a
e b é o limite superior. f(x) é chamado integrando, e o simbolo dx, que sucede f(x), est4
associado ao incremento Ax;

iii) Na notacdo da integral definida pode-se usar outras letras que nédo seja x. Isto é, se f é inte-
C g p q )
gravel em [a, b], entdo

b b b b
[ fwax= [ fs)ds= [ fydr= [ fuyan=...
a a a a
Por essa razdo a letra x na defini¢do da integral definida, ¢ chamada de varidvel muda.
(iv) O valor de uma integral definida é um ntimero, e ndo uma familia de antiderivadas como

ocorria com a integral indefinida. Este ntimero podera ser positivo, negativo ou nulo.

¢ positivo quando f for ndo negativa;

¢ negativo quando f for ndo positiva;

¢ nulo quando a “por¢do” ndo negativa for igual a “porgdo” ndo positiva.

Veja ilustragdes abaixo:

7 N
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Calculo Integral 3 A Integral de Riemann

Perceba com esta observacdo que a integral definida ndo nos da, necessariamente, o valor da
drea. Para que a integral seja a drea é necessario que f ndo assuma valor negativo algum ou, quando
assumir, basta multiplicar por —1. Vejamos a seguinte definicdo:

Defini¢io 3 (Area da regiio sob o grifico de uma fungio)
Seja f uma fung¢do continua (ou secionalmente continua) definida num intervalo fechado [4, b] e

R a regido limitada pela curva y = f(x), o eixo x e as retas x = a e x = b. Entdo a medida da
drea de R é dada por:

" flx) se f(x) > 0,¥ x € [,b];
A(R) = ab F(x) dx se f(x) <0,¥ x € [,b];
\ /Cf(x) dx + ‘/bf(x) dx| sef(x)>0,Vxe[adef(x) <0,Yxelcbla<c<b.
Exemplo 1

2

Determinar a drea da regido limitada pela curva y = x~, 0 eixo x e a reta x = 3.

Solugdo: A figura mostra o i-ésimo retangulo. Aplicando a definicdo de &rea, dividimos o
intervalo [0, 3] em 1 subintervalos temos:

. .2
y A _ 3 —i.A _ N2
x=—, x=i-Av=— e f(x;) o
Logo,
9% 3 27 ,
f(xl)Ax:ﬁE_ml
Portanto,
f(xi) n n o7 7 &
— 1 Y. — 1 _.'2: 1 - . 2
AR) = Jlim ) flx)-bx = Hm ) 5= lim S5 L
.27 n(n+1)(2n+1) 9 . 2n3+3n’+n
= lim =- =_. lim —M——
n—-+oo 13 6 2 n>too ns
9 3 12 9
% = Z. 2. —_Zhh_
2 dm 244 = 3-0+0

Observagdo 2
(i) Neste exemplo, f é ndo negativa no intervalo [0, 3]. Assim, o célculo que acabamos de fazer é

3
justamente o da integral definida, ou seja, / x*dx =9;
0
x3 33 0
(i) Note que F(x) = ) é uma primitiva para f(x) = x> e que F(3) — F(0) = 33 = 9.
Coincidéncia ou ndo? Claro que ndo! Este fato deve-se ao Teorema Fundamental do Célculo,
que veremos ja ja!
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© 4  Propriedades de Integral Definida

Exemplo 2
Dé a expressdo em integrais que determina a drea da regido limitada pelo grafico de fungdo f(x) =
x> — 2x? — 5x + 6 e 0 eixo x, no intervalo [—1,2].

Solucio:
y

Iremos expressar a drea em integrais e, a0 mesmo tempo, exi-
bir como obter o valor desta drea. Nao se assuste. Essa téc-
nica de calcular veremos mais adiante quando falarnmos do Te-
orema Fundamental do Célculo. Por hora, concentre-se apenas
em identificar a regido e a integral.

1 2
A(R) = / ¥ —2x> —5x+6dx + / x® —2x% —5x + 6dx
-1 1

_ x_4_2_x3_5_x2+6x1 P E N |
N 2 1 4 3 2 1
_ ‘ 157
4 Propriedades de Integral Definida
a
(P1) Limites de Integracgdo Iguais: / f(x)dx =0.
a
Isso é 6bvio pois o intervalo [a, a] é degenerado com Ax = 2 ; 0.
b
(P2) Limites de Integra¢do Invertidos: / f(x)dx / fx
a
Se o intervalo de integragéo for [b, a], entdo Ax = = ; a’ que é fator determinante
do sinal.

(P3) Fator (constante) do Integrando: / -f(x)dx =c- / flx

Pois,/ c- f(x)dx = lim Zc (w;)Ax =c¢- lim Zf w;)A
a

(P4) Adigao: /ﬂb f(x)+g(x)dx = /b f(x)dx + /b g(x)dx

*H’OO

Pois, /bf(x)-l—g(x) dx = lim Zf w;) +g(w;))Ax = lim Zf wi)Ax+ lim Zg w;)A

Podemos estender a um namero finito de fungdes f1, f2, f3, . . ., f integraveis em [a, b].

b c b
(P5) Se¢des Complementares: / f(x)dx = / f(x)dx -I—/ f(x)dx,emquea < c < b.
a a c

http://cattai.mat.br |7



Calculo Integral 4 Propriedades de Integral Definida

Particionando os intervalos [4,c| e [c,b], em k e n subintervalos, respectivamente, temos

Ax = c—¢a e Ax = u Portanto,
k n
b n c b
/ f(x)dx = lim Zf wi)Ax+ lim Y f(w;)Ax = / f(x) dx+/ f(x)dx
a k—+ OO n—r+o00 k1 a c
/ flx
(P6) Média ou Valor Médio de uma Fungio: ,emquea < c <b.
¢ q

Particionando o intervalo [, b] em n submtervalos, tomemos os 1 + 1 pontos
Xo < X1 <Xp<xz3<...<x<x;-1<2Xy
e seus n + 1 valores funcionais

f(x0), f(x1), f(x2), f(x3), -, f(xi), f(xn1), f(2)-

Assim, a média aritmética destes valores é

o fxo) + f(x1) + flx2) + fxa) + ... 4 f(xi) + f(xn1) + f(xn)

n+1
Dai, tomando o limite com n — 400, temos a propriedade.

Essa propriedade nos permite calcular o valor de médio de um conjunto continuo de pon-
tos, tal como uma imagem de uma funcdo continua definida em um intervalo.

Exemplo 3

(a) Determine o valor médio da fungéo f(x) = x?

, no intervalo [0, 3];

(b) A lei representativa da temperatura (em graus Celsius) em uma casa, que servird de galeria,
(7 —8)
10
representando meia-noite. Para a elaboracdo do projeto de climatizagdo da galeria, pede-se

determinar a temperatura média didria.

durante um dia é dada por T = 27 4 5sen [ ] ,em que t é o tempo em horas, com t = 0

Solu¢ao:
(a)
O valor médio de f em [0, 3], é dado por
Y
p 1 3 2
) = —— - x“dx = 3,
f@=5—5/
5,
pois ja calculamos / x“dx =9.
0
Resolvendo a equagdo x> = 3, no intervalo [0,3], temos o
ponto onde ocorre, que é em x = \/5
flc)=3
A interpretacdo geométrica para tal fato é que, supondo f po-
sitiva, existe um retangulo de altura f(c) que possui a mesma
drea compreendida entre o gréafico de f e o eixo x, com x
variando de a até b. Assim, a drea da regido é a mesma

I
x
c=+3 3 que o produto de b —a por f(c). Neste exemplo, temos
A(R)=(3-0)-3=09.

8 | Adriano Cattai



@ 5 Area entre Curvas

(b) O valor médio de T em num dia, é dado por

1 24

T(c) = 20 J, 27 4 5sen [M] dt = cadé o TFC? = 26,3°C.

10

5 Area entre Curvas

5.1 O caso em que a fungio é da formay = f(x)

Considere duas fungdes f e g tais que o grafico de f esteja sempre acima do gréfico da g para valores
de x entre 2 e b. Uma regido Rx é uma regido que estd compreendida entre os gréficos das duas
equagdes da forma y = f(x) e y = g(x), conforme figura abaixo.

Para cada x; € [a,b], consideramos o i-ésimo retadngulo de base Ax e altura h(x;) = f(x;) — g(xi),
que representa a distadncia vertical entre os graficos de f e g. A darea deste retdngulo é dado por
[f(x;) — g(x;)] - Ax. Se subdividirmos o intervalo [a, b] em vérios sub-intervalos de comprimento Ax,
e sobre cada um deles construirmos i-esimos reténgulos como descrito, teremos a area entre as duas
curvas, compreendida entre as retas verticais x = a e x = b, dada aproximadamente por

A(Rx) =~ Zn:[f(xl) —g(x;)] - Ax.

i=1

ortanto, a drea entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais x = a e x = b, sera dada
Portant t d did t t t b dad
pelo limite de tais somas integrais (de Riemann), quando Ax — 0, ou seja, serd dada por

n

A(Rx) = i Y [() —g(x)] - = [ [f(x) — ()] dx.

n—r+00 =

Indicando a unidade de 4rea (ou elemento infinitesimal de drea) por dA = [f(x) — g(x)] dx, temos

b
que A :/ dA.
a

http://cattai.mat.br | 9



Calculo Integral 5 Area entre Curvas

Diretrizes para achar a drea de uma regiao Rx:

1. Esbogar a regido limitada por y = f(x), por y = g(x) e as fronteiras direita e esquerda;
Determinar o menor valor x = a e o maior valor x = b entre os pontos (x, y) da regido Rx;

Desenhar um retangulo vertical tipico, designando a sua largura por dx;

R

Expresse a drea do retangulo como dA = [f(x) — g(x)] dx, com f(x) > g(x);

o1

b
Calcular / dA.
a

5.2 O caso em que a funcio é da forma x = f(y)

Considerando a equagdo da forma x = f(y), continua em |[c, d], estaremos na verdade invertendo os
papéis de x e y, admitindo y como a varidvel de integragdo. Ou seja, y como varidvel independente
e x a varidvel dependente. Uma regido Ry é uma regido que estd compreendida entre os graficos de
duas equacdes da forma x = f(y) e x = g¢(y), com f e g continuas e f(y) > g(y) para todo y em
[c,d], onde ¢ e d sdo respectivamente a menor e a maior coordenada y dos pontos da regido. A figura
abaixo ilustra tal regido.

Yy

Observe que, para qualquer y, f(y) — g(y) repre-
senta a distancia horizontal entre os graficos de f

e g, conforme figura ao lado.

Dessa forma a drea da regido Ry, que é a drea entre
as duas curvas, compreendida entre as retas hori-
zontais y = c ey = d, serd dada pela integral

Ay T

d
A(Ry) = [ 1F) = 5(w)] d.

Indicando a unidade de édrea (ou elemento infini-
tesimal de area) por dA = [f(y) — g(y)] dy, temos

d
que A = / dA.
c

x
Diretrizes para achar a drea de uma regido Ry:

1. Esbogar a regido limitada por x = f(y), por x = g(y) e as fronteiras acima e abaixo;
Determinar o menor valor y = ¢ e o maior valor y = d entre os pontos (x,y) da regido Ry;

Desenhar um retangulo horizontal tipico, designando a sua alura por dy;

R

Expresse a area do retangulo como dA = [f(y) — g(y)] dy, com f(x) > g(x);

d
5. Calcular / dA.
C
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@ 5 Area entre Curvas

5.3 Area daregido limitada por mais de duas curvas

Neste caso, em que a regido é limitada por mais de duas fun¢des, podemos obter a drea da regiao
fazendo decomposicdes em dreas limitadas por duas fungdes e retas paralelas ao eixo-y, se a regido
for Rx, (ou eixo-x, se a regido for Ry), como ilustra o seguinte exemplo a seguir.

Exemplo 4
Dé a expressdo em integrais que determina a area da regido R limitada pelas curvas xy = 4,y = 4x e
x = 4y.

4
Solugdo: Considerando f(x) = 4x, ¢(x) = 2 eh(x) = s intersesegdes entre as curvas f e
g, f e h, e g e hsdo obtidas igualando as fungdes, duas a duas, como segue:

4
x

4

4x:£; 4x = eE:—:>15x:O; =1 e x*>=16.
4 4 x

As solugdes sdo x = 0, x = +1 e x = £4, respectivamente. A seguir o esbogo gréfico destas fungdes
e, portanto, a regido R.

Y f
4_
h(x;)
g
1_
—1
4 1 R
—4-1
— 44

Da figura, temos:

-1y 4
x

AR = [ 1§~

Ou, por conta da simetria, podemos também escrever:

0 x 1 X 44 x
dx+/_]z—4xdx+/04x—1dx+/l E_de'

1 4
A(Rx) =2- [/0 4x—zdx—|—/1 %—zdx}

http://cattai.mat.br ‘ 11



Calculo Integral 6 Teorema Fundamental do Calculo

6 Teorema Fundamental do Calculo

O TEC - Teorema Fundamental do Célculo - foi estabelecido independentemente por Sir Isaac NEW-
TON (1642-1727) na Inglaterra e por Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) na Alemanha. Este
teorema estabelece uma conexdo surpreendente entre as integrais indefinidas e as integrais defini-
das. Esta conexdo é dada por uma férmula, também conhecida como férmula de Newton-Leibniz.

Vamos fazer uma deducdo geométrica desta fantastica férmula.

Considere a fungdo A(x), que denota a drea da regido limitada pel grafico de f, acima do eixo
x entre os nimeros a ex. Para descobrir a relacdo entre A e f, considere que x aumentada por uma
quantidade Ax. Isto aumenta a drea em AA. Sejam f(m) e f(M) os valores minimos e méximos de f
no intervalo [x, x + Ax|, como mostram asfiguras abaixo.

y y yA

b b b

[ [ [ [ [ [
x x+Ax ¥ a x x+Ax ¥ a x x+Ax ¥
H H H

Ax Ax Ax

Conforme indicado nas figuras acima, podemos escrever a seguintes desigualdades:

Fm) - Ax < AA < F(M) - Ax = f(m) < 52 < f(M)

Tomando limite com Ax — 0, temos:

Jim ) < Jim 52 < Jim (M) = f(2) < A3) < £

Assim, temos que f(x) = A’(x). Ou, em outros termos, sendo F(x) uma primitiva de f(x), vemos
que a A(x) = F(x) + K. Como A(a) = 0, seque que K = —F(a). Entdo, A(x) = F(x) — F(a),
implicando que,

E, adotamos a seguinte notagao:

[ fear =

Assim, podemos enunciar o Teorema Fundamental do Célculo, o qual dividiremos em dois te-
oremas: o Primeiro Teorema Fundamental do Cdlculo e o Segundo Teorema Fundamental do Cdlculo. O
primeiro da a derivada da fungéo F definida com uma integral definida tendo um limite superior

variavel, ou seja, F'(x [ / f(t dt] = f(x). J4 o segundo teorema, o mais famoso, estabelece

uma conexao surpreendente entre as integrais indefinidas e as integrais definidas. Esta conexao é a
férmula também conhecida como férmula de Newton-Leibniz.

12 ‘ Adriano Cattai



©) 6 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 1 (O Teorema Fundamental do Calculo)
(i) Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a, b] e seja x qualquer nimero neste intervalo.

Se F for uma fungdo F(x) = / f(t)dt, entdo F'(x) = f(x);
a

(i) Se f uma fung¢do continua no intervalo fechado [4,b] e seja F uma primitiva de f. Entdo,

/bf(x) dx = F(b) — F(a).

Exemplo 5
Podemos definimos a fungdo logaritmo natural
como sendo uma area. De fato, para x > 1, temos

In(x) = /1 %dt A(x) = In(x)
, d [[*1 1 d , |
Veja que I [/1 7 dt} =T O [In(x)]. 1 X t

Exemplo 6 (do Prof. Eduardo N. Lages — UFAL)

Tanto para o célculo da carga térmica solar quanto para o estudo da iluminag¢do natural do Museu
Oscar Niemeyer (Curitiba/PR), precisa-se conhecer a drea da superficie envidragada da fachada la-
teral. Tem-se conhecimento das dimensdes principais da fachada e de que as curvas limitantes sdo
parébolas.

y _
13m
| P : . 2 \_/ X 4m
http:/ /www.museuoscarniemeyer.org.br I 70 I N
™ m :

Por simplicidade, colocaremos o eixo coordenado y coincidindo com o eixo de simetria das paré-
bolas e o eixo coordenado x de tal modo que os ntimeros 1-35 sejam as raizes de ambas as parébolas,
conforme figura acima. Assim, com estas considereagdes, podemos dizer que f(x) = 13 + a5 - x?, em
queay < 0eque g(x) = —4+a, - x%, em que ag > 0 sdo as equagdes destas pardbolas. Agora, como
£(35) = g(35) =0, temos:

13 4
= . 2 = e = — . 2 = = ——
f(35) =13 +a;-35" =0 = as 1755 © 2(35) 44a,-35"=0= aqg 1955
Portanto, f(x) = 13 — L x>eg(x) = —4+ 4 x? sdo as equacdes das pardbolas. A unidade
VTS T s Y G T 1225 anas b ‘

de drea é dA = [f(x) — g(x)] dx e a 4rea da superficie envidracada da fachada lateral ¢

A(R » dA =2 3513 —13
(Rx) = 35 - 0 1225

2 — I:_4+ .xz] dxr= © :@%793,33”12.

4
1.225
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Calculo Integral 7 Wolfram|Alpha

Exemplo 7 (Deslocamento e Espaco Percorrido)
Definimos o deslocamento do objeto, entre os instantes t = a e t = b, como sendo

d@—s@):/%dﬂdh

enquanto que o espago percorrido pelo objeto entre os instantes t = a e t = b é obtido através da
b
/W@ML
a

Assim, se uma particula desloca-se sobre um eixo horizontal com velocidade v(t) = t?> — 2t — 3
com t > 0, vamos determinar o espago percorrido entre os instantes t = 0 e t = 4, bem como o
deslocamento da particula. O deslocamento é

4 4 3 4
s@—qm:/v@m:/Jkgpsm:i—ﬂ—w::@—w—u—@:—@.
0 0 3 o 3 3
Como o deslocamento teve um resultado negativo significa que o objeto andou mais em sentido
contrério ao do referencial do que no mesmo sentido.

yl\
Por outro lado, como
2—2t—3<0 sed<x<3; \
2—2t—3>0 se3<x<4, ,
— 3 47
entdo o espago percorrido é dado por:
4 4 5 3 5 42 34
/ \v(t)ydt:/ |t —2t—3|dt:/ — (¢t —2t—3)dt+/ F—-2t-8dt=...=—=.
0 0 0 3

7 Wolfram | Alpha

O Wolfram | Alpha é um mecanismo de conhecimento computacional desenvolvido por Stephen Wol-
fram e sua empresa Wolfram Research. Excelente ferramenta que se demonstra como uma verdadeira
fonte dindmica de conhecimento.

Acesse pelo endereco http:/ /www.wolframalpha.com/ ou baixe seu aplicativo para iOS ou An-
droid.

Alguns comandos tteis para integrais:

1. Digitando “int f(x)” ele exibird a familia de primitivas de f(x);

b
2. Digitando “int f(x), x=a..b” ele exibira o valor da integral definida / f(x)dx;
a

3. Digitando “f(x)=g(x)” ele exibird o conjunto solugdo desta equagdo, além de da visualizagdo
gréfica, auxiliando na identificagdo e célculo da area de regides limitadas por funcdes.

14 ‘ Adriano Cattai
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