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B.1 Segundo Semestre de 2006
B.1.1 Primeira Prova

Questao 1.

Vamos verificar se o elemento neutro da adicao Ope pertence ao subconjunto U U W
e se o subconjunto U U W ¢ fechado com relacao a operacao de adigao de elementos e

com relagao a operacao de multiplicacao por escalar.

Como U e W sao subespacos vetoriais de IR?, temos que Op2 pertence tanto a U
quanto a W. Logo, Opz € U U W. Note que, U N W = { Op: }.

Considere um elemento v € U U W, isto é,v € U ou v € W. Assim, para qualquer
A € IR temos que \w € U U W, pois \v € U ou v € W.

Finalmente, tomando os elementos vy, v € U U W, temos trés possibilidades.

A primeira, consideramos que vy, v, € U. Como U ¢é um subespaco vetorial de IR?,
temos que vy, + vy € U. Logo, v + vy € U U W.

A segunda, consideramos que v, v € W. Como W ¢ um subespaco vetorial de IR?,
temos que vy, + vy € W. Logo, vy + v, € U U W.

A terceira, consideramos que v; € U e vy, € W. Assim, temos que
v = (a1, 3x1) e ve = (a9, —2m9).
Logo, v; + vy = (21 + x2, 3x; — 2x9). Portanto, temos que
v + vy & U e vy + vy & W

Desse modo, vy + vy € U U W. Assim, mostramos que U U W nao é um subespaco
vetorial de IR?, pois o subconjunto U U W nao é fechado com relacao a operacao de

adicao de elementos.
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Questao 2.

Inicialmente vamos provar que
{u,v,w} LI = {u+v,u+w,v+w} LI.
Tomando a combinagao linear nula
alu4+v) + bu+w) + clv+w) = Oy
obtemos
(a+bu + (a+c)v + (b+c)w = 0Oy.

Utilizando a hip6tese que o conjunto {w, v, w} é linearmente independente, obtemos o

seguinte sistema linear homogéneo

a + b =0
a + ¢ = 0
b + ¢ = 0

que possui somente a solucao trivial a = b = ¢ = 0. Portanto, provamos que o conjunto

{u+v,u+w,v+w} élinearmente independente.
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Finalmente, vamos provar que
{u+v,u+w,v+w} LI = {wu,v,w} LI.
Equivalentemente, podemos provar que
{u,v,w} LD = {u+v,u+w,v+w} LD.
Tomando a combinacgao linear nula
a(lu+v) + blu+w) + clv+w) = Oy
obtemos
(a+bu + (a+cv + (b+c)w = Op.

Utilizando a hipdtese que o conjunto {u, v, w} é linearmente dependente, temos que os

coeficientes da combinacao linear acima nao sao todos nulos, isto €,
(a+b) , (a—+c e b+ ¢
nao sao todos nulos. Assim, existem escalares a, b, ¢ € IF' nao todos nulos tais que
a(u+v) + blu+w) + clv+w) = Op.
Portanto, mostramos que o conjunto {u+ v, u+ w, v+ w} ¢é linearmente dependente.
Assim, provamos que
{u+v,u+w,v+w} LI = {wu,v,w} LI.

completando a resolucao da questao.
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Questao 3.

(a)
Vamos determinar uma base para o subespaco U. Note que, toda matriz A € U ¢

escrita da seguinte forma:

A:all 0]
0 1

Tomando a combinagao linear nula

LR IR

obtemos que a = b = ¢ = 0, sao os Unicos escalares que satisfazem o sistema acima.
Assim, mostramos que o conjunto

el - 104

¢ uma base para o subespago U, pois gera o subespago U e ¢ linearmente independente.

0 1 00
b + ¢ para a,b,c € IR.
00 10

Logo, temos que dim(U) = 3.

Vamos determinar uma base para o subespaco W. Note que, toda matriz A € W ¢

escrita da seguinte forma:

A:a[01]
10

01
Tomando a combinacgao linear nula

S

obtemos que a = b = 0, sao os Unicos escalares que satisfazem o sistema acima. Assim,

Ul b))

é uma base para o subespaco W, pois gera o subespago W e é linearmente independente.

b [O O] para a,b € R.

mostramos que o conjunto

Logo, temos que dim(U) = 2.
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Agora, vamos determinar uma base para o subespaco U N W. Considere uma matriz
AeUnW,istoé, Ae U e A€ W. Assim, temos que A ¢é escrita como:

A:a10+b01+0002d01+600
00 10 -1 0 01

01
Desse modo, obtemos o seguinte sistema linear

para a, b, c,d, e € IR.

= 0

Qo o 8
QU

cujasolucao é a = 0, b =d, ¢ = —d e e = 0. Portanto, toda matriz A € UNW

é escrita como

10

U ol

é uma base para o subespaco U N W. Logo, dim(U N W) = 1.

1
A:d[O] para d € R.

Assim, temos que

Finalmente, vamos determinar uma base para o subespaco U + W. Pelos resultados

obtidos acima, sabemos que
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(UNW) = 4,

e que o subespaco U + W tem por um sistema de geradores o seguinte conjunto

O I R R i

Podemos observar que
o 1f _ |01 100
-1 0 |00 1o
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Portanto, temos que o conjunto

10 01 0 0 0 0

0 1 "o o] " |1 of |01

¢ uma base para o subespago U + .

(b)
Como U + W é um subespago de IMy(IR) e dim(U + W) = dim(DMy(IR)), temos
que U + W = IMs(IR), entretanto, nao como soma direta, pois U N W # { 00t (R) }
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Questao 4.

(a)

Conhecendo a matriz de mudanca de base [I]7, temos que
u, = v1 + 4vs
Uo = — 21}2

Resolvendo o sistema acima, obtemos

v = up -+ 2u2
1
Vo = — 5’&2

Logo, v; = (=3,5) e wvy = (1,—1), que sao os elementos da base ordenada «.

(b)

Conhecendo a matriz de mudanca de base [I|7 e o vetor de coordenadas [u],, temos

que

a
Chamando [u], = [b] , obtemos o seguinte sistema linear

L 0f |a] |1
4 —2| b 2|’
cuja unica solucao é a = b = 1. Portanto, temos que

u = au + buy = u; + uy = (—1,3).

1
Observe que podemos obter o elemento wu a partir do vetor de coordenadas [u], = [ ]

e da base ordenada « obtida no item (a). Desse modo, temos que

u = v + 2vy = (—1,3).
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B.1.2 Segunda Prova

Questao 1.
Da condicao (a), temos que T(1 + z) = (0,0,0).

Da condigao (b), isto é, ¢(x) = = ¢ Ker(T), implica que o elemento r(x) = 1 ndo
pode pertencer ao Ker(T'), pois podemos escrever ¢(z) = p(x) — r(z). Claramente, se

o elemento r(x) € Ker(T), entdao ¢(x) € Ker(T), o que contradiz a hipdtese.
Da condicao (c), isto é, Im(T) = [(1,1,1)], temos que dim(Im(T)) = 1.

Logo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, devemos ter dim( Ker(T)) = 2, pois
dim(Py(IR)) = 3.

Assim, podemos considerar T : Py(IR) — IR®, com {1 + z, z*} uma base ordenada

para Ker(T), definida da seguinte forma:
T(1 +2) = (0,0,0) , T(2*) = (0,0,0) ., T(z) = (1, 1,1),

onde estamos escolhendo v = {1+, 2%, } uma base ordenada para P(IR), que foi
obtida completando a base do Ker(T).

Finalmente, vamos determinar a expressao da transformacao linear 7' definida acima.

Para isso, tomamos um elemento genérico p(r) = a + br + cx? € Po(IR) que é

representado com relagdo a base ordenada v de Po(/R) da seguinte forma:

plx) = di(1l+ z) + dox® + dsx

= di + (di + ds)z + doa?,
obtendo o seguinte sistema linear
di = a
d + d3 = b
dy = c,
que possui somente a solu¢ao dy = a, do = ¢ e d3 = b — a. Desse modo, temos que

p(r) = a(l +2z) + ca® + (b — a)z.
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Agora, fazendo T'(p(z)) = T(a + bx + cx?), obtemos
T(a + br + cx®) = aT(14+2) + cT(@*) + (b—a)T(x) = (b—a)(1,1,1).

Assim, encontramos uma transformacao linear 7' com as propriedades pedidas.
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Questao 2.

(a) Sabendo que T'(v) = v paratodo v € S e que T(vy) = v1 + v, obtemos

T(vy) = v = lv; + Ovy + Ovs + Ouy
T(vy) = vy = Ov; + lvy + Ovs + Ouy
T(U3) = Us = 01)1 + 07)2 + 1U3 + OU4

T(vy) = vy + vy = lug + Ovy + lvg + Ovy .

Portanto, temos que

2
o O O
o O = O
o = O O
S = O =

(b) Conhecemos as matrizes [/]7 e [T]7. Assim, para obter [T'(e;)},, vamos

determinar inicialmente [e;], da seguinte forma:

00 1 0 |1 0
0 0 0 1| |0 0
_ B _ _
T A I Y B
1 00 0] |0 1
Finalmente, vamos calcular
1 00 1] [0 1
0 1 0 0f |0 0
T = Mlal, = ek = |00 = L]
0 0 0 0] [1 0

o que completa a resolucao da questao.
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Questao 3.

(a) Dado um polindmio p(z) = a + bx + cax® € Py(IR), vamos calcular
T(p(x)) = p(x) + p(z) = (b+a) + (b+2c)x + ca?,
para em seguida calcular
(PoT)(p(z)) = P(T(p(x)) = P((b+a) + (b+2c)x + cx?))
= (a+2b+2c,c,a—2c).
Portanto, a transformagao linear Po T : Py(IR) — IR* é dada por:
(PoT)(p(x)) = (a+2b+2c,c,a—2c)
para todo p(z) = a + bz + ca? € Pa(RR).

(b) Considerando 3 = {1, x, 2?} a base canonica de Py(IR) e v = {e1, €9, €3} a
base canonica de IR*, vamos determinar a matriz [P o 7.

Para isso, vamos calcular

(POT)(l) = (1,0,1) = 161 + 062 + 163
(PoT)(z) = (2,0,0) = 2e; + 0ey + Oes

(PoT)(z?) = (2,1,-2) = 2¢; + ley — 2e3.

Portanto, obtemos
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(c) Vamos verifique se P é um isomorfismo de Po(IR) em IR>.
Para isso, basta verificar se Ker(P) = { Op,(r) }-

Tomando um elemento p(x) = a + bx + cx? € Ker(P), isto é,
Pla + bz + cx*) = (a+b,c,a—b) = (0,0,0),

obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

a+b =0
c = 0
a—c = 0,

que possui somente a solugao trivial a« = b = ¢ = 0. Logo, Ker(P) = { Opy,(m) }.
Portanto, temos que P ¢ um isomorfismo de Py(IR) em IR>.

Vamos determinar o isomorfismo inverso. Dado um elemento (a,b,c) € IR? tal que
P Ya,b,c) = dy + dox + dzz*

temos que

P(dy +d2x+d3:1?2) = (a,b,¢) = (di+dy, ds,dy —dy) = (a,b,c) .

Assim, obtemos o seguinte sistema linear

d1 + d2 = a
ds = b
d1 — dg = C,
que pOSSUi somente a Solu(;éo
a—+c a—c
d1 = 9 s d2 = B (§ dg = b.

Portanto, obtemos

P~Y(a,b,¢) — <“ ; C)

o que completa a resolucao da questao.

(a;c)x + ba?

65
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Questao 4.
(a) Sabemos que dim(V) =n eque Im(T) = Ker(T).
Assim, podemos afirmar que dim(Im(T)) = dim( Ker(T)) = m.

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, temos que
dim(Im(T)) + dim(Ker(T)) = dim(V).

n
Portanto, temos que n = 2m. Logo, podemos concluir que n ¢é par e que m = 5

(b) Considerando V = IR*, temos que dim(Im(T)) = dim(Ker(T)) = 2.

Tomando a base canonica 3 = {ej, s, €3, ¢4} para IR, vamos definir um operador

linear 7' sobre IR*, com as propriedades acima, da seguinte forma:

T(er) = (0,0,0,0) = O
T(es) = (0,0,0,0) = O
T(es) = (1,0,0,0) = e
T(es) = (0,1,0,0) = ey.

Podemos observar facilmente que {ej, eo} é uma base para o subespago Ker(T) e

também para o subespaco Im(T). Logo, temos que
dim( Ker(T)) = dim(Im(T)) = 2 e Ker(T) = Im(T) .

Portanto, o operador linear T, definido acima, possui as propriedades desejadas. Podemos

verificar facilmente que

T(z,y,z,t) = (2,¢,0,0) para todo (z,y,2,1) € R*.
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B.1.3 Terceira Prova

Questao 1.

Seja w € T(FE)), isto é, existe um elemento v € E) tal que w = T(v). Como

v € E), temos que w = T(v) = Alv. Logo, w = Av.
Aplicando o operador 7' no elemento w, obtemos T'(w) = AT'(v).

Como w = T(v), temos que T(w) = Aw. Assim, podemos concluir que w € Fj.

Portanto, provamos que T(FE)) C FE).
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Questao 2.

(a) Temos somente um autovalor A associado ao autovetor wv. Podemos observar
que o autovalor A é unicamente determinado pelo operador T e pelo autovetor v. De
fato, considere que A e X sao autovalores do operador T associados ao autovetor v,

isto é,

Assim, temos que
A = XNov=0hph = A= XN)v=0hp = (AN-XN)=0 = X=X\,
pois v # Oy.

(b) Sim. De fato, se A = 0 é um autovalor de 7" e v um autovetor associado, temos
que v € Ker(T), pois T(v) = Av = Oy. Logo, como v # 0y, Ker(T) # { Oy }.

Portanto, T" nao é um operador injetor.

Reciprocamente, se T mnao é um operador injetor, sabemos que Ker(T) # { Oy }.
Logo, os elementos nao nulos v € Ker(T) sao autovetores do operador 7T associados

ao autovalor A = 0, pois T'(v) = Oy = Av.

(c) Seja { vy, -+, v,_1 } uma base para o subespaco V), desde que dim(Vy,) = n— 1.

Sabemos que cada elemento v; é um autovetor de 7' associado ao autovalor A;, pois
T(v;) = Mo, para j =1, ,(n—1).

Assim, temos (n — 1) autovetores T linearmente independentes. Tomando v, o
autovetor de T associado ao autovalor \g, temos que o conjunto { vy, -+, v,_1, v, }

também ¢ linearmente independente, pois o autovetor v, & V,,.

Desse modo, temos uma base ordenada v = { vy, -+, v,_1, v, } de autovetores de T
para o espaco vetorial V. Assim, sabemos que [TH = diag(A1, A1, -+ A1, A2). Logo,

T é um operador diagonalizavel.



Petronio Pulino 69

Questao 3.

(a) Com relagio a base canonica 3 = { (1,0), (0,1) } de IR? temos que

mi- 1)

Sabemos que o polindmio caracteristico do operador 7T é o polinomio caracteristico da

matriz A = [T]g que é dado por:
p(A) = det(A —AXI) = =AX65—-A) +6 =X —5\+6.
Portanto, A\; = 2 e Ay = 3 sao os autovalores do operador T.

Vamos determinar os autovetores de 1" associados ao autovalor A; = 2. Desse modo,

temos que encontrar os elementos nao nulos do nicleo do operador T — Ay I.

Assim, obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

3r — 6y = 0
. Y = r — 2y =0
r — 2y = 0

que possui como solugao x = 2y para y € IR nao nulo.
Desse modo, os autovetores do operator T associados ao autovalor A\; = 2 sao do tipo

v = (2y,y) para y € IR nao nulo. Assim, podemos escolher v; = (2,1) o autovetor

de T associado ao autovalor \; = 2.

De modo analogo, para determinar os autovetores de 7' associados ao autovalor Ay = 3,

temos que encontrar os elementos nao nulos do nicleo do operador T — Ao 1.

Assim, obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

2 — 6y = 0
* 4 <= r — 3y =0
r — 3y = 0

que possui como solucao x = 3y para y € IR nao nulo.
Desse modo, os autovetores do operator 1" associados ao autovalor Ay = 3 sao do tipo

v = (3y,y) para y € IR nao nulo. Assim, podemos escolher v, = (3,1) o autovetor

de T associado ao autovalor Ay = 3.
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(b) Do item (a), podemos observar facilmente que
Vu = [EZD] e W = [G3,1)]

sao os autoespagos do operador T associados aos autovalores Ay = 2 e Ay = 3,

respectivamente.

(c) Do item (a), podemos concluir que 7' é um operador diagonalizével. Logo, a matriz

A = [T]g é uma matriz diagonalizavel.

Além disso, sabemos que os autovetores da matriz A sao

X1 = v = H e Xy = [y = H

associados aos autovalores \; = 2 e Ay = 3, respectivamente.

Temos que a matriz A é similar a matriz diagonal A = diag(2,3), onde a matriz

invertivel P que realiza a transformagao de similaridade é dada por:
2 3 -1 3
P = e P! =
11

1 -2
Desse modo, temos que A = PAP7!. Logo, sabemos que A® = PA®* P! e que a

matriz do operador T® com relagio & base canonica 3 ¢ dada por [T%] = A%
Temos que a matriz A® é obtida da seguinte forma:

26 o] [-1 3] [23][26 o ][-1 3

0 3% | 1 -2/ |1 1[0 6561]| 1 -2

(19171 —37830]
6305 —12354

2 3
11

A% =

Finalmente, temos que
[T%(u)]s = [T8]g[u]g para u = (z,y) € R*.
Portanto, a expressdo explicita do operador linear 7% ¢é dada por:

T8(x,y) = (19171x — 37830y, 63052 — 12354y ) para (z,y) € IR*.
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Questao 4.

Da condigao (a), sabemos que
Ker(T) = { (z,y,2,t) € R* /| 24+y—2+t=0 e 2z—t=0}.

Podemos verificar facilmente que { (—1,1,0,0), (0,0,1,1) } é uma base para Ker(T).

Desse modo, podemos concluir que A; = 0 ¢ um autovalor de 7" com multiplicidade
algébrica igual a 2 e multiplicidade geométrica também igual a 2, pois V) = Ker(T)
e dim( Ker(T)) = 2. Assim, podemos escolher v; = (—1,1,0,0) e vy = (0,0,1,1)

os autovetores de T associados aos autovalores Ay = 0 e Xy = 0.

Da condigao (b), sabemos que vz = (0,0,1,0) é um autovetor do operador 7' associado
ao autovalor A3 = 2. De fato, T'(v3) = A3vs, isto é, 7°(0,0,1,0) = 2(0,0,1,0).

Podemos observar que o conjunto { vy, vy, v3 } ¢ linearmente independente em IR*.
Assim, estamos precisando de mais um elemento v, € IR* para autovetor do operador

T de modo que v = { vy, v9, v3, vy } seja uma base de autovetores para IR*.

Da condigao (c), sabemos que o elemento (0,1,0,0) € Im(T). Assim, podemos escolher

vy = (0,1,0,0) como um autovetor do operador 7' associado ao autovalor A\, = —3.

Portanto, temos que
vy = (=1,1,0,0) , vy, = (0,0,1,1) , w3 = (0,0,1,0) e vy, = (0,1,0,0)

sao os autovetores do operador linear T associados aos autovalores Ay = 0, Ay = 0,
A3 = 2 e A\ = —3, respectivamente. Desse modo, v = { vy, ve, v3,v4 } é uma

base de autovetores para IR* e sabemos que [T]) = diag(0,0,2,-3).

Finalmente, vamos determinar a expressao explicita do operador linear 7' diagonalizavel
que satisfaz as condigoes desejadas. Para isso, vamos representar um elemento genérico

(,9,2,t) € IR* em relagio a base de autovetores v = { vy, va, v3, vy }, isto é,
(x,y,2,t) = a(—1,1,0,0) + b(0,0,1,1) + ¢(0,0,1,0) + d(0,1,0,0) .

Podemos verificar facilmente que a = —x, b=t, c=2 -1t e d=x + y.
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Portanto, obtemos
T(x,y,2t) = —2T(-1,1,0,0) + t7(0,0,1,1) + (2 —)7(0,0,1,0) + (z+y)7'(0,1,0,0)

= (0, =3x—3y,2z—2t,0)
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B.1.4 Segunda Chamada

Questao 1.

(a) A afirmagao é Falsa.

Considere que exista uma transformacao linear injetora 7' de IR* em IR?. Desse
modo, pelo Teorema do nicleo e da imagem, temos dim(Im(T)) = 4, pois
Ker(T) = { Oy }. O que nao é possivel, pois Im(T) ¢é um subespaco de IR® e

dim( IR*) = 3. Logo, nao existe uma transformacao linear injetora 7' de R* em IR3.

(b) A afirmacao é Verdadeira.

Considere uma transformagao linear T de IR* em Py(IR) tal que dim(Ker(T)) = 1.
Pelo Teorema do niicleo e da imagem, obtemos dim(Im(T)) = 3. Como Im(T) é
um subespago de Py(IR), tem-se que Im(T) = Py(IR), pois dim(Py(IR)) = 3. Logo,

existe uma transformagao linear 7' sobrejetora de R* em Py(IR).

(c) A afirmacao é Falsa.

Considere o conjunto linearmente dependente S em IR* dado por:
S ={(1,1,0), (-1,1,0), (1,3,0) } .

Entretanto, o subconjunto { (1,1,0), (—1,1,0) } ¢ linearmente independente em IR3.

(d) A afirmacao é Verdadeira.
De fato, P4(IR) e IM5(IR) sao espagos vetoriais de mesma dimensdo. Desse modo, sdo

espagcos vetoriais isomorfos.

(e) A afirmacao é Falsa.
Considerando que U NW = { 0y }, pelo Teorema da dimensao da soma de subespagos,

temos que
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(UNW) > g + g = n,
que é uma contradicao, pois U + W é um subespaco de V. Logo, podemos concluir que

UNW # {0y},
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Questao 2.

(a) Podemos verificar que a matriz nula 0, pertence ao subconjunto U, pois 0,

¢ uma matriz simétrica e tem trago nulo.

Considerando as matrizes A, B € U, temos
(A+BY=A"+B"=A+B e tr(A+B)=tr(A) +tr(B) =0.

Portanto, a matriz A+ B € U.

Finalmente, considerando A € U e X € IR, temos
(AA)! = XA" = DA e tr(AMA) = Mr(A) = 0.

Portanto, a matriz AA € U.
Assim, mostramos que o subconjunto U é um subespago de IM,,(IR).

(b) Como A" = A e tr(A) = 0, uma matriz genérica A € IM3(IR) com essas

propriedades, pode ser escrita da seguinte forma:

Y
A = b z )
y z (—a—0>)
para a, b, z,y, z € IR.
Por sua vez, podemos escrever
a x Yy
A= |z b z
y z (—a—0>)
10 0 010 0 01 00 O 000
= al0 0 O +x|1 00| +y|0O0O0 0|01 0] +2[0 0 1
0 0 —1 0 00 100 0 0 —1 010

Desse modo, escrevemos A = aA; + xA; + yAs + bAy + zAs, onde o conjunto
{A17 A27 A37 A4a A5}

é linearmente independente e gera o subespago U de IM3(IR). Assim, encontramos uma

base para U.



Petronio Pulino 75

Questao 3.

(a) Interpretando a matriz [T']7, obtemos
T(l,O) = (17071) - 2<07170)) = (17_271)

T(0,1) = —(1,0,1) + (=1,0,1) + 3(0,1,0)) = (—2,3,0)

(b) Utilizando o resultado do item (a), obtemos
T(z,y) = T(x(1,0) + y(0,1)) = 2T(1,0) + yT(0,1) = =(1,-2,1) + y(=2,3,0) .

Desse modo, podemos verificar facilmente que { (1,—2,1), (—=2,3,0) } é uma base para

o subespago Im(T), pois é um conjunto linearmente independente em IR3.

Assim, temos que

T(r,y) = (r—2y, —20+3y,z) paa (z,y) € IR

(c) Para verificar se T é uma transformagao injetora, vamos determinar o nicleo da

transformagao T'. Desse modo, vamos encontrar os elementos (z,y) € IR?* tais que
T(x,y) = (0,0,0) = (r—2y, —2x+3y,z) = (0,0,0).
Assim, temos que determinar a solucao do sistema linear homogéneo
r — 2y = 0
-2z + 3y = 0
x = 0

Obtemos, © = y = z = 0.

Portanto, Ker(T) = { Oy }. Logo, a transformacao linear 7" ¢ injetora.
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Questao 4.

Seja T' o operador linear sobre Py(IR) definido por:
T(a + br +cx®) = 3a +2b+¢) + (b — c)x + 2ca” .

Inicialmente, vamos determinar a matriz A = [T ]g, onde B = {1,z,2%} éa base

canonica de Py(IR). Temos que

1) =3 , Tx) =2+« e T(x*) =1 — x + 22%.

32 1
A= [T = 1 -1
0 2

Desse modo, o polinomio caracteristico do operador linear T" é dado por:
p(A) = det(A — AT) = B3=N(1=XN)(2-X).

Logo, \y = 3, XA = 2 e A3 = 1 sao os autovalores do operador 7T. Como os

autovalores sao distintos, sabemos que 7' é um operador linear diagonalizavel.

Os autovetores da matriz A = [T]g sao
1 1 —1
X1 = 0 R X2 = —1 (S X3 = 1

associados aos autovalores Ay = 3, Ay = 2 e A3 = 1, respectivamente.

Sabemos que

pi@)]s = Xo s [p(@)]s = X e ps(@)lp = X5,

onde pi(z), po(z) e ps3(x) s@o os autovetores do operador T associados aos

autovalores Ay = 3, Ay = 2 e A3 = 1, respectivamente. Logo, obtemos
p) =1, ple) =1—-ax+2>° e pya) =—-1+z.
Finalmente, temos que
Vi, =[] , WV, =[1 — 2+ 27 e Vi, = [—1 + 7]

sao os autoespacos do operador 7.
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B.1.5 Exame

Questao 1.

(a) Os elementos (z,y,z,t) € U podem ser escritos como:
(x,y,2,t) = y(—=1,1,0,0) + ¢(0,0,1,1) para y, t € IR.

Assim, o conjunto { (—1,1,0,0), (0,0,1,1) } é uma base para o subespaco U.

Os elementos (x,y,2,t) € W podem ser escritos como:
(x7y727t) = y(—l,l,0,0) + Z(_1a07170) + t(07070a1) para Y, 2, t € R.
Assim, o conjunto { (—1,1,0,0), (=1,0,1,0), (0,0,0,1) } ¢é uma base para W.

Podemos verificar que o conjunto { (—1,1,0,0), (0,0,1,1), (—=1,0,1,0), (0,0,0,1) } ¢é

uma base para o subespaco U + W.

(b) Pelo Teorema da dimensao da soma de subespagos, temos que
dim(U+W) = dim(U) + dim(W) — dim(UNW).
Como dim(U) = 2, dim(W) =3 e dim(U+ W) = 4, obtemos dim(UNW) = 1.

Logo, o subespaco U + W nao ¢ uma soma direta dos subespacos U e W.

(c) Como dim(UNW) =1 e o elemento (—1,1,0,0) pertence tanto ao subespaco U
quanto ao subespago W, podemos concluir que UNW = [(—1,1,0,0)].

(d) Vamos determinar o operador linear T sobre R' de modo que Ker(T) = W
e Im(T) = UNW. Pelo item (a), temos que { (—1,1,0,0), (—1,0,1,0), (0,0,0,1) }
¢ uma base para o subespaco Ker(T). Completando a base do ntcleo de T, obtemos
que {(-1,1,0,0), (—1,0,1,0), (0,0,0,1), (0,0,1,0) } ¢ uma base para IR'. Assim, o

operador linear T é determinado por:

T(-1,1,0,0) = (0,0,0,0)
T(-1,0,1,0) = (0,0,0,0)
7(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
7(0,0,1,0) = (—1,1,0,0)

o que completa a resolucao da questao.
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Questao 2.

Vamos verificar se o subconjunto U é um subespaco de Ps(/R). Podemos verificar
facilmente que o polinomio identicamente nulo, isto é, p(x) = 0 para todo z, que é o

elemento neutro da operacao de adigao, pertence ao subconjunto U.

Tomando os elemento p(z), g(z) € Ps(IR), isto §,
p(1) +p(=1) =0 e q¢(1) +q(-1) =0,
temos que
P+ o) + @+ 9D = (p(1) + p(=1)) + (¢(1) +4(=1)) = 0.

Portanto, o elemento (p(x) + ¢q(z)) € Ps(IR).

Agora, tomando o elemento p(xz) € P3(IR) e X € IR, temos que

(Ap)(1) + (p)(=1) = Ap(1) + Ap(=1) = A(p(1) + p(-1)) = 0.

Portanto, o elemento Ap(z) € P3(IR).
Assim, mostramos que o subconjunto U é um subespago vetorial de Ps(IR).

Finalmente, vamos determinar uma base para o subespago U. Para isso, consideramos um
elemento p(z) = a+ bxr + cx? +dx® € P3(IR) e, impondo a condigao p(1) +p(—1) = 0,

obtemos
(a+b+c+d)+(a—b+c—d) =0 = a+c=0.
Assim, temos que @ = —¢ com b, ¢, d € IR.
Desse modo, os elementos p(x) € U podem ser representados da seguinte forma:
p(z) = (=1 + 2%) + br + da® para b,c,d € IR.

Portanto, o conjunto { —1 + 2%, z, 3 } é uma base para o subespaco U.
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Questao 3.

(a) Utilizando a matriz [TS, obtemos

7(0,1) = —1(—1,0) + 0(0,—1) = (1,0)
T(1,0) = —1(-1,0) — 1(0,—1) = (1,1)

Assim, temos que 7'(0,1) = (1,0) e 7T(1,0) = (1,1).

(b) Representando o elemento (0,1) da base a em relagdo a base +, temos
(0,1) = a(—1,0) + b(0,~1).

Logo, a =0 e b = —1.

Representando o elemento (1,0) da base « em relagdo a base <, temos
(1,0) = ¢(—=1,0) + d(0,-1) .

Logo, ¢ = —1 e d = 0. Portanto, obtemos

que ¢ a matriz de mudanca da base ordenada « para a base ordenada .

(c) Utilizando o resultado do item (b), obtemos
T(z,y) = T(x(1,0) + y(0,1))
= 27(1,0) + y7'(0,1)
= z(1,1) + y(1,0)
= (z+y, )

Portanto, T(x,y) = (v +y, z) paratodo (z,y) € IR
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(d) Utilizando o resultado do item (c), obtemos

1] - E (1)] ,

onde 3 = {(1,0), (0,1) } ¢ a base canonica de IR%.

Sabemos que a matriz [T Q]g é dada por:

A2_21
o1

Assim, o polindmio caracteristico do operador linear 72 ¢ dado por:

2—-A 1

= 2=MN1=XN) =1 = X\ — 3\ + 1.
L = eena-y

p(A) =

Portanto, os autovalores do operador 72 sao

3 _
A - + 5 . )\2:3
2 2

15

Como os autovalores de 7' sao distintos, sabemos que 7' é um operador diagonalizavel.
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Questao 4.
(a) Considerando que a matriz B é similar a matriz A, existe uma matriz P invertivel
tal que B = P 'AP. Tomando o polindomio caracteristico da matriz B, obtemos

p(A) = det(B — A1)

— det(P~'AP — APl P)

= det(P~ 1)det( — )\]n)det(P)

(B
(P
— det(PY(A — \I,,)P)
(
= det( A

L),

onde I, ¢é a matriz identidade de ordem n. Assim, mostramos que as matrizes A
e B possuem o mesmo polinomio caracteristico. Como os autovalores sao as raizes do

polinomio caracteristico, temos que as matrizes A e B possuem os mesmos autovalores.

(b) Seja X um autovetor da matriz B associado ao autovalor A, isto é,

BX = MX <<= P 'APX = )X <<= A(PX) = \PX).
Portanto, obtemos que PX ¢é um autovetor da matriz A associado ao autovalor \.
(c) Considerando que A é uma matriz diagonalizével, existe uma matriz @ invertivel

tal que A = QAQ™!, onde A é uma matriz diagonal. Como B é similar a matriz A,

obtemos

B = PAP = PQAQ )P = (PQMQ'P) = (@ 'P)TAQP).

Assim, mostramos que B ¢ similar a matriz diagonal A. Logo, B é diagonalizdvel.
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B.2 Primeiro Semestre de 2006
B.2.1 Primeira Prova

Questao 1.

Considere o subconjunto S de C(|—1,1]) das fun¢des monétonas crescentes, isto é,

S=A{fec(=11) /] flx) > fly) para z > y}.

Considerando f, g € S, isto é, f(z) > f(y) e g(x) > g(y) para z >y, temos que
f@)+g(x) > fly)+g(y). Assim, f + g € S. Logo, S é fechado com relagao a operacao
de adicao.

Considerando f € S, isto é, f(x) > f(y) para x >y,e X € IR negativo. Desse
modo, temos que Af(z) < Ag(z) para x >y. Logo, temos que (A f) ¢ S. Portanto,

S nao é fechado com relagao a operacao de multiplicagao por escalar.
Questao 2.

(=) Considerando que o conjunto {wvq, vg, v3, v4, u} ¢ linearmente dependente em
V', temos que existem escalares cy, co, 3, ¢4, ¢, na0 todos nulos, tais que
C1V1 + CoUy + c3v3 + cuvs + au = Oy .
Agora temos duas possibilidades. Primeira, se o escalar a # 0, obtemos
1 Co C3 C4

U= S = Uy = U3 = U - u € [v1, vy, U3, Vyl.

Segunda, se a = 0, temos que

C1U1 + CoUo + C3V3 + C4U4 = Ov.

Como o conjunto { vy, v, v3, v4} é linearmente independente em V| isto implicaria que
os escalares ¢y, co, c3, ¢4 devem ser todos nulos. Entretanto, isso contraria a hipétese do
conjunto { vy, vq, vs, vy, u} ser linearmente dependente em V. Logo, mostramos que

u < [Ula V2, U3, U4] .

(«<=) Considerando que u € [v, vy, v3, V4], existem escalares ¢y, o, c3, ¢4, N0 todos

nulos, tais que
U = C1U1 + CoUy + C3U3 + C44 — cv1 + Covs + c3v3 + cqvg — u = Oy .

Portanto, mostramos que { vy, vq, v3, vg, u} ¢é linearmente dependente em V.
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Questao 3.

Todo elemento (z,y,z) € U satisfaz a equagdo 2z — 4y + 6z = 0. Desse modo,
temos que x = 2y — 3z para vy, z € IR. Portanto, todo elemento (z,y,z) € U ¢é

escrito da seguinte forma:
(x,y,2) = y(2,1,0) + 2(=3,0,1) ; y, 2z € IR.

Assim, o conjunto {(2,1,0), (=3,0,1)} ¢é um sistema de geradores para o subespago U.

Sabemos que o subespago U + W ={v e R /Jv=u+w ; velUeweW}

Assim, temos que
v = a(2,1,0) + b(=3,0,1) + ¢(1,0,1) + d(1,1,3) : a, b, c,d € IR.
Assim, o conjunto {(2,1,0), (—=3,0,1), (1,0,1), (1,1,3)} ¢é um sistema de geradores

para o subespaco U + W.

Vamos determinar um sistema de geradores para o subespaco U N W. Sabemos que, se
veUNW, entao v e U e v e W. Assim, temos que

a(2,1,0) + b(—3,0,1) = ¢(1,0,1) + d(1,1,3) para a,b,c,d € IR.
Desse modo, obtemos o seguinte sistema linear
2a — 3b = ¢+ d

a = d

b = ¢+ 3d
cuja solucao é dada por a=d, b=d e c¢c=—-2d para d€ R.
Portanto, se v € U N W, entao ele pode ser escrito como v = d(—1,1,1) para
d € R. Logo, { (—1,1,1) } ¢ um sistema de geradores para o subespago U NW. Como

o subespagco U N W # { Ops}, o subespaco U + W nao é uma soma direta dos
subespagos U e W.
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Questao 4.

Consideramos um elemento genérico p(x) = a + bx + cx? + dz® € P3(IR) e vamos

impor as condigoes para que esse elemento pertenca ao subespago S, isto é,
p(—=1) +p(-1) = a —c 4+ 2d =0
p(l) = a + b + ¢c + d =0 '
Escalonando o sistema linear homogéneo, obtemos
a + b + ¢ + d =0
— b — 2¢c + d =0

Assim, obtemos um sistema linear homogéneo com dois graus de liberdade. Desse modo,
podemos concluir que o subespaco S tem dimensao dois. Logo, temos uma relagao entre

os coeficientes dos elementos p(z) € S. Podemos verificar facilmente que
b = —2c+d e a =c— 2

para ¢, d € IR. Substituindo a e b no polinémio p(z), obtemos que todo elemento do

subespago S ¢é escrito como:
p(x) = ¢l — 22+ 2%) + d(—2 + z + 2%) ; c,d e IR.
Portanto, mostramos que o subespaco S ¢ gerado pelos elementos do conjunto
I ={1-2v+4+2* —2+z+ 2%},
que é linearmente independente em P3(IR), pois tomando a combinagao linear nula
a(l =2 +2%) +b(-2+x+2°) =0
obtemos o seguinte sistema linear homogéneo
( a — 2b = 0
—2a + b =0

a =0

b = 0

\

cuja solugao é a = b = 0. Logo, o conjunto I' é uma base para o subespaco S.

Note que os elementos da base I' satisfazem as condi¢oes para que um elemento do
espago vetorial Ps(IR) pertenca ao subespago S.
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Questao 5.

Inicialmente, vamos encontrar uma base para o subespaco W. Para isso, construimos
uma matriz cujas linhas sao os elementos do sistema de geradores do subespaco W e

procedemos com o escalonamento

1 01 2 10 1 2 1 0 1 2
A= 2 -11 3 — 0 -1 -1 -1 — 0 -1 -1 -1
-1 1 0 -1 o 1 1 1 0O 0 0 0

Assim, podemos escolher

i
I

I = {(1,0,1,2), (2,-1,1,3)}  ou ((1,0,1,2), (0,1,1,1)}

para uma base do subespaco W.
Finalmente, vamos completar uma base de W para obter uma base de IR*.

Desse modo, podemos escolher
g = {(1,0,1,2), (2,—1,1,3), (0,0,1,0), (0,0,0,1) } ou
g = {(1,0,1,2), (0,1,1,1), (0,0,1,0), (0,0,0,1) }

para uma base do espaco vetorial IR*, pois construindo a matriz M de ordem 4 associada

ao conjunto [’

o O O
o O = O
O = =
_ O =N

vemos que estd forma escalonada e posto(M) = 4.
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B.2.2 Segunda Prova

Questao 1.

Da matriz de mudanca de base [I], sabemos que
n@) = @) + @)
px) = 2q(x) + ¢2(x)
ps(x) = gs(x)

Da tltima equacgao, temos que ¢3(r) = 1 — 2% Das duas primeiras equagoes, obtemos

o seguinte sistema linear

¢(z) + @) = pi(x) a(x) + @) = n)
21(z) + @) = p2(z) @(z) = 2pi(z) — pa(z)

que possui a solugao qi(z) = pa(x) — pi(x) e q(x) = 2pi(x) — pa(x). Assim, obtemos
@(r) =22, @) =1-3r ¢ g =127
que sao os elementos da base ordenada .
Vamos encontrar o vetor de coordenadas do elemento p(z) = 3 — z + 22 com relagao
a base ordenada «. Para isso, basta fazer
p(z) = api(x) + bpa(z) + cps(z)
3—z+4+ 222 = a(l —x) + b1 + z) + (1 — 2?)

obtendo o seguinte sistema linear

a + b + ¢ = 3
—a + b = —1
- c = 2
que possui como solucgdo a = 3, b =2 e ¢ = —2. Assim, temos
p@)a = | 2



Petronio Pulino 87

Questao 2.

Da condicao (a) temos que

00
T(1 + 2*) = :
0 0
Da condicao (b), isto é, q(x) = 1 € Ker(T), implica que o elemento r(xr) = z? néo
pode pertencer ao Ker(T'), pois podemos escrever ¢(z) = p(z) — r(x). Claramente, se

o elemento r(x) € Ker(T), entao q(x) € Ker(T), o que contradiz a hipdtese.

Assim, podemos considerar a seguinte transformagao linear 7' : Py(IR) — IMy(IR), com
{1 + 22} a base para Ker(T), dada por:

R I

onde estamos escolhendo v = {1+ 2% 1, v} uma base ordenada para Py(IR), que foi
obtida completando a base do Ker(T).

0 0

T(1 + 2*) = [0 0

Vamos tomar um elemento genérico p(x) = a + bx + ca* € Py(IR) e representa—lo

com relagao a base ordenada v de Py(IR)

p(r) = di(1 + 2?) + dy + dsw

= (&1 + d2) + dzz + di2?
obtendo o seguinte sistema linear
di + dy = a
d, = c
ds = b
que possui somente a solucao d; = ¢, dy = a — ¢ e d3 = b. Desse modo, temos que
p(x) = (1 +2%) + (a —c) + bx.

Agora, fazendo T'(p(x)) = T(a + bx + cx?), obtemos

T(a + br + cx®) = cT(1+2*) + (a — c)T(1) + bT(x) =

Assim, encontramos uma transformacao 7' com as propriedades pedidas.
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Questao 3.

Tomando uma combinacao linear nula

iciT(Uz’) = Ow,

i=1

e como T ¢é uma transformacao linear, podemos escrever

i=1

Considerando a hipdtese que T é injetora, isto é, Ker(T) = { Oy }, temos que

m
E Cv; = Ov.
=1

Como {wvy, -+, vy} € linearmente independente em V', implica que
cp =¢ = =¢, =0.
Portanto, { T'(vy), -+, T(v,) } ¢ linearmente independente em W.

Questao 4.

(a) A afirmagao é Falsa.

Considere que exista uma transformacao linear injetora 7' de IR* em IR3, isto é,
Ker(T) = { Oy }. Pelo Teorema do niticleo e da imagem, temos dim(Im(T)) = 4.
O que nao ¢é possivel, pois Im(T) é um subespaco de IR* e dim(IR?®) = 3. Logo, nao

existe uma transformacao linear injetora 7' de IR* em IR®.

(b) A afirmacao é Verdadeira.

Considere uma transformagao linear 7 de IR* em Py(IR) tal que dim(Ker(T)) = 1.
Pelo Teorema do niicleo e da imagem, temos que dim(Im(T)) = 3. Como Im(T)
é um subespaco de Py(IR), tem—se que Im(T) = Py(IR), pois dim(Py(IR)) = 3. Logo,

existe uma transformacao linear T’ sobrejetora de IR* em Py(IR).

(c) A afirmacao ¢ Falsa.

Considere uma transformagao linear injetora 7' de IR? em Py(IR). Pelo Teorema
do nitcleo e da imagem, temos que dim(Im(T)) = 2, pois Ker(T) = { Oy }.
Logo, tem—se que Im(T) # Py(IR), pois dim(P2(IR)) = 3. Portanto, ndo existe uma
transformacao bijetora T de IR? em P(IR).
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Questao 5.

Temos que v = {(1,—1), (0,1)} ¢ uma base para o IR*. Vamos mostrar que =

¢ linearmente independente. Considere a combinagao linear nula

a =0
a(l,-1) + b(0,1) = (0,0) <=
—a + b =0

Assim, obtemos a = b = 0. Logo, v é linearmente independente em IR2.

Vamos tomar um elemento genérico (a,b) € IR? e representa-lo com relagio a base

ordenada -y
(a,b) = ¢(1,-1) + d(0,1) = (¢, —c+d).
Assim, obtemos o seguinte sistema linear
c = a
—c + d =D
que possui como solugao ¢ = a e d = a+b. Desse modo, temos que
(a,b) = a(l,—1) + (a+b)(0,1).
Agora, fazendo
T(a,b) = aT(1,-1) + (a+b)7T(0,1)
= a(2+2) + (a+b)(z—1)
= (a—b) + (2a + b)x

obtemos a transformacao linear 7.

Para mostrar que 7 é um isomorfismo, basta mostrar que Ker(T) = { Oz }. Assim,

considerando um elemento (a,b) € Ker(T), temos que
T(a,b) = (@ —b) + (2a + b)x = Op,(r) paratodo x € IR
Assim, obtemos o seguinte sistema linear homogéneo
a — b =0
2 + b =0

que possui somente a solucao trivial a = b = 0. Logo, T" é um isomorfismo.
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Vamos encontrar o isomorfismo inverso. Dado um elemento p(z) = a + bz € Pi(IR),

supomos que T~ 1(a + bx) = (¢,d). Assim, temos que T'(c,d) = a + bx, isto é,
(c—d) + 2c+ d)x = a+ bz,

obtendo o seguinte sistema linear

c — d = a

2c + d = b

. _ a+b b—2a

que possui como solugao ¢ = 5 e d= 5

Portanto, temos que o isomorfismo inverso é dado por:

b b—2
T '(a + bz) = <a;: T a>.
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B.2.3 Terceira Prova

Questao 1.

Chamando [p(x)]s = [a]'

b
Sabemos que [T'(p(x))], = [T)9 [p(x)]s. Assim, obtemos o seguinte sistema linear
11 1 a + b =1
a a + b =1
2 1 bl = 3| = 20 + b = 3 <~ b= 1
1 2 0 a + 2b = 0 B

2
que tem uma unica solugdo a = 2 e b = —1. Logo, [p(x)]s = [ ]

Chamando 8 = {q1(x), g2 }, onde

qz) = v —a+a2° e @z) = 1+x+2°.

Conhecemos a matriz [T]7, onde v = {z—1, py(z), po(x) }. Assim, temos que
T(g(x)) = (z=1) + 2pi(2) + po(2)
: (B.1)
T(g(x)) = (z—1) + pi(x) + 2pa(x)
Tomando T'(p(x)) = p'(x) + (z + 1)p(0), vamos calcular
T(q(z)) = 1 — 2z + 327
: (B.2)
T(g(x)) = 1+ 2z + (x+1) =3z + 2

Substituindo (B.2) em (B.1), obtemos um sistema linear nas incégnitas pi(z) e po(x)

2p1(z) +  po(x) = 32?2 — 3z + 2

pi(z) + 2po(z) = 2 + 3
Fazendo a primeira equagao menos a segunda equagao, obtemos
pi(z) — po(x) = 32° — Br — 1,

o que completa a resolucao da questao.
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Questao 2.
(a) Note que a aplicagdo (-, -) definida por:

U4>=Afwmmm .V £ g e ci(o,1)

nao satisfaz a propriedade de simetria. De fato,

(f.g) = / f@)g(a)dr # / J(@)f(@)dz = (g, ).

Por exemplo, tomando as fungoes f(z) = 1 — 2z e g(x) = 1 — 2%, temos que

Wl o

<f,g):/0(x2—1)dx:— e <g,f>:/0(2x2—2x)dx:—%.
Portanto, (f,qg) # (g, f).

Além disso, podemos verificar facilmente que a aplicacao (-, -) nao satisfaz a propriedade

de positividade. De fato,

(F f) = /Of’<x)f<x)da: - %/O(fQ(x))’dx

= L(PO) - P0) = —50) < 0,

onde f(1) = 0.

Logo, a aplicacdao (-, -) nao define um produto interno no espago vetorial Cg([0,1]).
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(b) Podemos verificar facilmente que a aplicagao (-, -) definida por:

Wﬂ>_lfﬁﬁ@ﬂ .V f g e C(o,1)

satisfaz as propriedades de simetria, homogeneidade e distributividade. De fato,

<ﬁwzﬁﬂmmm=4ﬂwwm=mj>; v f.g € C(0,1)).

<vg>=A@ﬁmMMx:Awwmmm:Aimeszﬂﬁm

para todas fungoes f, g € Ci([0,1]) e X € R.

1 1 1
(Frgch) = [ @i@a = [ Fer@d + [ J@p@d
0 0 0
= (f,h)y+{g,h) VYV frge€C(01]).
Vamos mostrar que a aplicacao (-, -) satisfaz a propriedade de positividade. De fato,
1
(4.0) = [ (@) = o,
0
pois o integrando é uma fung¢ao continua positiva.
Agora, supomos que

(f,f) = /O(f’(x))gdx = 0.

Como f" é uma fungao continua, temos que f’(z) = 0 para todo z € [0,1]. Logo, f ¢é
uma funcdo constante em [0, 1], entretanto, f(1) = 0. Assim, a unica fungao constante
no espago Ci([0,1]) ¢ a fungdo identicamente nula (f = 0), isto é, f(z) = 0 para
todo z € [0,1].

Portanto, a aplicagao (-, -) define um produto interno no espago vetorial Cj([0,1]).
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Questao 3.

(a) Considerando que V' é um espago vetorial real, temos que
lu+vl3 = (u+v,ut+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,v).
Utilizando o fato que 6 é o angulo entre os elementos u e v, nao nulos, temos que

(u,v)
cos(f) = — (u,v) = |ul2]v]2 cos(d).
fwllz vl
Portanto, obtemos a relacao

lu+vl; = llullz + lviz + 2l ull2llvl2 cos(6)

que é denominada Lei do Paralelogramo.

(b) Tomando a combinagao linear nula dos elementos do conjunto [
aq + oo+ g + o+ g = Oy,
e fazendo o produto interno de ambos os membros com um elemento ¢; € [ temos que

Cl<Q17Qj> + o+ Ci<Qi7qj> + 0+ Cn(anQj) = 0.

Usando o fato que [ é um conjunto ortonormal, isto é,

<Qi7qj> = 0 para i F g
(¢iy¢;) = 1 para =
obtemos ¢; = 0 para j = 1,---,n. Portanto, mostramos que (3 ¢ um conjunto

linearmente independente em V.
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Questao 4.
Chamando p(z) = 1 + z, temos que o subespaco S = [p(x)] C Pa(R).

O subespaco S+ ¢ definido por:

St ={qeP(R) / (r,q) =0 ; VreS}.

Tomando um elemento genérico q(x) = a + bxr + cx? € S+, sabemos que (p, q¢) =

Assim, temos que

(p,q) = /1x2(1 + 2)(a + bx + cx?)dx

1
= / (2* + 2*)(a + br + ca?)dzx
1

1
= /(am2+bx3+cx4+ax3—|—b:c4—|—cx5)dx =0
—1

1
= /(am2+cx4+bx4)dx =0

1

Calculando a integral, resulta a seguinte equacao

2 + 2 + 2b 0
—a —c -b =
3 5 5
Resolvendo a equacao acima para a incognita c, temos que
5
c = —-a — b.
3

Portanto, todo elemento ¢(x) € S+ é escrito como:

qlz) = a+bx+(—§a—b>x2

— (1—§x2>a + (z — 2*)b para a, b € IR.

Desse modo, uma base para o subespaco S+ ¢é formada pelos elementos

5
@) =1 — §x2 e @r) = = — 2,

completando a resolucao da questao.
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Questao 5.

A melhor aproximagio do elemento ¢(z) = 1 — x? mno subespago Pi(IR) C Po(IR) ¢é
dada pela projecao ortogonal do elemento ¢(z) sobre o subespago P;(IR).

Inicialmente, vamos obter uma base ortogonal [(* = {q1(z), ¢2(z) } para o subespago
P1(IR) a partir da base canonica [ = {pi(x) = 1, po(z) = z }, através do Processo

de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Desse modo, escolhemos ¢i(x) = pi(z) = 1. Agora, vamos construir o elemento go(z)

da seguinte forma:

@(r) = p2(r) — anq(r)

ortogonal ao subespaco gerado pelo elemento ¢;(z). Assim, temos que

_ <p2 y 41 > o 1
g = —/ = —.
<p2 y 41 > 2
1
Logo, o elemento ¢y(x) = x — 5 completando a base ortogonal 3* = {qi(z), ¢2(x) }.

Finalmente, vamos determinar a projegao ortogonal, G(z), do elemento ¢(x) = 1 — 22

no subespaco P;(IR) que é dada por:

<Q7QI> (.Z') + <qJQ2> 2(1‘)

g(r) = (qr, 1) ¢

onde

1 1 |
<Q7QQ> - /0(1—$2) (:B—é)dx:_ﬁ
Portanto, temos que
- 2 1 7

o que completa a resolucao da questao.
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B.2.4 Segunda Chamada

Questao 1.

97

(a) Temos que P = [p;;] ¢ a matriz de mudanca da base v = {p1(x), p2(z), ps(x) }

para a base 8 = {1, z, z* }. Desse modo, obtemos

pi(z) = pu + puzr + pur* =14+
pa(z) = pio + ppT + ppr® = x
ps(x) = pi3s + pasr + psr® = 2 + 2z + 2?
Assim, temos que v = {1 + z, 2,2 + 2z + 2% }.
(b) Sabemos que [q(z)]; = [I]};[q(x)],. Temos que
-3
lq(x)]s = | -2 e vamos denotar [q(x)], =
2
Assim, obtemos o seguinte sistema linear
1 0 2 -3 a + 2¢c = -3
11 2] |b] = |-2 — a + b + 2¢ = -2
0 0 1 c 2 c 2
-7
que possui uma unica solugdo a = —7, b =1 e ¢ = 2. Logo, [¢(z)], = 1.
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Questao 2.

Vamos determinar uma base para o subespago S. Temos que todo elemento (z,y,z) € S
satisfaz a equagao = + y + z = 0. Logo, temos que z = —x — y. Desse modo, obtemos

que todo elemento (z,y,z) € S ¢é escrito da seguinte forma:
(x,y,z) = SC(l,O,—l) + y(O,l,—l) para r,y € R.

Portanto, o conjunto 5 = {(1,0,—1), (0,1, —1) ¢é uma base para o subespaco S. De

fato, tomando uma combinacao linear nula dos elementos do conjunto [
Oél<]., 0, —]_) + 042(0, 1, —1) = (O, 0, 0)

obtemos o1 = ay = 0.

Agora vamos determinar uma base para o subespaco S+ definido por:
St ={welR /{(w,v)=0; YveS}.

Sabemos que todo elemento w = (a,b,c¢) € S+ deve ser ortogonal aos elemento da base

f# do subespago S. Assim, temos que

(w,v1) = a—c=0

(w,vy) = b—0c=0
onde v; = (1,0,—1) e wvwy = (0,1,—-1).

Desse modo, obtemos a = ¢ e b = ¢ para c¢ € IR. Assim, todo elemento

w = (a,b,c) € St é escrito da seguinte forma:
(a,b,c) = ¢(1,1,1) para celR.
Logo, S+ = [(1,1,1)].

Considerando o espago vetorial IR* com abase v = {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1) }, vamos
definir o operador linear 7' sobre o IR3, satisfazendo Im(T) = S e Ker(T) = S,

da seguinte forma:

T(1,0,0) = (1,0,—1)
T(0,1,0) = (0,1,-1)

T(1,1,1) = (0,0,0)
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Vamos escrever um elemento genérico (z,v,2) € IR® com relagao a base 7, isto é,
(r,y,2) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(1,1,1) = (a+c, b+ c,c)
obtendo ¢ = 2z, b=y — 2z e a = x — z. Assim, temos que
(x,y,2) = (x—2)(1,0,0) + (y—2)(0,1,0) + 2(1,1,1).
Finalmente, obtemos a expressao do operador T que ¢é dada por:
T(x,y,z) = (x—2)7(1,0,0) + (y—2)7(0,1,0) + =27(1,1,1)

= (r—2)(1,0,—1) + (y —=2)(0,1,—-1) + 2(0,0,0)

= (x—z,y—z,—x —y+ 22).
Portanto, temos que o operador linear

T(r,y,2) = (x — 2,y — 2z, —x —y + 22) para (z,y,2) € IR?

satisfaz as condicoes exigidas.

99
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Questao 3.

(a) Vamos determinar uma base [3; para o subespaco U;. Temos que todo elemento

(x,y) € U; deve satisfazer a seguinte condicao T'(z,y) = 5(z,y), isto é,
(3x — 2y, =2z + 3y) = (bz,by) <= (—2z — 2y, —2z — 2y) = (0,0).

Logo, temos uma tinica equacao = + y = 0, isto é, y = —ux.

Assim, todo elemento (x,y) € U; é escrito como:
(x,y) = =(1,-1) para r € R.
Portanto, temos que ; = {(1,—1) }.
Agora vamos determinar uma base (3, para o subespaco Us. Temos que todo elemento
(x,y) € Uy deve satisfazer a seguinte condigao T'(x,y) = (z,y), isto é,
(Bx — 2y, -2z + 3y) = (v,y) <= (2z — 2y, -2z + 2y) = (0,0).

Logo, temos uma unica equagao =z — y = 0, isto é, y = =.

Assim, todo elemento (x,y) € U, é escrito como:
(x,y) = x(1,1) para z € IR.
Portanto, temos que [, = {(1,1) }.
(b) O conjunto # = ;U Py = {(1,—1), (1,1)} é linearmente independente. De fato,

podemos observar que (3 é um conjunto ortogonal. Logo, ( é uma base ortogonal para
o IR?.

Finalmente, vamos determinar a matriz [T’ ]g Temos que

T(1,-1) = (5,-5) = 5(1,-1) + 0(1,1)
T(1,1) = (1,1) = 0(1,—-1) + 1(1,1)
Portanto, obtemos
] - lg ‘1)]

o que completa a resolucao do questao.
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Questao 4.

(a) Temos os elementos u = (1,1,1) e v = (3,2,1), e as seguintes condigoes:
(1) v = w + ws.
(2) O elemento w; ¢ ortogonal ao elemento wu, isto é (wy, u) = 0.

(3) O conjunto {ws, u} ¢ linearmente dependente, isto é, existe um escalar o € IR

tal que wy, = au.

Substituindo o elemento wy = awu, dado pela condicao (3), na condicao (1) e calculando

o produto interno (v, u) utilizando a condi¢ao (2), obtemos

(v,u) = (w +au,u) = (w,u) + alu,u) = 04:<u = - = 2.

Assim, temos que

wy = (2,2,2) e wy, = v — wy = (1,0,—-1).

(b) Vamos representar o elemento w = (1,—1,2) da seguinte forma:
w o= W + w onde weSsS e we St

isto é, w ¢é a projecao ortogonal de w sobre o subespaco S e w ¢é a projegao ortogonal

de w sobre o subespaco S+.

Como o conjunto {w;, u} é uma base ortogonal para o subespaco S = [wy, u|, temos

que o elemento w ¢é calculado da seguinte forma:

G o= Swsu) <w,w1>w1
<uau> <w1>w1>
Assim, temos que
2 1 1 4 7
v = - (1,1,1) — =(1,0,—-1) = | =, =, =
R o R )
Finalmente, temos que o elemento w = w — w. Logo,
1 4 7 5 10 5
v = (1,-1,2) — - =, = = — - =
@ = (1,-12) <6’6’6) <6’ 6’6)
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Questao 5.

(a) Temos que o subespago U = [uy, ug],onde uy = (1,1,1,1) e uy = (—1,1,—1,1).

Note que os elementos u; e wus sao ortogonais.

Sabemos que a melhor aproximacdo do elemento v = (2,1,3,1) € IR* no subespaco

U ¢é dada pela projecao ortogonal do elemento v sobre o subespaco U.

Como o conjunto {uj, up } é uma base ortogonal para o subespaco U, temos que a
projecao ortogonal, v, do elemento v mno subespago U ¢ calculada da seguinte forma:

. (v, uy) n (v, ug)

= ——1Uu
! <U2,U2>

U9 .
<u17u1> 2

Assim, temos que

7 3 5 5
v = —(1,1,1,1) — —-(-1,1,-1,1) = ( =,1,=,1).
v 4( 7 Y Y ) 4( Y Y Y ) ( 2 Y Y 2 Y )
(b) Basta considerar W como sendo o complemento ortogonal do subespagco U em IR*
com relacao ao produto interno usual. Pelo Teorema da Decomposicao Ortogonal,
temos que IR* = U @ W. Como dim(U) = 2, temos que dim(W) = 2.

Finalmente vamos determinar uma base para o subespaco W. Sabemos que todo elemento

w = (a,b,c,d) € W = Ut deve ser ortogonal aos elemento da base de U, isto &,

(w,u;) = a+b+c+c =0
(w,ups) = —a+b—-—c+c =0
Assim, obtemos um sistema linear homogéneo
a + b + ¢ + d =0 a + b + ¢ + d =0
<~
—a + b — ¢ + d =0 2 + 2d = 0
que possui como solugao b = —d e a = —c.

Assim, todo elemento w = (a,b,c,d) € W = Ut é escrito da seguinte forma:
(a,b,c,d) = ¢(—=1,0,1,0) + d(0,—1,0,1) para c,d € IR.

O conjunto # = {(-1,0,1,0), (0,—1,0,1)} é claramente linearmente independente.

Portanto, o conjunto 3 ¢é uma base para o subespaco W = U-*.
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B.2.5 Exame

Questao 1.

(a) Podemos verificar facilmente que U ¢é um subconjunto nao vazio, pois o polindémio
identicamente nulo satisfaz a condi¢ao para que um elemento de Py(IR) pertenga a U.

Desse modo, Op,r) € U.

Assim, devemos mostrar que U é fechado com relacao a operacao de adicao e fechado

com relagao a operacao de multiplicacao por escalar.

Tomando p(x), q(z) € U, isto é, satisfazendo

/_l p(x)de + p'(0) =0 e /_ q(x)dr + ¢'(0) = 0.

1 1

Logo, temos que

/11(p+Q)(rc)dx + (p+9'(0) = /11(p(37)+Q(37))d:E + p'(0) + ¢'(0)

= {/llp(l‘)dx + p’(O)} + {/ZQ(x)dx -+ q’(O)}

= 0

Assim, mostramos que (p(x) + ¢q(z)) € U.

Tomando p(x) € U e X € IR, temos que

/ On@ds + Op)(0) = / Do@)ds + ()

Assim, mostramos que Ap(z) € U.

Portanto, mostramos que o subconjunto U ¢é um subespaco vetorial de Ps(IR).
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(b) Vamos determinar uma base para o subespago U. Tomando um elemento genérico

p(x) = a + bxr + cx? € Po(IR), e impondo a condigao que p(x) € U, isto é,

1
/(a+bx+cm2)dx + b =0,
-1

obtemos uma equacao algébrica
6a + 30 + 2¢ = 0,

que possui dois grau de liberdade, de onde concluimos que dim(U) = 2.

Assim, temos que
3
c:—3a—§b ; a,b € R.

Logo, todo elemento p(x) € U ¢ escrito da seguinte forma:

p(z) = (1 —32%)a + (x—gﬁ)b ; a,b € IR.

Portanto, temos que o conjunto

3
vy = {1—3x2,x—§x2}

¢ uma base para o subespaco U.
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Questao 2.

(a) Como dim(V) = 3, basta mostrar que o conjunto ~ ¢é linearmente independente.

Para isso, vamos considerar uma combinacgao linear nula dos elementos do conjunto -~y
ciwy + cows + cswsz = Oy .
Substituindo as relacoes entre os elementos de v e os elementos da base [ temos que
c(up —ug —ug) + co(2us + 3uz) + c3(3u; + uz) = Oy,
que reorganizando os termos, obtemos
(e1 4+ 3es)ur + (—c1 + 2¢0)us + (—c1 + 3ez + e3)ug = Oy .

Como o conjunto [ ¢é linearmente independente, pois é uma base de V, implica que
os coeficientes da combinagao linear nula acima devem ser todos iguais a zero. Assim,

obtemos o seguinte sistema linear homogéneo
c1 4+ 3c3 = 0
—c1 + 2c9 = 0
—c1 + 3¢ + ¢ = 0

que possui somente a solucao trivial ¢; = ¢ = ¢3 = 0. Logo, provamos que o conjunto

~ ¢ linearmente independente. Portanto, o conjunto 7 ¢é uma base para V.

(b) Podemos encontrar facilmente a matriz [T} utilizando as relagdes entre os elementos

de v e os elementos da base (. Assim, temos que

10 3
T]; = |-1 2 0
-1 3
(c) Sabemos que [v]g = [T]}[v],. Desse modo, obtemos
1 0 3 -1
Wy = |-1 2 2| = :
-1 3 8

o que completa a resolucao da questao.
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Questao 3.
Inicialmente vamos determinar um conjunto de geradores para o subespago U.

Sabemos que todo elemento (z,y,z) € U satisfaz a equacao algébrica
r+y+z=20 — z = - — .
Logo, todo elemento (z,y,z) € U é escrito da seguinte forma:
(x,y,2) = x(1,0,—1) + y(0,1,-1) : x,y € IR.

Portanto, temos que U = [(1,0,—1), (0,1,—1)] = Im(T).

Agora considerando o subespaco W = [(1,0,1), (0, —1,1)], vamos determinar uma base

para o subespaco U NW, que é o nicleo do operador que desejamos encontrar.

Tomando um elemento v € UNW ,istoé, v € U e v € W. Logo, temos que existem

escalares a, b, ¢, d € IR tais que
v = a(1,0,—1) + b(0,1,-1) = ¢(1,0,1) + d(0,—1,1).

Desse modo, obtemos o seguinte sistema linear

a = c
b = —d
—a—b = c+d

que possui a seguinte solugao ¢ = 0, a =0 e b= —d para d € IR.

Portanto, todo elemento v € UNW ¢é escrito da seguinte forma:
v = b(0,1,-1) ; b e IR.

Logo, temos que UNW = [(0,1,-1)] = Ker(T).

Completamos a base do subespago Ker(T) para obter uma base para o espaco vetorial
IR3. Assim, podemos escolher v = {(0,1,—1), (1,0,0), (0,1,0) } uma base para IR3.
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Finalmente definimos o operador linear 7' com as caracteristicas solicitadas
7(0,1,—1) = (0,0,0)
T(1,0,0) = (1,0,—1)
7(0,1,0) = (0,1,-1)

Para obtermos a expressao do operador 7', vamos inicialmente representar um elemento

genérico (z,y,z) € IR® com relagao & base ordenada 7, isto é,
(x,y,2) = a(0,1,—1) + b(1,0,0) + ¢(0,1,0),

obtendo o seguinte sistema linear nas incognitas a, b, ¢

b = x

at+c =y

—a = z

Assim, temos que a = —z, b=z e ¢ =y+ z.

Logo, todo elemento (z,y,2) € IR* é escrito da seguinte forma:

(v,y,2) = —2(0,1,—1) + x(1,0,0) + (y + 2)(0,1,0).
Portanto,
T(z,y,z) = =z7(0,1,—-1) + 27(1,0,0) + (y+ 2)7(0,1,0)
T(x,y,z) = —z(0,0,0) + z(1,0,—1) + (y+ 2)(0,1,—1)
T(x,y,z) = (r,y+z —x—y—2)

o que completa a resolucao da questao.
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Questao 4.

Vamos verificar se o operador 7' é um automorfismo de P3([R). Para isso, devemos

determinar o subespaco Ker(T), isto é,
Ker(T) = {p(x) € Ps(R) / T(p(x)) = Opy(m) }-

Tomando um elemento genérico p(xz) = a + bxr + cx? + da?, vamos impor a condicio
que p(z) € Ker(T), isto é,

Tp(x) = (a+br + cax* 4+ de®) + (1 + 2)(b + 2cx + 3dz*) = Opym)
= (a+0b) + (2b+ 2c)z + (3¢ + 3d)z? + 4dz® = Opy(m)

Isso nos leva a um sistema linear homogeéneo cuja solugao é a = b = c = d = 0.

Logo, Ker(T) = { Op,m) }, isto é, T é um operador injetor. Pelo Teorema do ntcleo
e da imagem, sabemos que Im(T) = Ps(IR), isto é, T ¢é um operador sobrejetor.

Portanto, mostramos que 7' é um automorfismo de Ps(IR).

Finalmente vamos determinar a representacao matricial do operador T com relagao a

base canonica 3 = {1, z, 2%, 23} de P3(IR). Para isso, vamos calcular
1) =1
Tx) = 1+ 2z
T(z*) = 2z + 32°
T(z%) = 32% + 423

Desse modo, obtemos que

o O O =
o O N
S W N O
-~ w O O

o que completa a resolucao da questao.
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Questao 5.
Chamando pi(z) = 1+ 2 e py = 1 — 2% temos que o subespaco S = [pi(z), pa2(7)].

O subespaco S+ ¢ definido por:
St = {q®) e Py(R) / (r,q) =0 ; Vr()es}.

Tomando um elemento genérico q(r) = a + bx + cx? € S*, sabemos que

1
(p1,q) = /(a+bx+cx2)(1—|—x)dq;
1
1
= /(a+bx+cx2+ax+bx2+cx3)dx
1
1
= /(a+cx2+b:v2)d:v =0
1
1
(p2,q) = /(a+bx+cx2)(1—x2)dx
1
1
= /(a+bx+cx2—ax2—bx3—cx4)da:
1

1
= /(a+ca:2—ax2—cx4)d$ = 0
1

Calculando as integrais acima obtemos o sistema linear homogéneo

2 2
2a—|—§c—|—§b:0 6a + 2¢ + 20 = 0
<~
ila + —Cc = O 50/ _'_ c = 0
3 15
que possui a seguinte solugao b = 2a e ¢ = —ba para a € IR.

Desse modo, todo elemento ¢(z) € S+ ¢é escrito da seguinte forma:
q(z) = a(l + 2z — 527) ; a € IR.
Portanto, uma base para o subespaco S+ é dada pelo conjunto
v ={1+ 2z — 52},

o que completa a resolucao da questao.



