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A.1 Segundo Semestre de 2006

A.1.1 Primeira Prova
Questao 1. (2.5 Pontos)
Considere o espaco vetorial real IR? e os seguinte subespacos
U= {(zyy eR/y= 3z} e W={(zy) e >/ y=—22}.
Verifique se o seguinte subconjunto
UUWwW = {(:L‘,y) c R* / (z,y) € U ou (x,9) € W}

¢ um subespaco vetorial de IR?.

Questao 2. (2.5 Pontos)
Sejam V' um espaco vetorial sobre o corpo IF' e wu, v, w elementos distintos de V.
Prove que o conjunto {u, v, w} é linearmente independente em V' se, e somente se, o

conjunto {u + v, u + w, v + w} é linearmente independente em V.

Questao 3. (2.5 Pontos)

Considere o espago vetorial real IMy(IR) e os seguintes subespagos

U:{[“ b] : a,b,ceR} e W:{loa] ;a,belR}.
c a —a b

(a) Determine uma base para cada um dos seguintes subespagos:

v, W, UnW e U+ W.
(b) IMy(IR) = U & W 7 Justifique sua resposta.

Questao 4. (2.5 Pontos)
Considere o espago vetorial IR?. A matriz de mudanga da base ordenada v = {uy, us },

onde u; = (1,1) e wuy = (—2,2), para a base ordenada « = {vy, vo} ¢é dada por:

1 = E _;’]

(a) Determine a base ordenada «.

1
(b) Determine o elemento u € R* tal que [u], = [ ]
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A.1.2 Segunda Prova

Questao 1. (3.0 Pontos)
Determine explicitamente a expressao de uma transformacao linear T : Py(IR) — IR?

satisfazendo simultaneamente as seguintes condigoes:
(a) O elemento p(z) = (1 + z) € Ker(T).
(b) O elemento q(z) = = ¢ Ker(T).
(c) Im(T) = [(1, 1, 1)].
Questao 2. (3.0 Pontos)

Sejam T um operador linear sobre IR*, v = { v, vy, v3, v4 } uma base ordenada para,

o espago vetorial real R* e o subespago S = [vy, vg, v3]. Pede-se:

(a) Sabendo que T'(v) = v paratodo v € S e T(vs) = v1 + v3, determine [T7]7.

(b) Sabendo que

_ o O O
o = O O
o O O
o O = O

onde 3 = {ey, €2, €3, 4} é a base canonica de IR*, determine [T'(e1)], .

Questao 3. (3.0 Pontos)

Considere o operador linear 7' sobre Py(IR), definido por: T'(p(x)) = p'(x) + p(x),ea
transformacao linear P : Py(IR) — IR? definida por: P(a+bx+cx?) = (a+b, ¢, a—Db).
(a) Determine a transformacao linear P o T : Py(IR) — IR>.

(b) Determine a matriz [P oT]?, onde 3 é a base canonica de P(IR) e 7 ¢é a base

canonica de IR3.

(c) Verifique se P ¢ um isomorfismo de Po(IR) em IR*. Em caso afirmativo,

determine o isomorfismo inverso P! : IR? — Py(IR).
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Questao 4. (2.0 Pontos)
Sejam V' um espagco vetorial de dimensao finita, com dim(V) = n, e T um operador
linear sobre V' tal que Im(T) = Ker(T). Pede-se:

(a) Mostre que n é par.

(b) Considerando V = IR determine um operador linear T sobre V com essas

propriedades.



Petronio Pulino 5

A.1.3 Terceira Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo IF, T' um operador linear sobre V, A € IF

e FE), o subconjunto de V definido por:
Eyx={veV /Tw = }.
Prove que T(E)) C E).

Questao 2. (3.0 Pontos)
Sejam V' um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo IF' e T um operador linear
sobre V. Pede-se:

(a) Se v € V é um autovetor de T, quantos autovalores associados a v podem

existir, no maximo? Justifique sua resposta.

(b) Se. A = 0 é um autovalor de T, podemos afirmar que T nao é um operador

injetor? A reciproca é verdadeira? Justifique suas respostas.

(c) Se o operador linear T possui somente dois autovalores distintos A\; e Ay com

dim(Vy,) = n — 1, prove que T é um operador diagonalizavel.

Questao 3. (3.0 Pontos)
Seja T : IR*? — IR?> um operador linear definido por T'(z,y) = (5x — 6y, x). Pede—se:

(a) Calcule os autovalores e os autovetores do operador 7.
(b) Exiba uma base para cada um dos autoespagcos do operador 7.
(c) Utilizando o resultado do item (a), calcule os valores de a, b, ¢, d € IR, tais que
T(z,y) = (ax+by, cx +dy),
onde 7™ : IR?> — IR? é o operador linear definido por:

T =1 e T = T"1'oT para todo natural n

v
—
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Questao 4. (3.0 Pontos)
Determine explicitamente a expressao do operador linear T sobre IR*, diagonalizavel,

satisfazendo simultaneamente as seguintes condigoes:
(a) Ker(T) ={(z,y,2,t) e R* | s+y—2z+t=0 e z—t =20}
(b) 7(0,0,1,0) = (0,0,2,0).
(¢) (0,1,0,0) € Im(T).

(d) A = —3 é um autovalor do operador T.
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A.1.4 Segunda Chamada

Questao 1. (2.5 Pontos)
Diga se é Falsa ou Verdadeira cada uma das afirmacoes abaixo, justificando sua resposta.

(a) Existe uma transformacio linear T : IR* — IR® que ¢ injetora.

(b) Existe uma transformagao linear 7T : IR* — Py(IR) que é sobrejetora.

(¢) Subconjuntos de um conjunto linearmente dependente sao linearmente dependentes.
(d) Os espagos vetoriais Py(IR) e IM5(IR) sdo isomorfos.

(e) Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita com dim(V) = n, U e W

subespagos de V' com dim(U) > g e dim(W) > g Entao, UNW = {0y } .

Questao 2. (2.5 Pontos)
Considere o subconjunto U do espaco vetorial real M, (IR) definido por:
U={Aec M,(R) /A=A e tr(A) =0}
(a) Mostre que U é um subespaco vetorial de IM,,(IR).

(b) Considerando o espaco vetorial IM5(IR), exiba uma base para o subespaco U.

Questao 3. (2.5 Pontos)
Considere a transformacao linear T : IR? — IR? tal que
1 -1
JC—
[T]y - 0 1 )
-2 3

onde (3 ¢ a base canonica de R* e ~ = {(1,0,1), (—1,0,1), (0,1,0)} ¢é uma base
ordenada de IR3. Pede-se

(a) Determine 7'(1,0) e 7T(0,1).
(b) Determine uma base para Im(T).

(c¢) A transformagao T ¢é injetora? Justifique sua resposta.
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Questao 4. (2.5 Pontos)
Considere o operador linear T sobre Py(IR) definido por:

T(a 4+ bxr + cx®) = 3a +2b+¢) + (b — c)x + 2c2? .

Determine os autovalores e os autovetores do operador linear 7', exibindo uma base para

cada um dos autoespacos de T. O operador T é diagonalizavel? Justifique sua resposta.



Petronio Pulino 9

A.1.5 Exame

Questao 1. (3.0 Pontos)

Considere o espaco vetorial real IR* e os seguintes subespacos
U = {(z,y,2,t) e R* | s+y—z+t=0 e z—t =10}
W = {(v,y,2,t) e R* | z+y+2z=0}
(a) Determine uma base para o subespaco U + W.
(b) O subespago U + W é uma soma direta dos subespacos U e W7 Justifique.
(¢) Determine uma base para o subespaco U NW.

(d) Determine o operador linear T' sobre IR* tal que Im(T)=UNW e Ker(T)=W.

Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real P3(IR) e o subconjunto U definido por:

U = {p() € Ps(R) / p(1) + p(-1) =0} .

O subconjunto U é um subespago vetorial de P3(IR)? Justifique sua resposta. Em caso

afirmativo, determine uma base para U.

Questao 3. (3.0 Pontos)

Considere o operador linear T sobre IR? tal que

I3 = [_; j] ,

onde a = {(0,1),(1,0)} e v = {(-1,0), (0,—1) } sdo bases ordenadas de IR?.

(a) Determine 7°(1,0) e 7(0,1).

(b) Determine a matriz [[]S .
(¢) Determine explicitamente a expressao do operador linear 7.

(d) O operador linear T? é diagonalizavel? Justifique.
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Questao 4. (3.0 Pontos)

Sejam A e B matrizes similares de ordem n. Pede—se:
(a) Mostre que A e B possuem os mesmos autovalores.
(b) Determine a relacao entre os autovetores das matrizes A e B.

(c) Mostre que se A ¢é diagonalizavel, entdao B ¢é diagonalizéavel.
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A.2 Primeiro Semestre de 2006

A.2.1 Primeira Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
Considere o espago vetorial real C([—1,1]). Dé exemplo de um subconjunto S de C(|—1,1])
que é fechado com relacao a operacgao de adicao de elementos, mas que nao é fechado com

relacao a operacao de multiplicacao por escalar. Justifique sua resposta.

Questao 2. (2.0 Pontos)
Considere V' um espaco vetorial sobre o corpo IF. Sejam S = {wvy, vy, v3, v4} um
conjunto linearmente independente em V' e um elemento v € V', nao nulo. Mostre que
o conjunto {wy, vy, vs, vy, u} ¢é linearmente dependente se, e somente se, o elemento u

pertence ao subespaco gerado pelos elementos do conjunto S, isto é, u € [vq, ve, v3, v4].

Questao 3. (2.0 Pontos)
Considere os seguintes subespacos vetoriais de IR?

U = {(z,y,2) € R /] 20 — 4y + 6z =0}

W = [(1,0,1), (1,1, 3)]

Determine um sistema de geradores para cada um dos subespacos U + W e U N W.

O subespaco U + W ¢é uma soma direta dos subespagos U e W 7 Justifique sua resposta.

Questao 4. (2.0 Pontos)
Considere o espaco vetorial real P3(IR). Determine uma base para o subespaco vetorial
de P3(IR) definido por:

S ={pl) € Ps(R) / p(-1) + p'(-1) =0 e p(l) =0}.

Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere o espaco vetorial real IR*. Seja W o subespaco de IR* gerado pelos elementos
do conjunto S = {(1,0,1,2), (2,—1,1,3), (=1,1,0,—1) }. Determine uma base de IR*

contendo uma base do subespaco W.
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A.2.2 Segunda Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
A matriz de mudanca da base ordenada o = {p;(z), p2(x), ps(z)} de Po(IR), onde

) =1—z, plz) =1+z e pg(x)zl—x2,

para uma base ordenada v = {¢(z), ¢2(2), g3(x) } de Py(IR) é dada por:

1 20
g =11 10
001
Determine a base ordenada ~. Dado o polinomio p(z) = 3 — z + 22® determine seu

vetor de coordenadas [p(z)]., com relacao a base ordenada «.

Questao 2. (2.0 Pontos)
Determine explicitamente a expressao de uma transformagao linear 7' de Po([R) em

DM, (IR) satisfazendo simultaneamente as seguintes condigoes:
(a) O elemento p(z) = (1 + 2?) € Ker(T).

(b) O elemento g(z) = 1 & Ker(T).

0
(c) O elemento A = 1] e Im(T).
Questao 3. (2.0 Pontos)
Sejam V' e W espacos vetoriais sobre o corpo IF' e T : V — W uma transformagao
linear injetora. Mostre que se {vy, -+, vy, } € linearmente independente em V', entao
{T(v1), -+, T(vm)} ¢ linearmente independente em V.
Questao 4. (2.0 Pontos)

Diga se é Falsa ou Verdadeira cada uma das afirmacgoes abaixo, justificando sua resposta.
(a) Existe uma transformagao linear 7T : IR* — IR*® que é injetora.
(b) Existe uma transformacao linear T : IR* — Py(IR) que é sobrejetora.

(c) Existe uma transformacao linear 7' : IR* — Py(IR) que é bijetora.
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Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere T : IR* — P;(IR) a transformacao linear tal que

T(1,-1) = 2+ x e 700,1) = x — 1.

Mostre que T ¢ um isomorfismo de IR? em 7P;(IR). Determine o isomorfismo inverso
T-!' de Pi(R) em IR
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A.2.3 Terceira Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
Seja U um subespaco de P3(IR) tendo como base 8 = { x—2*+x3, 1+z+2? }. Considere
a transformagdo linear 7' : U — Py(R) dada por: T(p(x)) = p'(x) + (z + 1)p(0).

,onde v ¢ uma base para Py(IR). Pede-se:

N = =

1
Considere que [T]7 = |2
1

(a) Determine [p(x)]g sabendo que [T'(p(z))], =

SO W o=

(b) Se v = {z—1, pi(z), pa(x) }, determine o polinoémio ¢(z) = pi(z) — p2(z).

Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real C(([0, 1]), isto é,
Co([0,1]) = { fec(o,1]) / f(1) =0}.
Verifique se cada uma das aplicacoes
1 1
@ (£.9) = [ Fagas ) (f.9) = [ @y
0 0

define um produto interno no espago vetorial Cj([0,1]). Justifique sua resposta.

Questao 3. (2.0 Pontos)
Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e ||-]]2 a norma

Euclidiana. Pede-se:

(a) Mostre que se 6 é o angulo entre os elementos u, v € V', nao nulos, entao

lu+ollz = [lullz + vz + 20wl vl cos(®).

(b) Mostre que se 6 = {q1, -+, ¢, } ¢é um conjunto ortonormal em V', entao [ é

um conjunto linearmente independente em V.
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Questao 4. (2.0 Pontos)
Considere o espago vetorial real Po(/R) munido do produto interno
1
(p,q) = / a?p(x)g(x)de 5 Y p,q € Po(R).
—1
Determine uma base para o complemento ortogonal do subespaco S = [l + z] em

P2(IR) com relagao ao produto interno (-, -) definido acima.

Questao 5. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

(p,q) = / pe)a@)de ¥ opq € PuRR).

2

Determine a melhor aproximagao do polinomio ¢(z) = 1 — xz* no subespago Pi(IR).
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A.2.4 Segunda Chamada

Questao 1. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real Po(IR) e a base 8 = {1, z, 2*}. Dada a matriz

By

I
S = =
oS~ O
NN

Pede-se:
(a) Determine uma base v = {pi(z), p2(x), p3(x) } de modo que P = [I]}.
(b) Dado o polindémio ¢(z) = —3 — 2z + 22?, determine [g(z)], .
Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real IR* com o produto interno usual (-,-) e S o

subespaco definido por:
S ={(r,y,2) e R> | v +y+2=0}.
Determine um operador linear 7': IR?* — IR? tal que Im(T) = S e Ker(T) = S*.
Questao 3. (2.0 Pontos)
Seja T : IR> — IR? o operador linear definido por:
T(x,y) = 3z — 2y, —2z + 3y).
Pede-—se:

(a) Determine uma base para cada um dos seguintes subespagos:
U = {(vy) € R/ T(x,y) = 5(x,y) }
Uy = {(I7y) € IR? / T(l’,y) = (I,y)}

(b) Mostre que o conjunto 3 = (3; U 35, onde (3; é uma base para U; e [ é uma

base para U, , é uma base para IR? e determine [T]g
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Questao 4. (2.0 Pontos)
Considere o espaco vetorial real IR® munido do produto interno usual (-, -). Dados os
elementos u = (1,1,1) e v = (3,2,1). Pede-se:

(a) Determine os elementos w; e wy tais que v = w; + ws, de modo que w; seja

ortogonal ao elemento u e que o conjunto { wq, u} seja linearmente dependente.

(b) Decompor o elemento w = (1,—1,2) como a soma de um elemento no subespago

S = [u,w;] e outro no subespago S*.

Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere o espaco vetorial real JR* munido do produto interno usual. Seja U o

subespaco gerado pelos elementos u; = (1,1,1,1) e uy = (—1,1,—1,1). Pede-se:
(a) Determine a melhor aproximagao do elemento v = (2,1,3,1) no subespago U.

(b) Determine um subespaco W de modo que IR* = U @ W. Justifique sua resposta.
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A.2.5 Exame

Questao 1. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real Py(IR) e o subconjunto U definido por:

U - {pG'PQ(R) / /_llp(:c)dx + p(0) :o}.

O subconjunto U ¢é um subespaco vetorial de Po(IR) 7 Justifique sua resposta. Em caso

afirmativo, determine uma base para U.

Questao 2. (2.0 Pontos)
Considere V' um espaco vetorial real e 3 = {uy, us, u3} uma base ordenada de V.
Seja v = {wy, wy, wy} cujos elementos estao relacionados com os elementos da base

( da seguinte forma:

w, = Uy — U2 —  Uus
Wy = 2U2 + 3U3
wz = 3uy +  ug

(a) Mostre que ~ é uma base para V.
(b) Determine a matriz de mudanca de base [I]}.

(c) Se um elemento v € V' tem por vetor de coordenadas, em relagao a base =,

qual é o seu vetor de coordenadas com relacao a base ordenada 3 7

Questao 3. (2.0 Pontos)
Sejam U e W subespacos vetoriais de IR definidos por:

U = {(v,y,2)eR? /) 2 +y+2=0}

W = [(1,0,1), (0,—1,1)]

Determine um operador linear 7' sobre R* tal que Im(T) = U e Ker(T) = UNW.
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Questao 4. (2.0 Pontos)
Considere o operador linear T : P3(IR) — P3(IR) definido por:

T(p(z)) = plz) + (1 + z)p'(x).

Verifique se 7" é um automorfismo de P3(IR) e determine a matriz [T]g, onde [ ¢éa

base canonica de Ps3(IR).

Questao 5. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno
1
(o) = [ pa@ds 5 Ve € PAR).
-1

Determine uma base para o complemento ortogonal do subespaco S = [1 + z, 1 — 27

em Py(IR) com relagao ao produto interno (-, -) definido acima.
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A.3 Segundo Semestre de 2005

A.3.1 Primeira Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real V ={(x,y) / z, y € IR}, com as operagoes:
e adicao de elementos: (x1,y1) ® (v2,y2) = (1 + 22 + 5, y1 + Yo)
e multiplicagao por escalar: o © (z,y) = (ox + 5(a— 1), ay) para a € R.
(a) Exiba o elemento neutro da adigao desse espago.
(b) Exiba o elemento simétrico aditivo do elemento (x,y) € V.
(c) Verifique se W ={(z,y) €V / x = -5} é um subespago vetorial de V.
Questao 2. (2.0 Pontos)
Diga se é Falsa ou Verdadeira cada uma das afirmacoes, justificando sua resposta.

(a) Seja V' um espago vetorial real. Se { vy, ve, v3 } é LI em V, entdo o conjunto

{U1 — U2, U2 + V3, U1 + Ug} é Llem V.
(b) O subconjunto W ={A € My(IR) / A> = A} éum subespago de DM(IR).

(c¢) O subconjunto S ={f € C([—a,a]) / f(-z) = f(x) ; = € [~a,a]} éum
subespago de C([—a,al).

Questao 3. (2.0 Pontos)
Considere o sistema linear homogéneo

20 +4y + 2z = 0

r+ y+ 2z = 0

x4+ 3y — 2z = 0

Pede-—se:

(a) Mostre que o conjunto solugao S ¢é um subespago vetorial de IR® e determine

uma base para esse subespaco.

(b) Dado o subespago vetorial U = { (z, y, 2) € R* /| * —y+ 2z =0 }, determine o

subespaco U NS e uma base para esse subespaco.

(c) Determine o subespaco vetorial U + S e uma base para esse subespago.
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Questao 4. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real Py(IR). Pede-se:

(a) Mostre que o subconjunto W = {p € Po(R) / p(2) =0} ¢éum subespaco vetorial
de PQ(]R)

(b) Exiba uma base (3 para o subespaco .

(c) Encontre as coordenadas do polinémio p(z) =6 — 5z + z? com relagio a base (.

Questao 5. (2.0 Pontos)

Considere o subespaco
V={(r,y,2) €ER® | x+2y+2=0 e —x+3y+2:=0}

do espaco vetorial real IR?. Determine um subespaco W do IR® tal que IR* =V & W.
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A.3.2 Primeira Prova (Substitutiva)

Questao 1. (2.0 Pontos)
Considere o espago vetorial real (V,®,®),onde V ={ (z,y) € R* / >0 e y>0}

munido com as operagoes
e adicao de elementos: (z1,y1) ® (z2,v2) = (x122, Y1y2), V (z1,y1), (22,y2) € V.
e multiplicagao por escalar: a©® (z,y) = (2%, y*), Vae R e VY (z,y) € V.
Pede-—se:
(a) Exiba o elemento neutro da adigao desse espago.
(b) Exiba o elemento simétrico aditivo do elemento u = (x,y) € V.
(c) Mostre que (o + f)Ou =a®u®d fOu, u=(r,y) € V e «,f € R.
(d) W={(z,y) €V / y=2x} éum subespaco vetorial de V 7

Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere os seguintes subconjuntos do espago vetorial real M, (IR)
U={Ae MR | A=A} e W={Aec MR | A =-A}

Mostre que U e W sao subespacos vetoriais de M, (IR) e que IM,(R) = U o W.

Considerando o espaco vetorial IM3(IR), exiba uma base para os subespacos U e W.

Questao 3. (2.0 Pontos)
Considere o espago vetorial real P3(IR) e os elementos p(x) = —3 — 5z — 222 + 23 e
q(x) = =9 — 4z — 52% + 323. Mostre que o elemento 7(x) = —6 + 120 — 222 + 223
pode ser escrito como uma combinacao linear dos elementos p e ¢, mas que o elemento
s(x) = 8 + Tx — 22% + 323 nao pode.

Questao 4. (2.0 Pontos)
Seja (V,+,-) um espago vetorial real. Se { vy, v9, v3 } é linearmente independente em

V', mostre que { vy + vy + v3, v9 + v3, v1 + v3 } ¢é linearmente independente em V.
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Questao 5. (2.0 Pontos)

Considere o seguinte subconjunto do espago vetorial real IM,,(IR)
U={Aec M,(R) /A=A e tr(A) =0}

Mostre que U é um subespaco vetorial de M, (IR). Considerando o espaco vetorial

DM;3(IR), exiba uma base para o subespaco U.
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A.3.3 Segunda Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
Seja V' um espago vetorial real e v = { vq, vg, v3 } uma base para V. Pede-se:

(a) Mostre que = { vy, v1 + v, v1 + v3 +v3 } é uma base para V.
(b) Determine a matriz de mudanga da base [ para a base +.

(c) Se o elemento v € V' tem como vetor de coordenadas em relagao a base -~y

1
[v], = |2
1
determine seu vetor de coordenadas [v]s.
Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere os seguintes subespacos de IR*
U = [(1707 17 1)7(071717 1)]
W = {(x,yz,t)eR* 2 +y=0 e z+t=20}

Determine um operador linear 7' sobre IR* tal que Ker(T) = W e Im(T) = U.

Questao 3. (3.0 Pontos)
Diga se é Falsa ou Verdadeira cada uma das afirmacoes, justificando sua resposta.

(a) D: My(R) — IR com D(A) = det(A) é uma transformagao linear.

(b) Nao existe transformagao linear T : IR* — IR® que é injetora.

(c) Existe uma transformagao linear T : IR* — Py(IR) que é sobrejetora.

(d) Existe transformagao linear 7T : IR™ — IR"™, com m < n, que é bijetora.
Questao 4. (2.0 Pontos)
Considere as transformacoes lineares 7T : IR? — IR® e P : IR® — IR*> dadas por:
T(x,y) = (22, z—y,y) e Pr,y,z) = (y—=z, z—x ). Determine a matriz

[T o P}g ,onde (3 ¢ a base candnica do IR?, e determine uma base para o subespaco

Im(ToP ). O operador linear ToP éum automorfismo de IR®? Justifique sua resposta.
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Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere a transformacao linear 7T : Py(IR) — Py ([R) dada por:

T(p(x)) = ap(0) — p'(x)

com

Y

3 -3 b
TS =
715 [3 —3 -2

considerando o = {1, cx+ 1, 2%} abase para Po(IR) ¢ 3 = {1—=z,x } abase
para P;(IR). Pede-se:

(a) Determine os parametros a, b, ¢ € IR.

(b) Determine [T'(q(x))]s e [T'(¢(x))]y, com v = {1,z } a base canonica de
P1(IR), sabendo que



26 Algebra Linear e suas Aplicacées: Notas de Aula

A.3.4 Terceira Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
Seja V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e 7" um automorfismo

de V. Mostre que a aplicagao
fG,): VxV — R
(w,v)  — flu,v) = (T(u), T(v))
define um produto interno em V. Dé um exemplo considerando V = IR* munido do
produto interno usual.
Questao 2. (2.0 Pontos)

(a) Sejam @ e b reais positivos e os elementos u = (v/a, vb), v = (Vb /a) € R>.
a-+b

Utilize a desigualdade de Cauchy—Schwarz para comparar a média aritmética

com a média geométrica vab.
(b) Seja V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e || - |2 a

norma Euclidiana. Mostre que os elementos (u — v), (u + v) € V sdo ortogonais

se, e somente se, |u|2 = || v

Questao 3. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial Po(/R) munido do produto interno

(p,q) = /_1 2p(t)q(t)dt .

1

A partir da base canonica 3 = { 1, ¢, t* } do espaco P,(IR), construir uma base

ortogonal v = { P, P,, P3} para o espaco Py(IR).

Questao 4. (2.0 Pontos)
Considere o espaco vetorial R* munido do produto interno usual. Seja U o subespaco

gerado pelos elementos u; = (1, =1, 1,1) e uy = (1, 2,0, 1). Pede-se:
(a) Determine uma base para o subespaco U->.
(b) Calcule a projecao ortogonal do elemento u = (2, 1, 1, —1) no subespago U.

(c) Considere o operador linear P : R* — IR' que representa a projegao ortogonal

sobre o subespago U. Mostre que Ker(I — P) = U.



Petronio Pulino 27

Questao 5. (2.0 Pontos)
Seja V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e || - | a norma
Euclidiana. Considerando os elementos u, v € V', com v # 0y, determine o elemento
w* do conjunto S = {weV / w =u — tv, te IR} quepossui a menor norma

Euclidiana. Dé uma interpretacao geométrica para o elemento w*.
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A.3.5 Segunda Chamada

Questao 1. (2.0 Pontos)

Seja V' um espago vetorial real e v = { vy, vq, v3, v4 } uma base ordenada de V. Pede—se:
(a) Mostre que = { vy, v1+vy, v1+va+v3, v1+ve+v3+vs } é uma base de V.

(b) Se o elemento v € V' tem como vetor de coordenadas

[v], =

N~ WO

determine seu vetor de coordenadas [v]s.
Questao 2. (2.0 Pontos)
Considere os seguintes elementos do espaco vetorial IR*

vy = (1, =-1,2,3) , v = (2,1, -1, =2) e vy = (3,3, =4, =7).
Sejam U e V subespagos do IR' tais que dim(U) =3 e UNV = [v, v, v3].

Determine as possiveis dimensoes dos subespacos V e U + V.

Questao 3. (2.0 Pontos)
Seja V' o subespago de IM,(IR) das matrizes simétricas. Considere a transformagao
linear 7' : V — Py([R) dada por:

a

Mostre que T é um isomorfismo. Considerando a base canénica ~ para o Po(IR) e a

b ¢

ab]) = (a+0b) — bz + (c —a+ b)a*.

base canonica [ para o subespago V, determine a matriz [T’ ]f .

Questao 4. (2.0 Pontos)
Mostre que a aplicagao (-, -) : Po(IR) x Po(IR) — IR dada por:

(p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)

define um produto interno no espago vetorial P,(IR). Determine uma base para o com-
plemento ortogonal do subespaco U = [2 — 2] em Py(IR) com relacao ao produto

interno (-, -) definido acima.
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Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere o espago vetorial real C(|—1,1]) munido do produto interno usual. Determine
o polinémio p(xr) = a + bz, a,b € IR, mais préximo da fungdo f(x) = sin(7zx),
x € [—1,1], com relacao a norma Euclidiana. Dé uma interpretagao geométrica para o

polinémio p(z).
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A.3.6 Exame

Questao 1. (2.0 Pontos)
Considere os elementos u; = (—1,2,1,1) e wuy = (2,1,—1,1) do IR'. Pedese:

(a) Encontre o complemento ortogonal do subespago W = [uy, us] em IR* com relagao

ao produto interno usual.

(b) Encontre dois elementos wug, uy € R* tais que B = { uy, us, us, us} seja uma

base para IR*.

(c) Determine a projecao ortogonal do elemento v = (1,2, —1,0) € IR* sobre W.

Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere o seguinte subconjunto do espago vetorial real IM,,(IR)
U={Aec M/(R) | A=A e tr(A) =0}.
Pede-—se:
(a) Mostre que U é um subespaco vetorial de DM, (IR).

(b) Considerando o espacgo vetorial IM;3(IR), exiba uma base para o subespaco U.

Questao 3. (2.0 Pontos)

Seja T : IR?> — IR?® a transformacao linear tal que
T(2,1) = (3,0,2) e T(1,2) = (1,1,0).
Pede—se:

(a) Mostre que T é injetora.

(b) Exiba uma transformagao linear P : IR? — IR* tal que Ker(P) = Im(T).
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Questao 4. (2.0 Pontos)
Considere o operador linear 7' : P;(IR) — P;(IR) dado por:

T(p(x)) = p'(x) + (= + 1)p(0).

Sejam f={1,1—2} e yv={q(x),1—x} bases para P;(IR) tais que

2 1
[T]g - [1 s]'

Pede-se:
(a) Determine o polinomio ¢(x) e a constante s € IR.

(b) T ¢éum isomorfismo ? Justifique sua resposta.

Questao 5. (2.0 Pontos)

(a) Seja V' um espaco vetorial real munido do produto interno (-, -) e 7' um operador
linear sobre V. Se (T'(u), T(v)) = (u,v) para todo u,v € V, entdo T ¢é um
operador injetor.

(b) Considere o espago vetorial IR"™ munido do produto interno usual (z,y) = y'z.
Se A € M,(IR) é uma matriz simétrica, entdo (Az,y) = (x, Ay) para todo
z,y € IR".
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A.4 Segundo Semestre de 2004

A.4.1 Primeira Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real V' = { (z,y) € R* / z > 0} com as operagoes:
Adigao de Elementos: (z1, y1) ® (72, y2) = (2172, ¥1 +¥2)
Multiplicagao por Escalar: a©® (z, y) = (2% ay) , a € R

Pede-—se:
(a) Exiba o elemento neutro da operagao & .
(b) Exiba o inverso aditivo do elemento v = (x, y) € (V).
(c) Mostre que a®(u & v) = a®u & a®v , w,v € V e a € R.

(d) Verifiquese W = {(z,y) € V / x = 1} é um subespago vetorial de V.

Questao 2. (2.0 Pontos)
Considere os seguintes subespacos de IR*

W = {(xyz2t)e R" ]2 —y—2=0 ¢ z -3y +t=0>}

u = |[(1,2,1,3), (3,1, =1, 4)]

Determine uma base para os subespacos U + W e U N W. O subespagco U + W é

uma soma direta dos subespacos U e W 7 Justifique sua resposta.

Questao 3. (2.0 Pontos)

Considere o seguinte subespago S de Ps(IR) definido da seguinte forma:

S={peP(R)/p(-1) =0 e p(l) =0 }.

Qual é a dimensao de S ? Encontre uma base para S.
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Questao 4. (2.0 Pontos)
Seja I' = { v, vg, v3 } uma base para o espago vetorial real V. Pede-se:
(a) Mostre que 5 = { vy, v1 +v9, —v1 + 09 +v3 } é também uma base para V.

(b) Se o elemento v € V' tem coordenadas

em relacao a base I, quais sao as suas coordenadas em relacao a base [ 7

Questao 5. (2.0 Pontos)
Seja V' um espago vetorial sobre o corpo I, com dim(V) = 9. Sejam U e W
subespacos vetoriais de V' tais que dim(U) = 6 e dim(W) = 5. Mostre que
2 < dim(UNW) < 5.
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A.4.2 Segunda Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
Considere o operador linear

T: PyR) — Ps(R)
p  — q=T(p
com q(x) = T(p)(z) = z*p"(x) ; =z € IR. Pede-se:
(a) Determine a representacao matricial de T com relacao a base candnica.

(b) Determine o ntcleo e a imagem do operador T

(c) T ¢éum operador linear injetor ? Justifique.

Questao 2. (2.0 Pontos)
(a) Exiba uma transformacao linear T : IR®> — Py(IR) tal que dim(Ker(T)) =1.

(b) A transformacao linear 7' é sobrejetora 7 Justifique.

Questao 3. (2.0 Pontos)
Sejam F' e G operadores lineares de um espaco V, tais que G o F'=F o G. Mostre
que Ker(F) + Ker(G) C Ker(FoG).

Questao 4. (2.0 Pontos)
Sejam V e W espagos vetoriais sobre o corpo IR e (-, -) um produto interno em W.
Se T :V — W é uma transformagao linear injetora, entao a aplicagao f(-,-) dada

por:
flu,v) = (T(u), T(v)) para todo  w, v € V

define um produto interno em V.

Questao 5. (2.0 Pontos)
Sejam aq, ---, a, numeros reais estritamente positivos. Aplicando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, em dois elementos u, v € IR"™ escolhidos adequadamente, mostre que

1 1 )
(a1+...+an) - 4+ -4+ — > n
ai Qn,
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A.4.3 Terceira Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
Seja W o subespago de IR® gerado pelos vetores u = (1, 2, 3, —1, 2) e
v = (2,4, 7, 2, —1). Encontre uma base ortogonal para o complemento ortogonal W+

de W em IR® com relacao ao produto interno usual de IR°.

Questao 2. (2.0 Pontos)
Determine todos os valores dos parametros a e b de modo que a matriz A dada abaixo
seja diagonalizavel. Para estes valores de a e b, determine uma matriz inversivel P e

a matriz diagonal D de modo que P 'AP = D.

1 00
A = a 2 0
0 b 2

Questao 3. (2.0 Pontos)
Determinar e classificar os pontos criticos das funcoes F : IR?> — IR, dadas abaixo,

através da analise dos autovalores da matriz Hessiana, justificando sua resposta.
(a) F(z,y) = 22% — 2y — 3y* — 32 + Ty

(b) F(x,y) = «* + y* — 3zy

Questao 4. (2.0 Pontos)
Se B € M,(IR) é similar a matriz A € IM,(IR) auto-reflexiva, mostre que B ¢é uma

matriz auto-reflexiva. Estabeleca a relacao entre os autovetores de A e B.

Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere o operador linear 7T : P3(IR) — Ps(IR) dado por:
T(p)(x) = 2°p"(x) + p/(z) + plr) ; 2R
(a) Determine a matriz [T]g onde [ ¢ a base canonica de P;3(IR).
(b) Determine os autovalores e os autovetores do operador T.

(c) Para cada um dos autovalores do operador T, diga qual é o subespaco associado.

(d) Diga qual é a multiplicidade algébrica e geométrica de cada um dos autovalores do

operador T'. Justifique sua resposta.

(e) O operador T é diagonalizdvel 7 Justifique sua resposta.
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A.4.4 Segunda Chamada
ATENCAO: Faca as 2 (duas) questoes relativas a prova que vocé faltou e resolva mais

3 (trés) questoes, dentre as outras 4 (quatro). Leia as questoes com atengao.

Questao 1. — P1 (2.0 Pontos)
Sejam U e V subespagos de IR' tais que dim(U) =3 e dim(V) =3 e o subespago
UNV = [(1,1,1,1), (1,-3,4,-2), (2,—2,5,—1)]. Pede se

(a) Qual é a dimensao do subespaco U + V 7 Justifique.

(b) Exiba uma base do IR* que contenha uma base do subespaco V, sabendo que o
elemento (0,0,0,1) € V.

Questao 2. — P1 (2.0 Pontos)
Seja I' = { vy, vg, v3, vy } uma base para o espago vetorial real (E, +, ) .
(a) Mostre que f = { vy, v14+wvy, v1 +va+v3, V1 +vy+v3+vg } étambém uma
base para F.
(b) Se o elemento v € E tem coordenadas [v]r = (1, 1, —1, 0) em relacao a base

I' |, quais sao as suas coordenadas em relacao a base ( 7

Questao 3. — P2 (2.0 Pontos)

Seja V' o subespaco de IMy(IR) das matrizes triangulares superiores. Pede—se:
(a) Exiba uma base para V.

(b) Seja T :V — Py(IR) a transformacao linear dada por:

d

Mostre que T é uma transformagao inversivel.

0 ¢

¢ b]) = (a+b) +bx+ (c—a-—>ba*.
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Questao 4. — P2 (2.0 Pontos)
Sejam (V, +, -) e (W, +, -) espacos vetoriais reaise T : V — W uma transformagao

linear. Mostre que:

(a) Ker(T) = {0y } se, e somente se, T ¢ injetora.
(b) Se T ¢ injetora e { vy, vg, ..., vy } ¢é linearmente independente em V', entdo
{T(v1), T(v3), ..., T(vy) } é linearmente independente em W.
Questao 5. — P3 (2.0 Pontos)

Seja W o subespaco de IR* dado por
W ={(a+c, btec, b —a) € R* /] a, b, cER}.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco W com relacao ao produto interno
usual de IR*.

Questao 6. — P3 (2.0 Pontos)
Seja T : IR?* — IR?® o operador linear dado por

T(x,y,z) = (3¢ —2y —4z, 4o — 3y — 4z, —z). Pede-se:
(a) Encontre A = [T]g3 onde (3 é a base canonica de IR

(b) Encontre os autovalores e os autovetores A

(c) Calcule A° de uma forma eficiente.
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A.4.5 Exame

Questao 1. (2.0 Pontos)
Considere um subespago vetorial W de Po(IR) com base = {1 + ¢, 1 — {*}.

Sabemos que a matriz de mudanca da base (3 para a base v ¢é dada por:

s - E _f]

Determine a base v do subespaco W.

Questao 2. (2.0 Pontos)

(a) Sejam U e V espacos vetoriais sobre o corpo IF' e T uma transformagao linear
de U em V. Se dim(U) > dim(V), prove que existe um elemento nao nulo
u € U tal que T(u) = Oy.

(b) Considerando U = IR* e V = P;(IR), dé um exemplo de uma transformagao

linear 17" de U em V que seja sobrejetora.

Questao 3. (2.0 Pontos)
Seja W o subespaco de IR* dado por:

W= {(r,yz,t)eER* /] 2 +y =0 e 20 —y +2=0}.
Determine uma base ortogonal para cada um dos subespacos W e W+,
Questao 4. (2.0 Pontos)
Seja A € IM,(IR) uma matriz simétrica. Pede-se:

(a) Considere o espago vetorial IR™ com o produto interno usual (-, -). Mostre que

para todo z, y € IR" temos que
(Az,y) = (=, Ay).
(b) Mostre que os autovalores de A sao reais.

(c) Mostre que autovetores de A associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

(d) Mostre que se a matriz B € IM,(IR) é ortogonalmente similar & matriz A, isto
é, existe uma matriz ortogonal @ € DM, (IR) tal que B = Q'AQ, entao B é

uma matriz simétrica.
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Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere o operador linear T : IM5(IR) — IMy(IR) definido da seguinte forma:
T a b _ 2a+b 2b .
c d 2c  3d

T é um operador linear diagonalizavel 7 Justifique.
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A.5 Segundo Semestre de 1999

A.5.1 Primeiro Teste

Questao 1. (5.0 Pontos)

(a) Seja V' um espago vetorial e sejam U e W subespagos vetoriais de V. Mostre

que o subconjunto de V' dado por
U+W={veV/ v=u+w ; vel e welW}
é também um subespaco vetorial de V.

(b) Dado o subespago W = { (z, y, 2) €IR* /| ©* + 2y +2 = 0} determine um
subespaco U do IR? tal que IR® = U & W. Justifique sua resposta.

Questao 2. (5.0 Pontos)
(a) Mostre que o subconjunto W de IM3(IR) definido por
W ={A¢ec M3(R) /] A" = —A }
¢ um subespaco vetorial de IM;3(IR) .

(b) Encontre uma base para o subespago W. Qual a dimensao do subespaco W 7

Justifique suas respostas.
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A.5.2 Primeira Prova

Questao 1. (3.0 Pontos)

Seja I' = { v, vg, v3 } uma base para o espago vetorial (E, +, -). Pede-se:

(a) Mostre que § = { vy, v1 + vy, —v; + vy +v3 } é também uma base para FE.

(b) Se o elemento v € E tem coordenadas [v]r = (2, —1, 1) em relagdo a base I",

quais sao as suas coordenadas em relacao a base [ 7

Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere o espaco vetorial real
C*([a,b]) = { feC([ab]) / fla) = f(b) }.
A aplicacao F' : C*([a,b]) x C*([a,b]) — IR dada por

/f

define um produto interno em C*([a,b]) 7 Justifique sua resposta.

Questao 3. (2.0 Pontos)
Seja (F, +, ) um espago vetorial e S um subconjunto de E com um nimero finito de
elementos. Nas afirmagoes abaixo, demonstre se for verdadeira ou dé um contra—exemplo

se for falsa:

(a) Se S é linearmente independente, entao qualquer subconjunto de S é também

linearmente independente;

(b) Se S é linearmente dependente, entdao qualquer subconjunto de S é também

linearmente dependente.

Questao 4. (3.0 Pontos)

Sejam U e W subespacos vetoriais de dimensao 3 de IR* e seja
Unw =1[(,2 1,0), (-1, 1,0, 1), (1, 5, 2, 1)].

Pede-se:

(a) R*' = U + W 7 Justifique sua resposta;

(b) Determine uma base ortonormal para o subespaco U N W ;

(c) Determine a projecao do elemento u = (1, 1, 1, 1) no subespaco U N W.
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A.5.3 Segundo Teste

Questao 1. (5.0 Pontos)
Considere o espaco vetorial real IM3(/R) munido do produto interno usual. Seja S o
subespaco dado por: S = { D € IM3(IR) / D é uma matriz diagonal }. Determine
o subespaco S+ | isto é, o complemento ortogonal de S. Encontre uma base para o

subespaco S*.

Questao 2. (5.0 Pontos)

Considere a seguinte transformacao linear T : IR* — IR* dada por:
T(z,y) = 2z, 2 =y, y).
Pede-—se:
(a) Determine a representacao matricial de T com relacao as bases candnicas.
(b) Determine uma base para a imagem da transformacao 7.
(c) T é uma transformagao linear injetora 7 Justifique.

(d) T ¢é uma transformagao linear sobrejetora ? Justifique.
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A.5.4 Segunda Prova

Questao 1. (2.5 Pontos)
Considere a transformagao linear 7T : P3;(IR) — P3(IR) dada por:

T(p)(x) = xp'(x) + plx) ; zelR
(a) Determine a matriz [T]g onde [ ¢é a base canonica de P3(IR).

(b) Determine o ntcleo e a imagem da transformagao 7.

(c) T ¢éum isomorfismo 7 Justifique.

Questao 2. (2.5 Pontos)
Sejam A, B € IM,(IR) duas matrizes similares, isto é, existe uma matriz inversivel
P e M,(IR) tal que A = P~! B P . Estabeleca a relagao entre os autopares de A e
B.

Questao 3. (2.5 Pontos)

(a) Seja A € M,(IR) inversivel. Estabeleca a relagdo entre os autopares de A e
AL

(b) Seja A € M,(IR) . Mostre que as matrizes A e A’ possuem os mesmos autova-

lores. Sugestao: utilize o polinomio caracteristico.

Questao 4. (2.5 Pontos)
Determine todos os valores dos parametros a e b de modo que a matriz A dada abaixo
seja diagonalizavel. Para estes valores de a e b determine uma matriz inversivel P e

a matriz diagonal D de modo que P~ 'AP = D.

S

I
o 2 =
- OO
N O O
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A.5.5 Exame

Questao 1. (2.0 Pontos)
Considere o seguinte subespaco de Ps([—1, 1])
S={peP(-11) /p(=1) =0ep(l) =0}

Qual é a dimensao de S ? Encontre uma base para S.

Questao 2. (2.0 Pontos)
Seja (FE, 4, -) um espago vetorial real munido do produto interno (., . ). Considere
a funcao J : IR — IR definida da seguinte forma: dados os elementos u , v € F,
nao nulos, seja

Ja) = [[v—oaul|?® ; ac R,
onde || - | ¢é anorma proveniente do produto interno.

(a) Mostre que a fungdo J possui um unico ponto de minimo «*.

(b) Dé uma interpretagao para o elemento o*u .

Questao 3. (2.0 Pontos)
Considere a transformagao linear 7T : Py(IR) — IR® definida da seguinte forma

T(a0+a1t+a2t2) = (a0+a1—i—a2, CL0+CL1,CL0+CL2).

(a) Determine a matriz [T]; onde T éa base canonica de Py(IR) e [ 6 a base

candnica de IR .

(b) Mostre que T' é um isomorfismo e determine a expressao da transformagao linear
T (z,y,z) paratodo (z,vy, z)€ R®.

Questao 4. (2.0 Pontos)

Utilize a forma diagonal da matriz A para calcular eficientemente A", n € IN.

3 =5
A = :
1 -3
Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere (F, +, -) um espago vetorial munido do produto interno (-, -) e um operador
linear auto-adjunto 7 : E — E istoé, (T(v), u) = (v, T(u)) para todo

u,v € EF . Sejam A; e Ay autovalores distintos de T e wv; e wvy o0s autovetores

associados a A\; e Ay, respectivamente. Entao, v; e vy sao ortogonais.
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A.6 Segundo Semestre de 1998

A.6.1 Primeiro Teste

Questao 1. (5.0 Pontos)

Considere o espago vetorial real My (IR). Dadas as seguintes matrizes:

1 1
A, — 0 A, — 00 A = 0
00 0 1 10
identificar o subespago gerado pelos elementos do conjunto S = { Ay, A, A3 }.
Questao 2. (5.0 Pontos)

Seja E um espaco vetorial sobre um corpo IF'. Mostre que, se U e W sao subespacos

vetoriais de F , entao U + W também é um subespacgo vetorial de FE.

Questao 3. (5.0 Pontos)

Considere o sistema linear homogéneo

20 + 4y + z = 0
T+ y+ 2z = 0
r+ 3y — 2z = 0
Mostre que
S ={(z,y,2) € R/ (x vy, 2z) ésolugdo do sistema linear homogéneo }

¢ um subespaco do IR?. Encontre os vetores geradores do subespaco S.
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A.6.2 Primeira Prova

Questao 1. (2.0 Pontos)
Seja V' um espago vetorial sobre o corpo F. Mostre que se { vy, vy, v3} é linearmente

independente, entao { v1+uvq, v14v3, v2+v3 } também é linearmente independente em V.

Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere o subespaco W de IR? gerado pelos elementos
wp = (1,—1,0,0) , Wy = (0,0,1,1) s w3 = (—2,2,1,1) e Wy = (1,0,1,0)
Pede—se:

(a) Determine uma base para W.

(b) O elemento u = (2,-3,2,2) € W ?

Questao 3. (2.0 Pontos)

(a) Dado o subespago S = {(z,y,2) €IR* /| z + 2y + z = 0} do IR’. Determine
um subespaco W do IR?® tal que IR® = S W.

b) Dé exemplos de dois subespacos, S e W, de dimensao dois em IR® tais que
( p pag q

IR? = S + W. Temos uma soma direta ?

(c) Tlustre com um exemplo a seguinte proposigao:

“Se S e W sao dois subespacos de um espaco vetorial V' de dimensao finita,
entdo dim(S + W) = dim(S) + dim(W) — dim(SNW)”.

Questao 4. (2.0 Pontos)

Considere o seguinte subconjunto do IR?
Y = { (L 07 2)7 (Oa 17 _1)a (17 0, 1) } :
Pede—se:

(a) Mostre que 7 é uma base para IR® e determine a matriz de mudanga da base ~y

para a base canonica (3.

(b) Dado o elemento u = (1,1,1). Determine o vetor de coordenadas [u],.
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Questao 5. (2.0 Pontos)
Considere o espaco vetorial real IM5(/R) munido do produto interno usual, isto é,
(A, B) = tr(B'A). Seja S o subespago de IM,(IR) gerado pelo elemento

A:”]_
21

Pede-—se:
(a) Dada a matriz

o

Determine sua projecao ortogonal sobre o subespaco S.

(b) Determine uma matriz C' € My(IR) tal que (A, C') = 0.
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A.6.3 Segundo Teste

Questao 1. (5.0 Pontos)
Considere o espaco vetorial IR® munido do produto interno usual. Seja S o subespaco

gerado pelo vetor ©v = (—1, 1, —1) . Pede—se:
(a) Determine o complemento ortogonal de S , isto é, o subespaco S+ .
(b) Determine uma base ortogonal para o subespago S+ .

(c) Dado o vetor v = (3, 1, —1) calcule sua projeciao no subespaco S*.

Questao 2. (5.0 Pontos)
Considere a seguinte transformacao linear 7 : IR® — IR® dada por:

T(x,y,z) = (z—y+z,x+y+2z, x+5y+4z).
Pede-se:
(a) Determine a representacao matricial de 7 com relac¢do a base canodnica.
(b) Determine Ker(T) , dim(Ker(T)) , Im(T) e dim(Im(T)).
(c) T é uma transformagao linear injetora ?

(d) Determine o complemento ortogonal de Im(T).
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A.6.4 Segunda Prova

Questao 1. (2.5 Pontos)

Considere a seguinte transformacao linear 7 : IR® — IR® dada por:
T(r,y,2) = (y+z,x+z2, v+y+22),
e as seguintes bases para o espaco IR3

g =A{(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}

I'={(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}
Pede-se:
(a) Determine [T}g e [T]}.
(b) Determine Ker(T) , dim(Ker(T)) , Im(T) e dim(Im(T)).
(c) Encontre os autovalores e autovetores da transformagao T.
(d) Encontre uma base « para o IR* de modo que [T]® seja uma matriz diagonal.

(e) Dado o vetor v = (1, 1, —1) calcule sua proje¢ao no subespago Im(T).

Questao 2. (2.5 Pontos)

Para quais valores do parametro a as matrizes abaixo sao diagonalizaveis 7

1 1 1 a
was(31) wae (1)

Questao 3. (2.5 Pontos)
. 1 2 , . . 4 0
Mostre que a matriz A = 5 9 é semelhante a matriz D = 0 ) .

Calcule de maneira eficiente A™ para n € IN.

Questao 4. (2.5 Pontos)
Provar que se A é um autovalor de A com o autovetor associado v , entao A" é um

autovalor de A™ com o autovetor associado wv.
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A.6.5 Exame

Questao 1. (2.0 Pontos)
Seja E um espago vetorial sobre um corpo IF. Mostre que, se { vy, vy, v3 } é um
conjunto linearmente independente em F, entao { vy + vy, v3 + v3, vo + vz }

também é um conjunto linearmente independente em F.

Questao 2. (2.0 Pontos)

Considere os seguintes subespacos de IR*
U = { (v,y,2,t) e R* | 2 —y — 2+t =0}
W = {(r,y2,t) e R* Jz+y=0 ¢ 2—1t=01}
Pede-se:
(a) Determine uma base para o subespagco U N W.
(b) Determine uma base para o subespaco U + W.
(c) Determine uma base ortogonal para o subespaco U .
(d) R* = U @ W ? Justifique sua resposta.

(e) Calcule a projecao ortogonal de v = (3, 1, —1, 2)) no subespagco U N W.

Questao 3. (2.0 Pontos)
Considere o espaco Euclidiano /R* munido do produto interno usual. Seja S o subespaco

gerado pelos elementos do seguinte subconjunto:
B={(1,1,1,1), (1,-1,1,1)} c R*.

Determine uma base ortogonal para S+, através do processo de Gram-Schmidt.

Questao 4. (2.0 Pontos)

Considere a transformacao linear 7 : IR?* — IR® dada por:
T(x,y,2) = (y+z,v+2, a+y+2z),
e as seguintes bases para o espaco IR?

B3 =1{(1,00),(0,1,0),(0,0 1)} e I ={(101),(01,1),(00,1)}.
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Pede-—se:
(a) Determine [T]g e [T0.
(b) Determine Ker(T) , dim(Ker(T)) , Im(T) e dim(Im(T)).

(c) Encontre os autovalores e autovetores da transformacao 7.

«

®  seja uma matriz diagonal

(d) Encontre uma base « parao IR® de modo que [T

e exiba a matriz [T]% . Justifique sua resposta.

Questao 5. (2.0 Pontos)
Estudar quanto a possibilidade de diagonalizacao das matrizes dadas abaixo. Determine

a matriz inversivel P e a matriz diagonal D de modo que P~ 'AP = D.

11
wa- (1)

(a) A =

o Q=
NN O
OO
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