PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAR

P. FREITAS

CONTEUDO

|II. Numeros complexos|
[2. Sistemas de equacoes; método de eliminacao de Gauss|

[3. _Operagoes com matrizes|

A Tnversao de mafrizes

15. Caracteristica e nucleo de matrizes|
6. Espacos lineares|

FA—: T =3

8. Transformacoes lineares)

9. _Produto internal

10. Determinantes|

|I11.  Valores proprios|

I12.  Transformacoes simétricas, hermitianas e unitarias|
|13.  Formas quadraticas|

00 O Ui W

“Is it fun to solve problems, and is solving problems about
something a good way to learn something? The answer seems to be
yes, provided the problems are neither too hard nor too easy.”

Paul Halmos, in Linear algebra problem book.
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1. NUMEROS COMPLEXOS
1.1. Escreva os seguintes ntimeros complexos sob a forma a + bi:

2N )
-3 915y

(a) (2—14)% (b) d) (=)™, neN.

1.2. Escreva os seguintes nimeros complexos sob a forma polar:
(@) 25 (b) 3i; () 1—45 (d) (1=0)", neN; () VIi—i; (f) Vi,
1.3. Sendo z € C, determine expressoes em funcao das partes real e imaginéria e do médulo de z para
(a) z4+4z (b)) z—2z (¢) 2z
1.4. Sejam z,w € C. Prove que
(a) |z+w? =22+ |w]® + 2Re(zw) (b) |2+ w|?>+ |z —w|? = 2(|z]* + |w|?)

1.5. Esboce os seguintes conjuntos no plano complexo:

a) {zeC:|z] <1}

1.6. Sejap(z) = ap+arz+ a2’ +...+an2" =3 1, arz® um polinémio de coeficientes reais — isto é, todos
os coeficientes ay € R.

(a) Mostre que p(z) = p(z) para qualquer z € C.

(b) Conclua que se A\ = a + ib, com a,b € R e b # 0, é raiz de p(z) (isto é, verifica p(A) = 0), entdo
A = a — ib também o é.

(¢) Mostre que se n = 3 e p tem uma raiz complexa com parte imagindria ndo—nula, entdo p possui trés
raizes distintas.

(d) Calcule todas as raizes complexas de z3 — 322 + 4z — 2.

2. SISTEMAS DE EQUACOES; METODO DE ELIMINAGAO DE GAUSS

2.1. Resolva, pelo método de Gauss, o sistema de equagdes Au = b, para os seguintes pares (A,b) (i denota a
unidade imagindria /—1):

- 111 1
(a) A= ;i]b:[;] W A=|1 14|, b=1]2
L 1 2 3 3
1 2 1 3 12 1 3
() A=1] -3 5 81|, b=|2 (d A=| -3 5 8|, b=]2
4 -1 -5 3 | 4 -1 -5 0
"1 9 1 s ) 1 0 1 01 1
5 1 1 3 0 0 1 0 10 1
@A=|7 1 55| v=]] (fHH)A=]1 -1 1 =1 1], b=1|0
11 -1 3 2 0 oo !
L 11 1 11 0
P ) (1 144 2 1
(g) A= 143 2], b{—i} (h) A= 1 i i |, b= 1+1
: i 1—i 2 —(2+1)
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2.2. Discuta a existéncia de solugao dos seguintes sistemas de equagoes lineares, em termos dos parametros
reais a e [3:

ifgiz i _32 z+4y+3z = 10
(a) st 2 — 12 B 2c+Ty—22z = 10
3r—y+3z = « THdytaz = 0

T+ 2x9+3x3+4x4 = 0 T+ To+23+3r4 = 1
(©) S5x3 + 614 = 0 (d) 201 + 220+ x3+ 24 = 2
axs + 64 = A 1+ a0+ 323+ 142y = 4
To + Txs + 8y = 1 223 + g = p
3. OPERACOES COM MATRIZES
3.1. Calcule, sempre que possivel, os produtos AB e BA, quando:
1 2 1
(@) A= ! 4\/5, B=|+v3 -1 2 b A=[1 4], B=|"
-2 1 3 -1
0 1 -1
n 4 2 . . -1 4
(c)A:[l —4 \ﬁ}, B=| -1 1 (d)A:[H_.Z _4_2}, B=| 2 1
2 -1 3 al —1 .
0 1 —i 1
3.2. Para cada uma das seguintes matrizes obtenha uma expressao para A" = A.A..... A, neN.
10 1 0 0 1
(a)A—[Ol] (b)B_[Ol} (c>c_{10]
. 01 0
@ p=| Y ¢ @ B=]9 1 (fy F=]0 0 1
-1 0 0 0
0 0
G ={gi;}, t,j=1,...,m, onde .
0 . _ (1 =i+l (h)H:[_CZiSI(l?O)é) 2;222))] o €R
i 0, jAi+1

3.3. Sempre que possivel, dé exemplos de matrizes quadradas de entradas reais nas condicoes indicadas. Caso
néo seja possivel, justifique porqueé.

(a) A2=0AA#£0 (b) A3=0AA2#£0 (c) A"=0AA"1£0
(d) A2 =—T () A% =—1 (f) A*=—I

(9) A*+8A2+ 161 =0
3.4. Sempre que possivel, dé exemplos de matrizes quadradas A e B de entradas reais nas condigoes indicadas.
Caso nao seja possivel, justifique porqué.
(a) AB=BA#0 (b) AB # BA (¢c) AB=0ABA#0

(d) (A+B? = A2+ B24+24B (¢) (A+B2= A2+ B*AAB#0 (f) AB=IABA#I
3.5. Mostre que se AB = AN BA = B, entdao A% = A.

3.6. Seja A uma matriz 2 x 2 e considere as matrizes

1 0 0 1
(a) Mostre que se A comuta com ambas as matrizes Ey e Ey (AE; = F;A,i = 1,2), entdao A é um multiplo
da matriz identidade, ou seja, A = al para algum « € R. (Nota: a uma matriz deste tipo chama-se
uma matriz escalar, e sdo as Unicas que comutam com todas as ourtas)
(b) Exisitird alguma matriz M 2 x 2 tal que se A e M comutam entdo A é obrigatoriamente uma matriz

escalar?
(¢) Enuncie e demonstre um resultado semelhante ao da alinea (a) para o caso n x n.
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4. INVERSAO DE MATRIZES

4.1. Determine a inversa de cada uma das seguintes matrizes:

11 cos(a)  sen(a) 3509
(a) A= (b) B= (c)C=1]2 4 4
2 3 —sen(a) cos(a)
2 4 6
1 01 1 0 0 1 0
1 -3 3
1 1 1 0 -1 1 -1 1
(d)D_g:gi ©@E=11900 DE=1"10 0o 21
1 0 0 1 0 0 -1 1
1 0 00 0 O
. 01 0 0 0O
1 Lo 001000
(Q)G:[Hz‘ 1} (h) H = 1? ’l.l _11 @I=100010 0
00 0010
00 0 0 0 1
4.2. Em que condi¢oes uma matriz diagonal n x n
d 0 - 0
0 dy -~ 0
D=1 . )
0 0 - d,

é invertivel, e qual a sua inversa?

4.3. Seja A uma matriz 2 x 2. Escreva, em funcao das entradas de A, uma condicao necessaria e suficiente
para que A seja nao singular, e determine a expressao da matriz inversa.

4.4. Sendo A e B duas matrizes n x n invertiveis, diga, justificando, quais das seguintes matrizes sao neces-
sariamente invertiveis, indicando nesses casos a expressao da matriz inversa. Nos casos em que a matriz nao
seja necessariamente invertivel, ilustre as diferentes possibilidades por meio de exemplos.

(a) AB (b) A+ B () AB~! (d) APB=9A~PB? (p,q € N)
@ o pu] 08 L] w57 w4 At

4.5. Mostre que se A; (j = 1,2,---,n) sdo matrizes m x m invertiveis, entdo a matriz B = A1 Ay--- A,
também o é, e determine uma expressdo para B~!.

4.6. Sendo A e B duas matrizes quadradas n x n, serd verdade que se o produto AB se anula, entdo se tem
necessariamente A = 0 ou B = 0?7 O que pode concluir no caso em que A é uma matriz invertivel?

4.7. Sejam A, X € M, «n, e suponha que A é nao singular e que car(X) = 1.

(a) Mostre que existe no mdximo um valor real de «a para o qual a matriz B, = A + aX é singular.
(b) Dé um exemplo de matrizes A e X nas condigdes da alinea anterior para as quais a matriz B, nao
seja singular para nenhum valor real de a.
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5. CARACTERISTICA E NUCLEO DE MATRIZES

5.1. Determine a caracteristica e a dimensao do nucleo das seguintes matrizes (nos casos em que a matriz
depende do pardmetro ¢, indique o resultado em fungao desse parametro):

1 0 1 1 0 -1 01 2
1 10 -1 1 0 1 20
0 1 1 0 -1 1 2 01
2 0 2 1 - A 1 2 3
1 1 1 0 é 2 3 ;L 4 5 6
3 -1 3 4 10 11 12 7 8 9
5 =3 5 10 - - 10 11 12
! 2 SR C [1 2 3 a ] 11 2 ~1
n+1 n+2 ... 2n 1 2 2 0 1 2 2 0
: 1 3 -1 « -1 0 -2a-2 24«
n—n+1 n>—n+2 ... n? 14 1 2a -1 =3 a-2 -1
5.2. Determine o niicleo (espago nulo) das seguintes matrizes
9 1 —2 0 [2 6 0 2 01 0 O
(a)A:[4 9 _4 0} () B=|{0 1 2 0 (¢ C=10 0 2 0
11 3 0 00 0 -3
IRREE EREEE
1 3 2 0 1 0 10 101010
(d D=1]2 6 9 ) E=|1 -1 1 -1 1| (f) F=
01 0101
2 8 8 0 1 -1 1 0
1 1 1 11 101 01 0
- 01 010 «

5.3. Seja A € M, x, uma matriz de entradas reais tal que car(A4) = 1.

(a) Mostre que existem vectores x(m x 1) e y(1 X n) tais que A = zy. Esta decomposi¢ido é tnica?
Justifique.

(b) Mostre que se B € M,,,xn, € existem vectores z(m x 1) e y(1 x n) tais que B = zy, entdo car(B) = 1
(c) Assuma agora que m = n. Mostre que se tem A? = AA para algum ndmero real \, e escreva \ em
fungao dos vectores z e y da decomposigao da alinea (a).

5.4. Seja G,, o subconjunto do espago M,, das matrizes reais n x n formado pelas matrizes nao—singulares.

(a) Seja A € G, Be M, e C = AB. Mostre que as caracteristicas das matrizes B e C s@o iguais.
(b) Mostre que A, B € G,, se e sé se AB € G,,.

5.5. Sejam A € M;y,, e B € M,,«, duas matrizes com caracteristicas c4 e cp, respectivamente. Em geral,
o que ¢é possivel afirmar sobre a caracteristica do produto AB?

5.6. Sejam A, X € M,,«, e suponha que car(X) = 1.
(a) Prove que para todo o ntimero real « se tem

car(A) — 1 < car(A+ aX) < car(4) + 1,

e mostre através de exemplos que é possivel ter igualdade em qualquer dos casos.
(b) Dadas duas matrizes A e X, serd possivel que existam nimeros reais a; e ag para os quais se tenha
car(A+ a1 X) = car(A) — 1 e car(A + a2 X) = car(A4) + 1?7 Justifique.
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6. ESPAGOS LINEARES

6.1. Diga, justificando, quais dos seguintes conjuntos sdo espacos lineares (considere as operagoes usuais de

adi¢do e multiplicagdo por um ndmero real).

(@) {(z,y) € R?:2x+y =0}

(€ A{(z,y) eR?:ay =0}

{(z1,...,2,) eR™: chxj =0},
j=1

Cj eER, j=1,....,n
(9)  Conjunto das matrizes m X n

Conjunto das matrizes n X n
triangulares superiores nao singulares

Conjunto das matrizes n x n
que comutam com uma dada matriz A(n x n)

(m) {f ' R=R: f(z) = f(z +27)}

(fungodes periddicas de perfodo2r)

{f:R —=R: f tem segunda derivada continua e

(0)  f"(@)+af'(z)+bf(z) =0},

onde a e b sao dois numeros reais dados

6.2. Determine se os seguintes conjuntos de vectores sao linearmente independentes ou nao.

(0)

(p)

{(z,y) eR? : 2 +y =2}

{(r,y,2) ER3:2+2y—2=0A2—2y—2=0}

{ Sucessoes cujo termo geral satisfaz
Up = Up—1 + Up—2, N = N3}7

Conjunto das matrizes n X n triangulares superiores

Conjunto das matrizes singulares n X n

{f:R—=R: f(z) = f(—x)} (fungdes pares)

{polinémios reais p(x) que se anulam em = =1 }

{f:R —=R: f tem segunda derivada continua e

(@) +af' () + bf(x) = cosx},

onde a e b sao dois ndmeros reais dados.

Caso nao o

sejam, indique um subconjunto linearmente independente com o maior niimero possivel de elementos e escreva

os restantes como combinacao linear desses vectores.

(a) Em R, wy = (1,1,1,1), ug = (1,2,2,2), ug = (1,2,3,3) e uy = (1,2,3,4).

a
(b) Em R3, u; = (0,1,2), uz = (1,0,2), ug = (1,2,0) e ug = (

1,2,2).

¢) No espaco dos polinémios de grau menor ou igual a 3 t) =1 t) =1+t ty=1+t+t*e
pag b g g , P1 y P2 , P3

pa(t) =1+t 41>+t

(d) No espago dos polindmios de grau menor ou igual a 3, p1(t) = 1, p2(t) = 1 +t, ps(t) = 1+ t2 +t3 e

pa(t) =1+t 41+t
(e) No espago das matrizes 2 X 2,

(f) No espago das matrizes 2 x 2,

-1
1
1 4 3
1 2 1
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7. BASES E DIMENSAO

7.1. Indique, justificando, qual a dimensao dos seguintes espagos lineares, e, no caso de dimensao finita,
indique uma base.

(@) {(z,y) eR?:z+y=0} ®) {(z,y,2) R’ 12 +y =0}

(o) {(z1,...,2n) ER": 2y + 25 =0} (d) {(z,y,2) ER®:2—2=0A2—y=0}

() {(zy,2)eRP:2—2=0Az—y=0Ay—2=0}

(f) {(@y,zw)eR iz +y+2=0Az—2w=0Ay—2=0}

(9) {M € Mayo:mii +mas =0 Amig —mo =0}

(h) {A€M3X3 A= —At}

(1) {AeMays: AX =XA}, onde X =

(j) Idéntico a alinea anterior, mas agora com X =

(k) Mnn = {Matrizes reais m x n, com as operagoes usuais de adi¢do e multiplicagdo por um nimero real}
(l) {AEM'rmA:At} (m) {AGMva:_At}

(n) Espago das sucessoes de varidvel real que verificam a relagdo ay = ag—1 + 202,k = 3,4, ...

(o) Espaco das fungdes reais de varidvel real, continuas, que se anulam nos inteiros

7.2. Seja
1 5 9
2 6 10
A= 3 7 11
4 8 12

Determine a dimensao dos seguintes espagos lineares, indicando uma base em cada caso:
(a) Espaco nulode A (b) Espaco das colunas de A (¢) Espaco das linhas de A

7.3. Seja V o espago linear dos polindémios de varidvel real de grau menor ou igual a 3, com as operagoes
usuais de adigao e multiplicacao por um ntmero real.

a) Diga qual a dimensao de V e indique uma base ordenada. Justifique. Indique as coordenadas do

Di 1 a di ao de V e indi b denada. Justifi Indi denadas d

polinémio (1 — ¢)(1 + ¢) nessa base.

(b) Considere o subconjunto S C V dado por S = {1 —2t,1 +#2t,1 + 2t — 3t?,#?}. Diga, justificando, se
S é linearmente independente.

c) Diga qual a dimensao do espaco linear L(S), e determine uma base desse espaco. Justifique.

g

(d) Seja T' o subconjunto de todos os polinémios de V' que se anulam em 0. Diga se 7' é um subespaco

linear. Em caso afirmativo, indique a sua dimensao e uma base. Justifique.



PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAR 8

7.4. Seja E um espaco linear de dimensao finita n, S7 e So dois subespagos de E de dimensoes ni e no,
respectivamente, e V = 57 4+ S5, ou seja, o espago que se obtém fazendo todas as combinagoes lineares finitas
possiveis de elementos de S7 e Ss.

(a) Justifique que dado y € V entéo existem 21 € S; e x5 € Sy tais que y = 21 + 5.

(b) Mostre que se S1NS3={0} entdo cada y € V determina os vectores z; e x2 da alinea anterior de modo
Unico.

(¢) Mostre que se a dimensdo de V' é n; + ng, entdo S; NSy = {0}.

(d) O que pode concluir em relagdo a S; N Sy se ny + ng > n? Justifique.

8. TRANSFORMAGOES LINEARES

8.1. Diga, justificando, quais das seguintes transformacdes T : R3 — R3 sdo lineares. Nesses casos, calcule a
matriz que representa a transformacao em relacdo & base dos vectores coordenados unitarios.

(a) T(z,y,2) = (2,2,y) (b) T(z,y,2) = (2,9 2°)

(C) T(ac7y7z):(ac—z,y—z70) (d) T(xvyvz):(07y7z)

(e) T(z,y,2) = 2z —y + 32,y —22,32) (e) T(z,y,2) = (x+1,y—1,2)

8.2. Seja T : R? — R3 uma transformacao linear definida por

T(x,y,2) = (x+y,y—z2+2y —2).
(a) Calcule a matriz A que representa T em relacdo & base canénica de R?, e determine o nicleo N(T)
de T', indicando a sua dimensao e uma base.
(b) Determine todas as solugoes da equacdo T'(u) = (1,0,1).
(c) Mostre que o conjunto
B = {(17 -1, _1)7 (07 L 1)7 (0707 1)}

forma uma base de R3, e escreve a matriz S de mudanca de base da base canénica para B.
(d) Calcule a representagao matricial de T em relagao a base B.

8.3. Construa, para cada uma das seguintes transformacoes de R3 em R2, a matriz que a representa na base
candnica:

(a) Reflexao do vector [z, ¥, 2]! no plano yz.

(b) Rotagao do vector [z,y, z]* por um angulo 6 em torno do eixo yy’, no sentido directo quando observado
dos yy positivos.

(c) Projecgao do vector [z,y, z]' no plano yz, seguida de uma rotagao de /2 no sentido dos ponteiros do
relégio quando observado do ponto (1,0, 0).

8.4. Considere, no espago vectorial R3, as bases ordenadas B = {€;,@2,€3} (base canénica) e By = {[-111]¢,[-1 —
11]¢,]0 0 1]}
(a) Determine a matriz S que realiza a mudanca de case de By para Bs.
(b) Dado um vector u = x1€; + x9€2 + 3€3, isto é, de coordenadas [z x4 asg}t na base Bi, determine as
suas coordenadas [y; y2 y3]' na base By (Sugestao: Inverta S).
(c) Considere a transformacao linear T : R® — R? cuja representagao matricial na base canénica é

2 -4 -4
0 5 1
0 1 )

Usando os resultados de (a) e (b), determine a matriz que representa T na base Bs.

8.5. Seja P2(R) o espago linear real dos polinémios de grau < 2, e T : Po(R) — P3(R) a transformagéo linear
definida por T'(1 +t2) =2t, T(t?)=2t, T(1+1t) = 1.
(a) Determine a matriz A que representa T na base canénica de Pz (R).

(b) Determine a matriz B que representa T na base ordenada {1, 1+t, 1+t + t?}. Indique a matriz de
mudanca de base S tal que B = S~1AS.

8.6. Seja V o espaco linear das matrizes 2 x 2 de entradas reais, e S o subespago de V' formado pelas matrizes
simétricas, ou seja, as matrizes para as quais A = A’. Seja T : V — V definida por T(A4) = A — 2A".

(a) Verifique que T é uma transformacao linear.

(b) Determine, em relagdo a uma base de V' a sua escolha, a representacdo matricial de 7.
(¢) Determine o niicleo de T, e diga, justificando, se T' é invertivel.

(d) Resolva as alineas (b) e (c) para a restricao de T a S.
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8.7. Considere a transformacao linear T : R? — R? definida em relacao a base canénica pela matriz

-2 3
=27
Existem bases B de R? na qual a transformacao T é representada por
10
B= [0 2} |

Determine uma dessas bases a partir da relagdo que conhece entre as matrizes A e B.

8.8. Seja P, o espago linear dos polinémios de grau menor ou igual a n.
(a) Mostre que a transformagao T : P3 — P3 definida por

T(p) =p" + ap’ + bp,

onde a e b sao nimeros reais, é uma transformacao linear.
(b) Determine a representacio matricial para T' em relacdo a base ordenada {1,t,t%,¢3}.
(c) Discuta a dimensao do nucleo de T' em termos de a e b. Em cada caso, indique uma base para o niicleo.
(d) Utilize os resultados da alinea anterior para determinar as solugdes em Ps da equagao diferencial

p’ +ap +bp=0.
(e) Utilize os resultados da alinea (c) para determinar todas as solugdes em Ps da equagao diferencial
p +ap +bp=1—t>

8.9. Seja V o espaco linear real das matrizes reais de 2 x 2 de entradas a;; satisfazendo a11+a22 = 0,a12+a21 =
0, e considere as seguintes matrizes de V:

10 0 1
(IR K
(a) Mostre que H e J sao linearmente independentes. Determine a dimensao e indique uma base para V.
(b) Dada a transformagao linear 7' : V' — V definida através das seguintes relagdes:
TH)=J,T(J)=-H

determine a matriz que representa 7' em relacao a uma base contendo H e J.
(c) Determine a caracteristica e a dimensdo do nicleo de T', e indique justificadamente se é invertivel.

(d) Calcule todas as solugoes U da equacao linear T(U) = B onde B = [_a b } .

b —a
8.10. Seja V um espaco linear de dimensao finita n, B = {f1,..., fn} uma sua base, e P : V — V uma
transformacao linear invertivel tal que para todo o i =1,...,n existe j (1 < j < n) tal que P(f;) = f;.
(a) Prove que para cadai = 1,...,n existe um inteiro positivo k;, menor ou igual que n, tal que P¥:(f;) =
fi-

(b) Prove que existe um inteiro k tal que P* = I, e mostre através de um exemplo que k pode ter de ser
tomado maior que n.

(c) Suponha agora que para algum m (1 < m < n) se tem P/(f,,) # fm para j =1,...,n— 1. Prove que
nestas condigoes se tem P" = 1.

(d) Nas condigoes da alinea anterior, o que pode dizer quanto aos valores préprios de P?

8.11. Seja V um espaco linear e T : V — V uma transformacao linear.
(a) Mostre que se T? =T entao Z(T) NN (T) = {0}.
(b) Dé um exemplo de uma transformagao linear T : V — V tal que Z(T) NN (T) # {0}.

9. PRODUTO INTERNO
9.1. Determine o produto interno (usual) entre os seguintes vectores:
(@) (1,1,1)e(1,-1,-1) (b) (1,2,3,4) e (—4,3,-2,1) (¢) (1,-1,1,-1,1,-1) e (x1,x2, 23,23, T2, 1)

9.2. Determine o subconjunto de R* ortogonal (em relacio ao produto interno usual) aos vectores (1,0,0,0)
e (1,0,0,1),

9.3. Determine um produto interno { , ) em R? tal que ((1,0),(0,1)) = 2.

9.4. Seja { , ) o produto interno usual de R?. Sejam a = (1,2) e 8 = (—1,1). Mostre que existe um vector
v de R? tal que (a,v) = —1 e (3,7) = 3.
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9.5. Aplicando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt aos vectores
61 = (17 Oa 1)» 62 = (13 0, _1)3 ﬂfﬁ = (07 33 4)
obtenha uma base ortonormal de R? em relacdo ao produto interno usual.

9.6. Seja S = {(xl, T, 3,24) ERY 1y + 20 + 23 + 74 = 0}. Determine uma base ortonormada para S, em
relacio ao produto usual de R*.

9.7. Considere a funcio (-|-) : R? x R* — R dada por

1
((z1,m2,23), (Y1,¥2,y3)) = (21 22 x3) | -1
0

(a) Verifique que (-,-) define um produto interno em R3.

(b) Seja V = L{(3,4,0)} c R3. Calcule o ponto de V mais préximo (em relagio a (-,-)) de (0, 1,0).

(c¢) Determine uma equagio cartesiana e uma base ortonormal para o complemento ortogonal de V', em
relagdo ao produto interno (-, -).

(d) Seja Py : R® — R3 a projecgao ortogonal de R3 sobre V. Indique, em relacio ao produto interno

1 00
(-,-), uma base ortonormal de R? na qual a representacio matricial de Py é dadapor [0 0 0
0 0 0

9.8. Seja Py o espaco linear real de polinémios com coeficientes reais de grau menor ou igual um.
(a) Mostre que a fungao
apb1  a1bg  aiby
2 2 3

<CLO + a1, bo + b1£ZE> = aobo +

define um produto interno em P;.
(b) Determine uma matriz A tal que

b
<a0 + a1x,bo + b1x> = [ao al] A [bﬂ .

9.9. Seja V o espago linear real das matrizes n X n com coeficientes reais.
(a) Mostre que (A, B) = tr(AB*) é um produto interno em V', onde tr é o traco e B* = B.

(b) Calcule (A, B) quando
4|1 0] g_ -3 V2 |
0 3 cos(7w/19) 1
(¢) Determine uma base ortonormada para o espago das matrizes 2 X 2 com trago nulo, em relacdo ao
produto interno dado.
(d) Determine o subespago ortogonal ao subespago das matrizes diagonais.

9.10. (a) Escreva uma equagdo cartesiana do plano perpendicular & recta
r—5=2y—4==z

e que contém o ponto (5,4,0).
(b) Escreva equagoes cartesianas que definem a recta que é perpendicular ao subconjunto afim definido
por Az + By + Cz = /2, com (A, B,C) # (0,0,0), e que contém a origem.

9.11. Seja V um espaco euclideano de dimensao n com uma base ortonormal

B:{ﬂl,...,ﬁn}.

Dada uma transformacao linear T': V' — V', mostre que a matriz que representa T em relagao a base B é
laiz] = (T(6)), Bi)-
9.12. Seja V um espago linear. Diz-se que uma transformagao linear p : V. — V é uma projecgao se
p*=pop=p.
(a) Seja p : V — V um projecgdo. Mostre que a transformagao linear dada por a — « — p(a) é uma
projecgao.
(b) Seja W = {(z,0) € R?} C R?, e seja {(z1,22), (y1,¥2)) = 7191 + T2y2 0 produto interno usual. Mostre

que existe um projeccao p : R? — R? tal que a imagen de p é W mas p ndo é a projeccio ortogonal de
R? sobre W.

13. Seia P, L . varidv . .
9.13. Seja P,, o espaco dos polinémios reais de variavel real de grau menor ou igual a n, munido com um
produto interno arbitrario.
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(a) Prove que existe uma base B = {pg, p1,- - ,pn} ortonormada em relagdo ao produto interno dado e
que verifica grau(pg) =k, k=0,--- ,n.
(b) Mostre que se B = {qo,q1, - ,¢n} também é uma base ortonormada em relagdo ao produto interno

dado e satisfazendo grau(qx) =k, k =0,--- ,n, entdo qx = £pg, k=0,--- ,n.

(¢) Dada uma base qualquer de P,,, mostre que é sempre possivel definir um produto interno neste espaco
em relagdo ao qual esta base seja ortonormada.

(d) O produto interno da alinea anterior fica definido univocamente? Justifique.

9.14. Seja V' um espaco linear sobre o corpo dos ntimeros reais R ou dos complexos C com um produto interno,
que se designa por ( , ).

(a) Mostre que (0, 3) = 0 qualquer seja 8 € V.

(b) Mostre que se {«, §) = 0 qualquer seja 5 € V, entdo a = 0.

(¢c) Se a, 8 € V mostre que o = 3 se e 86 se (o, ) = (B,7v) qualquer seja y € V.

9.15. Seja V um espago linear real ou complexo. Mostre que se { , ); e { , )2 sdo produtos internos em
V,entdao ( , )14+ ( , )2 éum produto interno em V. O conjunto dos produtos internos em V é um espago
linear?

9.16. Determine todos os produtos internos do espaco linear real R e do espago linear complexo C.

10. DETERMINANTES

10.1. Calcule o determinante das seguintes matrizes:

1 01 1 0 -1 01 2
110 1 1 0 1 20
01 1 0 -1 1 2 0 1
00 1 0 2 1 0 0
I Ll 1 =2 1 0
3 ¢ 1000 1 0 0 -1 0 1 -2 1
m 00 -1 1 0 0 1 -2
1 0 1 01 2 1 0 0 0 1 9 .
1 -1 1 -1 1 0 1 -2 1 0
0 1 -1 10 o 0 1 -2 1
11 1 11 0o 0 0 1 -2 n?—n+1 n?—n+2 n2

10.2. Calcule, justificando, o determinante da matriz
A B
0o C|’
onde A € My scm, C € Mysn , BE€ Mp,xn € 0 é a matriz nula n x m.

10.3. Considere a funcio G : R? x R? x R?® — R definida através do seguinte determinante

<u,u> <u,v> <uw>
Glu,v,w)=|<v,u> <v,0> <v,w>|,
<w,u> <w,v> <w,w>

onde < -,- > designa um produto interno em R3.

(a) Calcule G(u,v,w), quando estes vectores formam uma base ortonormal de R? em relagdo ao produto
interno considerado.

(b) Mostre que se os vectores u,v e w sao linearmente dependentes, entao
G(u,v,w) = 0.

(¢) Mostre que G nao se altera quando se substitui um dos vectores pela sua soma com um multiplo de
um dos outros vectores.

(d) Justifique que G nao é um determinante de ordem 3.

10.4. Sejam A e B matrizes quadradas reais e  um nimero real tais que (A + B)? = A% + B? + aAB.

(a) Mostre que o = 2 se e s6 se as matrizes A e B comutam.
(b) Mostre que se « # 2 entao pelo menos uma das matrizes A ou B é singular.
(c) Prove quese a« =1e A, B # 0, entdo A e B sdo ambas singulares.
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11. VALORES PROPRIOS

11.1. Determine os valores e vectores proprios das seguintes matrizes

(1 « 1 3 1 -1
(a) (b) (c)
| 0 2 | 3 2 [ 2 2
[1 -1 0 1 -1 1 [ 3 -2 —6
(d) 2 2 0 (d) 2 -2 2 (e) -2 3 6
| a B 27 |1 1 1 2 -1 -4
11.2. Seja T : R? — R? uma transformacio linear que possui uma representacio matricial
-9 4 4
-8 3 4
—-16 8 7

em relagao a base canénica. Mostre que T' possui uma representagao matricial diagonal.

11.3. Seja P, o espaco linear real dos polindmios reais de uma varfavel real ¢ de grau menor ou igual 2.
Considere a transformacao linear T : P2 — P2 que em relagao a base {1,¢,t%} é representada pela matriz

0 0 0
A=1|0 0 1
10 —4 4

(a) Determine os valores préprios e vectores préprios de T
(b) Diga, justificando, se T possui ou ndo uma representagdo matricial diagonal em relagdo a alguma base

de PQ.
11.4. Seja
1 1 1 0 1
-2 4 1 0 1
A= —4 2 5 0 2
2 -1 -1 3 -1
4 -2 -2 0 1

(a) Sabendo que u; = (1,0,0,0,2) e us = (1,0,2,0,0) sdo vectores préprios de A, determine todos os
valores préprios de A.

(b) Diga, justificando, se a matriz A é diagonalizdvel e, em caso afirmativo, indique uma matriz diagonal
semelhante a A e uma matriz de mudanga de base correspondente.

(c) Quais os valores préprios de A*? (Sugestdo: Nao calcule A%)

11.5. Seja V um espaco euclideano real de dimensao finita e considere uma transformagao linear T': V — V
com caracteristica de T igual 1.

(a) Mostre que existe um tnico escalar A tal que
T?(v) = T(T(v)) = AT(v)

para qualquer v € V.
(b) Verifique que se A # 1 entdo a transformacao linear dada por v — v — T'(v) é invertivel.

11.6. Seja V um espago linear de dimensao n, e seja T : V' — V uma transformagcao linear. Mostre que existem
escalares cp, . .. ¢p2 tais que (co,...cp2) # (0,...0) e col + 1T+ -+ cnzT"2 : V' — V é a transformacao nula.

11.7. Seja A uma matriz n x n com polinémio caracteristico f(z) = (c; — )% ... (cy — x)% = det(A — zI).
Mostre que tr(A) =c1dy + - - + cpdy.

11.8. Seja A uma matriz n X n que tem n valores préprios distintos, e B uma matriz n X n que comuta com
A (ou seja, AB = BA).
(a) Mostre que se u é um vector préprio de A, entdo também é um vector préprio de B.
(b) Os valores préprios de B serdo necessariamente distintos? Justifique.
(¢) Diga, justificando, se B é diagonalizédvel.
(d) Seja M = pol + p1 A+ paA% + -+ + p,, A™. Mostre que a matriz M é diagonalizavel e indique, em
funcao dos valores proprios de A, uma matriz diagonal A semelhante a M.

11.9. Seja W um espago euclidiano de dimensao finita n e F': W — W uma transformagao linear. Suponha
que existe um subespaco linear S de W, tal que F(S) = S+.
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a) Prove que dim(S) > n/2 e que se F for invertivel entdo dim(S) = n/2.
b) Mostre, através de exemplos, que se dim(S) = n/2 entdo F pode ser ou nao invertivel.
) Prove que se se tiver F(S1) = S entdo F é invertivel.

) Mostre que nas condicoes da alinea anterior a soma dos valores préprios de F' é nula.

.10. Sejam V um espago linear real de dimensao finita e 7' : V' — V uma transformacao linear.

—~ = EAA/\

a) Suponha que existe um escalar y tal que
T2(v) ¥ T(T(v)) = pT(v)

para todo o v € V. Quais os possiveis valores préprios de T'7

(b) Mostre que, nas condigoes da alinea anterior e se u # 1, entdo a transformagao linear dada por
S(v) = v —T(v) é invertivel.

(c) Prove que se a caracteristica de T for 1, entdo existe um escalar u nas condigoes da alinea a.
(d) Sera que se existir um escalar u nas condigoes da alinea a. entéo a caracteristica de T é necessariamente
17 Justifique.

11.11. Seja H uma matriz real simétrica n X n, com valores préoprios A\; < ... < \,, e, para z # 0, defina a
funcéao
t
' Hx
Q(x) = T -
x'x

(1.5 valores)
(a) Prove que A\ < ¢g(z) < A, para todo o x # 0.
(b) Mostre, a partir do resultado da alinea anterior, que

A= rmn;gq(x)

(¢) Seja agora G uma matriz real simétrica n X n, e defina P, = G + 7H. Mostre que se \; for positivo,
entao existe T tal que a fungao f;(u,v) = u'Pyv define um produto interno em R™ para 7 maior que
T.

(d) Se néo for assumido que A; é positivo, poderd existir um valor de T" nas condigbes da alinea anterior?

11.12. Seja V(C) o espago vectorial das sucessoes de ntimeros complexos com as operagoes usuais de soma e
multiplicacdo por escalar: dados z = (21, 29, 23,...) € V(C), w = (w1, wa, ws, ...) € V(C), define-se
z+w = (21 +wi, 290 +ws, 23 +ws,...),

az = (az1,aze, azs,...), para a € C.
Considere o subconjunto ¢*(C) de V(C) definido por ¢*(C) = {z € V(C) : Z |2n| < 400}
n=1
a) Mostre que ¢*(C) é um subespaco de V(C).
b) Considere a transformagao linear T': £}(C) — ¢*(C) definida por

T((Zl,ZQ,Z:g, .. )) = (22,23,24, .. )

Mostre que qualquer A € C tal que |A| < 1 é valor préprio de T e determine os respectivos vectores
préprios.

¢) Mostre que nao existem valores préprios de T que verifiquem |A| > 1.

d) Considere agora a transformagao linear S : ¢1(C) — ¢*(C) definida por

S((Zl, 29523y . - )) = (0, 21522y .- )
Mostre que S nao possui valores préprios.

11.13. Seja R uma matriz real n x n dada, e M = R'R.

) Mostre que M é uma matriz real simétrica n x n e que z! Mz > 0 para todo o z € R™.
(b) Prove que os valores préprios de M sdo niimeros reais nao negativos.
) Mostre que a matriz M é singular se e s6 se R o for.

) Dé um exemplo que mostre que as multiplicidades algébricas de zero como valor préprio de R e M
nao sao necessariamente iguais. O que pode dizer quanto as multiplicidades geométricas? Justifique.

11.14. Seja U o espago vectorial das sucessoes reais (munido das operagdes usuais). Considere o conjunto
F C U das sucessoes () que satisfazem a relagao de recorréncia

(1) Tnt+2 = Tntl + Tn.

(a) Mostre que F é um subespaco de U; indique a sua dimensdo e uma base.
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(b) Defina o vector G,, = Tl | Mostre que a relagao se traduz matricialmente por G,,+1 = AG,,

n
determinando a matriz A. Conclua que G, 4+1 = A"G;.

(¢) Calcule os valores préprios e os vectores préprios de A.
(d) Aproveite o resultado anterior para calcular A™.

11.15. Sejam A e B duas matrizes reais n x n, tais que o produto AB é diagonalizdvel.

(a) Mostre, através de um exemplo, que existem matrizes A e B nao diagonalizdveis para as quais o
produto AB é diagonalizdvel.

(b) Mostre que se pelo menos uma das matrizes A ou B é ndo—singular, entdo BA também é diagonalizével.

(¢) Suponha que A é nado—singular e que {v1, - ,v,} é uma base de vectores préprios de AB. Indique
uma base de vectores préprios de BA.

(d) Se A e B sado ambas singulares, diga se o resultado da alinea (b) continua vélido. Justifique.

11.16. Seja A = wut!, onde u é um vector coluna n x 1, n > 1.

(a) Mostre que tr(A) =| u [|?, onde tr(A) designa o traco da matriz A.

(b) Mostre que A™ = (tr(A))" " A para todo o n natural.

(¢c) Seja B uma matriz que satisfaz a condi¢do da alinea anterior. Existird necessdriamente um vector v tal
e B =vv!? E se B for simétrica?

(d) Calcule os valores proprios e vectores préprios de A.

qu

11.17. Seja V um espaco linear e T': V — V uma transformagao linear.

(a) Mostre que se A é um valor préprio de T', entdo A\¥ é um valor préprio de T%. Qual a relagio entre os
vectores proprios?

(b) Assuma que existe um ndimero natural n maior que 1 tal que 7" = T. Quais os possiveis valores
proprios de 17

(¢) Para n = 3, dé um exemplo de uma transformagao satisfazendo a condi¢ao da alinea anterior, e que
tenha como valores proprios com multiplicidade 1 todos os valores possiveis.

Suponha agora que V estd munido de um produto interno < -, - >.

(d) Mostre que se além da condigao da alinea (b) se tem que T é tal que < Tv,v > > 0 para todoov € V|,

entao o tnico valor préprio possivel para T é 1.

12. TRANSFORMAGOES SIMETRICAS, HERMITIANAS E UNITARIAS

12.1. Classifique as seguintes matrizes, dizendo se sao simétricas, anti—simétricas, hermiteanas, anti—hermiteanas
ou unitarias.

0 1 4 1 i 2 1 2 -1 0 10
@|-10 -1 ®|-10 1] (©| 2 3 7 d] -1 0 0
—4 1 0 2 1 3 -1 7 4 0 01

12.2. Sejam A e B duas matrizes n X n reais e simétricas. Diga, justificando, quais das seguintes afirmacgoes
sao verdadeiras. No caso de uma afirmagao ser falsa, indique um contraexemplo.

(a) A+ B é simétrica.

(b) AB é simétrica.

(¢) AB = BA.

(d) A* ¢ simétrica para todo o k natural.

12.3. Como se alteram as suas respostas ao problema anterior se se considerar matrizes anti—simétricas em
vez de simétricas? E unitarias?

12.4. Mostre que se A e B sao simétricas e comutam, entao AB é simétrica.

12.5. Como sabe, toda a matriz simétrica é diagonalizavel. Serad que, em geral, o produto de duas matrizes
simétricas é diagonalizavel?

12.6. Dé um exemplo de uma matriz real 3 x 3 que tenha todos os valores proprios sobre o circulo unitério
(Al = 1) mas que néo seja unitdria. Uma matriz nestas condigbes poderd ser simétrica? E anti-simétrica?

12.7. Dé um exemplo de uma matriz real normal que nao seja simétrica, anti—simétrica ou unitaria.
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13. FORMAS QUADRATICAS

13.1. Classifique as seguintes matrizes quanto a serem (semi)definidas positivas, negativas, ou indefinidas (a
é um parametro real).

30 00
2 1 -2 1 1 2 01 a O
(a)[1 3} (b)[ 1 —3] (C){Q ] D10 a2 0
00 07
13.2. Considere a seguinte forma quadratica em R?, representada em termos da base candénica por

Q(z) = 2% + day + ay?,
onde a é um numero real. Determine os valores de a para os quais () é definida positiva. Indique uma forma
quadratica diagonal correspondente, e uma matriz diagonalizante.

13.3. Considere no espaco linear R? a funcio

f(z,7) = 2’ Ay,
onde T = [r1 22 x3]%, ¥ = [y1 y2 y3]', e a matriz A é dada por
3 V2 V2
2 2
A=| L2 1 0
V2
29 1

Mostre que f define um produto interno em R3.
13.4. Seja A uma matriz real simétrica n x n. Prove que A2 ¢é definida positiva se e s6 se A for ndo singular.
13.5. Resolva o problema [12.5] assumindo agora que uma das matrizes ¢ definida positiva.

13.6. Sendo A e B matrizes reais simétricas, mostre através de um exemplo que os valores préprios da matriz
AB podem nao ser reais. E se uma das matrizes consideradas for definida positiva?



