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Observacao importante!

Estes problemas destinam-se a avaliacao continua dos estu-
dantes. Note-se que os problemas propostos para cada se-
mana estao programados para um investimento de tempo en-
tre as quatro e as seis horas, nas quais se incluem as duas
horas da aula préatica.

[sto significa, em particular, que é errado pensar que o
trabalho desenvolvido nas aulas praticas € suficiente para
resolver os problemas propostos. Este método de funcio-
namento pressupoe o trabalho, individual ou em grupo, dos
estudantes fora das aulas — entre duas e quatro horas sema-
nais.

A experiéncia mostra que o processo mais eficiente para os
proprios estudantes é o de comparecer na aula pratica tendo
ja trabalhado em todos os problemas propostos para essa se-
mana e resolvido parte deles, concluindo a sua resolucao de-
pois da aula.
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Figura 1: A curva passa pelos pontos (—1,0), (0,1), (1,0), (2,3) (problema 1.2).

1 Eliminacao de Gauss, Sistemas, Algebra de

matrizes

P 1.1. Resolva, pelo método de Gauss, o sistema de equagoes Au = b, para os

seguintes pares (A, b):

11
(a) A= 13],62[1} A= |1 1
9 4 9
i 12
1 2 1 3 1
@) A=|-3 5 8 |, b=12 (d) A= | -3
4 -1 -5 3 4
1 2 -1 5 1
9 1 -1 3 0
e A=1, 1 5 o "=,
11 —-13 9

TN Qo =

1
b= |2

3
1 3
8 |, b=12
-5 0

P 1.2. Determine os coeficientes a, b, ¢, d por forma a que a curva na figura 1 acima

seja o grafico de uma fungao f(r) = ax® + bax® + cx + d.

P 1.3. Discuta a existéncia de solucao dos seguintes sistemas de equagoes lineares,

em termos dos parametros reais a e [3:

ijyiz i _32 2v + 4y + 32
(a) a:—:iy—z B 1/2 (b) { 2z + Ty — 22
B T+ 5y + az

3r—y+3z2 = «

10
10
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1+ 2x9+ 33 +4xs = 0
5%3 + 6%4 =0

(c) axs + 614 = f (d)
To + 7.%'3 + 8]34 =1

:B1+332+ZB3+35E4
201 + 229 + 13+ 24
1+ T2+ 3%3 + 14.1’4
2x3 + axy

Il
@ N

P 1.4. Calcule, sempre que possivel, os produtos AB e BA, quando:

1 4\/5}’ B

(a)Az{_21 3 \}5—21 ; b) A=[e 7], B:[%],

0o 1 -1 -1
- ., 4 2
(c) A= ; :‘11 \f} B=|-11
. 0 1

0 —1 ]

Lo | Obtenha, por inducao, uma férmula para A™.

P 1.5. Seja A = [

P 1.6. Suponha que A comuta com qualquer matriz 2 x 2; em particular

A_ @ b ; 10 01
=| . g | comutacom | | ecom | o .
Mostre que a = d e que b = ¢ = 0, pelo que A é um multiplo da matriz identidade.

Estas matrizes, conhecidas como matrizes escalares, sao as Uinicas que comutam
com todas as outras.

P 1.7. Determine os valores de A para os quais os seguintes sistemas admitem
solucoes nao triviais. Nesses casos, determine essas solucoes e diga qual o seu
significado geométrico.

—r+2y = M
(a){ x = \y

() dr+2y = v
—2rx+8y = Ay

P 1.8. Determine as inversas das seguintes matrizes:

11 cos(a) sen(«)

(a) A= |2 3 ] (b) B = [ —sen(«) cos(a)
35 5 1 -3 3
(c) C=12 4 4 (d D=1|3 -5 3
2 4 6 6 —6 4
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2 Propriedades de matrizes

P 2.1. Em que condigoes uma matriz diagonal n x n

d 0 - 0
0 dy -~ 0
0 0 - d,

é invertivel, e qual a sua inversa?

P 2.2. Seja P a matriz n x n que corresponde a operacao de troca da linha ¢ com
a linha j. Escreva a matriz P e verifique que P? = I.

P 2.3. Repita o problema anterior para o caso de troca das colunas 7 e j.

P 2.4. a) Mostre que, se A e B sao matrizes quadradas invertiveis com inversas
resp. A~!' e B71, entdo a matriz A B é invertivel e a sua inversa é B~! A71,

b) Conclua da alinea anterior que, se A é uma matriz quadrada invertivel, entao

A™ ¢ invertivel e (A")~t = (A~H)".

P 2.5. Mostre que se A4; (j =1,2,--- ,n) sdo matrizes m x m invertiveis, entao a
matriz B = A Ay - -+ A, também o é, e determine uma expressao para B, (Sug.:
inspire-se no problema anterior)

P 2.6. Sendo A e B duas matrizes quadradas, sera verdade que se o produto AB
se anula, entao se tem necessariamente A = 0 ou B = 07 O que pode concluir no
caso em que A é uma matriz invertivel?

P 2.7. a) Sejam A, B matrizes tais que esta definido o produto matricial A.B.
Mostre que (AB)" = BT AT, (sug.: deve mostrar que ((AB)7);; = (BT AT),;
para todos os i, 7).

b) Se A; (j = 1,2,--- ,n) s@o matrizes tais que o produto A;A;--- A, esta
definido, qual a expressao de (A;Ay - -+ A,)T em funcio de AT, AT ... AT?
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3 Caracteristica (rank) e nicleo de matrizes

P 3.1. Seja A = [ Z d } uma matriz 2 x 2. Escreva, em funcao das entradas de

A, uma condicao necessaria e suficiente para que A seja nao singular, e determine
a expressao da matriz inversa.

P 3.2. Determine a caracteristica de cada uma das seguintes matrizes:

1 1 3 1 2 3 4
@ A=|11 4 B B=|5 6 7 8
1 1 5 9 10 11 12_
1 2 3 2 0 2 1]
4 5 6 1 1 1 0
@ C=| 7 g 4 dD=1s 1 54
10 11 12 5 -3 5 10 |
1 2 4 0
(e) E, = é 1 ; _041 em funcao de a € R.
-1 0 a* 0

P 3.3. Nos casos das matrizes B, D e E do problema anterior, o que pode dizer
sobre as solugoes do sistema linear homogéneo correspondente?

P 3.4. Determine a caracteristica das seguintes matrizes n X n:
a) A matriz cujas entradas sdo todas iguais a 1;

b) A matriz “tabuleiro de xadrez”, em que a entrada a;; é zero se i + j é par e
1 se v+ 7 é impar.

P 3.5. Determine o nicleo (espago nulo) das seguintes matrizes

] 2 6 0 2
(a) A= Z;:Zg ) B=|01 20
- 1 301
[0 10 0 1 3 2
(c)C=]1002 0 (d D=2 6 9
000 -3 2 8 8
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4 Determinantes

P 4.1. Calcule os determinantes das seguintes matrizes:

Y 12 076 8
a)[ ] by [2 4 100], o |5 8 5], d | oDy =
36 110 ]

o o |

310
1 31
01 3
0 01
onde no ultimo caso A é um parametro real. Aproveite para deduzir quais os
valores de \ para os quais a matriz D) ¢é singular.

P 4.2. Seja
01
)
Determine todos os valores de A € R tais que a matriz A — Al é singular.
1 2 31
P 4.3. Utilize determinantes para calcular a caracteristica da matriz |4 5 6 1
7 8 91

P 4.4. Diz-se que uma matriz A com coeficientes reais é ortogonal se AA! = I.

a) Mostre que se A é uma matriz ortogonal entdo det(A) = =+1.

b) Mostre que existe uma matriz ortogonal A tal que det (A) =—1.

P 4.5. Seja A uma matriz n x n. Mostre por inducao em n que det(A) = det(AT)
(Sug.: Utilize a férmula de Laplace).

P 4.6. a) Seja A(z) a matriz

cujas entradas dependem da varidvel real z. Calcule det(A(z)), e em seguida
4 det(A(x)).

b) Defina Dy, k = 1,2,3, como a matriz obtida de A substituindo as entradas
da linha 7 pelas suas derivadas; isto é,

aij(a:), ] # k
oo ={ ey 12

Calcule a soma det(D;(x)) +det(Ds(z)) +det(Ds(z)). O que observa? Con-
segue conjecturar algum resultado geral?
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5 Espacos lineares

P 5.1. Diga, justificando, quais dos seguintes conjuntos sao espagos lineares (con-
sidere as operagoes usuais de adi¢ao e multiplica¢do por um nimero real).

(a) {(z,y) € R*: 2z +y = 0}. Esboce este conjunto enquanto subconjunto de
R2.

(b) {(x,y) € R? : x + y = 2}. Esboce este conjunto enquanto subconjunto de
R2.
c) {(z,y) € R?: zy = 0}. Esboce este conjunto enquanto subconjunto de R2.
d) {(z,y,2) ER3 2 +2y —2=0Az —2y — 2 = 0}
e) Conjunto das matrizes m x n.
f) Conjunto das matrizes n X n triangulares inferiores.
g) Conjunto das matrizes n X n triangulares inferiores nao singulares.
h) Conjunto das matrizes singulares n x n.
i) Conjunto das matrizes n X n que comutam com uma dada matriz A.
D{f:R—=R: f(x) = —f(—z)} (fungdes impares)
K){f:R—=R: f(z) = f(z + 2m)} (fungdes periddicas de periodo 27)
1) { polinémios reais p(z) que se anulam em = =0 }

(m) {f: R — R: f tem segunda derivada continua e f”(z)+af'(x)+bf(x) =
0}, onde a e b sdo dois nimeros reais dados.

(n) {f:R — R: f tem segunda derivada continua e f"(z) +af'(x) + bf(x) =
cosz}, onde a e b sdo dois nimeros reais dados.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

P 5.2. Decida se os seguintes conjuntos, munidos das operagoes indicadas sobre
os corpos indicados, possuem ou nao a estrutura de espago linear.

(a) O quadruplo (RT,®,®,R), onde R* é o conjunto dos reais positivos, a
operacao de “soma’” @ entre dois elementos x e y de R* ¢ definida por x @y = xy
e a operacao de “multiplicacao escalar”entre um elemento o € R e um elemento x
de RT é definida por a ® x = z°.

(b) O quadruplo (R, +,®,R), onde + é a adigao usual de nimeros reais e @ é
a multiplicacdo escalar definida por o ® z = o? . .

(¢) O quadruplo (Q, +, x,R), onde + e X sao as operagoes usuais da aritmética
dos reais.

(d) O quadruplo (R, +, x,Q), onde + e x sao as operagoes usuais da aritmética
dos reais.

(e)! O quadruplo (Z, &7, ®7,Z7), onde B7 e ®; sao as operacoes da aritmética
modular médulo 7.

177, ou seja, o conjunto {0, 1,2,3,4,5,6} munido das operagdes de aritmética modular médulo
7, é um corpo. Os alunos mais interessados sao convidados a mostrar este facto. Os alunos ainda
mais interessados sao convidados a mostrar que Z,, é corpo se e s6 se n é primo.
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P 5.3. Seja P o plano no espago tridimensional que tem por equagao 3x+2y+2z =
6. Qual a equacgao do plano F, paralelo a P que passa pela origem? P e F, sao
subespacos de R3?

P 5.4. Determine se os seguintes conjuntos de vectores sao linearmente indepen-
dentes ou nao. Caso nao o sejam, indique um subconjunto linearmente inde-
pendente com o maior ntimero possivel de elementos e escreva os restantes como
combinagao linear desses vectores.
(a) Em R*, uy = (1,1,1,1), up = (1,2,2,2), uz = (1,2,3,3) e ug = (1,2,3,4).
(b) No espago Mjy2(R) das matrizes reais 2 x 2,

11 12 12 12
Sl e e R R o

(¢) Em R3, uy = (0,1,2), up = (1,0,2), uz = (1,2,0) e ug = (1,2,2).

(d) No espago dos pohnomlos de grau menor ou igual a 3, p; (t) = 1, po(t) = 1+,
p3(t) =1+t+t2eps(t) =1+t + 12+ 13

(e) No espago dos polinémios de grau menor ou igual a 3, py (t) = 1, pa(t) = 1+,
ps(t) =1+ + epy(t) =1+t + >+

P 5.5. Descreva, com um esbo¢o no plano zy, o espago das colunas e o nicleo da
matriz
1 2
A= [ L2 } .

Forneca uma base para o espaco das colunas.
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6 Bases e dimensao

P 6.1. Indique, justificando, qual a dimensao dos seguintes espacos lineares, e, no
caso de dimensao finita, indique uma base.

(a) {(z,y,2) € R®: 2 — 2z = 0}. Esboce este espaco enquanto subespago de R3.

(b) {(z,y,2) € R¥: x — 2 =0Az—y = 0}. Esboce este espago enquanto
subespaco de R3.

(c) {(z,y,2) ER3: 2 —2=0Axz—y=0Ay—2z=0} Esboce este espago
enquanto subespaco de R3.

(d) Matrizes reais m x m, com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplica¢ao
por um nimero real.

(e) L(S), onde S é o subconjunto do espago das fungoes

reais de varidvel real, com as operagoes usuais, definido por S = {cos?(t) —
sen’(t), cos(2t) + sen(t), sen(t)}.

(f) Espaco nulo da matriz

1 5 9
2 6 10
A= 3 7 11
4 8 12

(g) Espago das colunas da matriz A da alinea (f).

(h) Espaco das linhas da matriz A da alinea (f).

(i) Espaco das sucessoes de variavel real que verificam a relagao oy = ap_1 +
2ak_2, k= 3, 4, ceee

(h) Espago das fungoes reais da varidvel real que se anulam em = = /3.

P 6.2. Seja V' o espago linear dos polindémios de varidvel real de grau menor ou
igual a 3, com as operacoes usuais de adicao e multiplicagao por um numero real.

(a) Diga qual a dimensao de V' e indique uma base ordenada. Justifique.
Indique as coordenadas do polinémio (1 — 2)(1 + t) nessa base.

(b) Considere o subconjunto S C V dado por S = {1-2¢t, 1+t%, ¢, 1+2¢t—3¢2, t*}.
Diga, justificando, se S é linearmente independente.

(c) Diga qual a dimensao do espago linear L(.S), e determine uma base desse
espago. Justifique.

(d) Seja T' o subconjunto de todos os polinémios de V' que se anulam em 0.
Diga se T' é um subespaco linear. Em caso afirmativo, indique a sua dimensao e
uma base. Justifique.

P 6.3. Para cada um dos seguintes conjuntos F' de funcoes reais, seja G o conjunto
formado pelas derivadas de todas as ordens dessas fungdes (incluindo ordem 0, ou
seja as préprias fungdes de F'). Diga qual a dimensdo de L(G) e, no caso de essa
dimensao ser finita, indique, justificando, uma base do espaco.
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() F = {e, (teR)} (b) F = {et e, (teR)}
(c) = {cos(t), (teR)} (d) F = {t, (teR)}
(e) F = {¢€ cos(t), (teR)} (f) F = {1, (t#0)}

P 6.4. Considere, no espaco linear real My, o(R) das matrizes 2 X 2, o conjunto
S = {Ml, M27 Mg, M4}, onde

1 0 1 -1 1 1 11
Ll R (O R SRR
a) Construa uma base de L(S), espago gerado por S, e indique a respectiva

dimensao.

b) Mostre que o conjunto W = {M € L(S) : mya = 0} forma um subespaco de
L(S) e determine uma base para W. Determine as coordenadas do vector

1 0
M = {_1 0] nessa base.

P 6.5. Seja P»(R) o espaco linear real dos polinémios de grau < 2, e B. = {1, ¢, t*}
a sua base canonica.

a) Mostre que By = {1, 1+ ¢, 1 + ¢+ t*} é uma nova base de P»(R).

b) Determine a matriz de mudanga de base S da base ordenada B, para a base
ordenada B;.

P 6.6. Seja B. = {e;, ez} a base canénica (ordenada) de R

a) Determine a matriz de mudanca de base de B, para

5= Bl
5= L

Determine a matriz de mudanca de base de B, para By e de B, para B..

b) Seja

Calcule as componentes dos vectores v; = [1 O} € Uy = B} na base B,.

¢) Determine as matrizes de mudanga de base de By para B, e de By para By.
Forte sugestao: utilize as alineas anteriores!)
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P 6.7. Determine a matriz de mudanca de base S da base canénica de R? para a
base ordenada

COS (v 0 —senq
B, = 0 , 11, 0
seno 0 COS (v

Mostre que S é uma matriz ortogonal (recorde o problema 4.4) e que S* = S~
Qual o significado geométrico desta igualdade?

P 6.8. Existe um subconjunto de R? linearmente independente sobre o corpo Q
mas linearmente dependente sobre o corpo R?

P 6.9. O conjunto dos nimeros reais forma um espaco linear sobre o corpo R
de dimensao 1. Mostre que, enquanto espaco linear sobre o corpo Q, ele possui
dimensao infinita.
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7 O corpo dos complexos

P 7.1. Escreva os seguintes niimeros complexos sob a forma a + bi:

@ C=i% ) 15 (O 70

(d) (—i)", neN.

P 7.2. Sejam z; = a1 +1iby e 21 = as + i by dois complexos. Mostre que:

a) 21+ 2z =71 + 7

b) Z1z = 71 Z;
c) |21 22| = [21]]22].
P 7.3. Escreva os seguintes nimeros complexos sob a forma polar:
(a) 2 (0) 3i; (o) 1=4; (d) (1=0)", neN; (e) VIi—i (f) Vi

P 7.4. Esboce os seguintes conjuntos no plano complexo:

P 7.5. Seja p(z) = ag + a12 + azz® + ... + 2" = > p_, axz"® um polinémio de
coeficientes reais — isto é, todos os coeficientes a; € R.

a) Mostre que p(Z) = p(z) para qualquer z € C.

b) Conclua que se A = a+ib, com a,b € Re b # 0, é raiz de p(z) (isto é, verifica
p(A) =0), entdo A = a — ib também o é.

c) Mostre que um polinémio de 3.° grau a coeficientes reais que possua uma
raiz complexa com parte imaginaria nao—nula possui trés raizes distintas.

d) Calcule todas as raizes complexas de 2% — 2% + z — 1.
P 7.6. Demonstre, utilizando as férmulas de Euler, que

a) sen(a + ) = sen(«) cos(f3) + cos(a)sen(f);
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b) cos(a+ ) = cos(a) cos(3) — sen(a)sen(f3).

P 7.7. Seja C? o espaco linear sobre o corpo dos complexos definido por {(z,w) :
z, w € C} através das operagoes usuais entre complexos.

a) Determine a dimenséao e construa uma base deste espaco.

b) Existe um conjunto de trés vectores linearmente independentes em C?? Em
caso afirmativo fornega um exemplo.

c) Quais as condigoes sobre os escalares a e  para que os vectores (1,a) e
(1,8) sejam linearmente independentes em C??

P 7.8. Repita o problema anterior para o espago linear sobre o corpo dos reais
C?, definido por C* = {(z,w) : z, w € C} através das operagdes usuais entre
complexos.

P 7.9. Sejam [, J, K, respectivamente, as matrizes de entradas complexas

SRS (RS !

Mostre que estas matrizes verificam as relacoes de comutacao 12 = J? = K? =
-1,1J=-JI=K,JK=-KJ =1, KI = —IK = J, onde 1 é a identidade
2 X 2.

Observagao. As quatro matrizes {I, J, K, 1} formam a base de uma dlgebra de
divsao de dimensao 4 sobre o corpo dos reais. Isto significa que, se sobre o espago
linear por elas gerado se definir a multiplicagao de vectores pelas regras acima, se
obtém um conjunto fechado para as varias operacoes. Note-se, no entanto, que ele
tem propriedades especiais: por exemplo, a multiplicacao nao é comutativa.

Esta algebra, descoberta pelo matematico irlandés William Rowan Hamilton
em 1843, da pelo nome de Algebra dos Quaternioes e tem importantes aplicacoes
em Fisica e Matematica. Por exemplo, Frobenius mostrou em 1877 que as tnicas
algebras de divisao (i.e. sem divisores de zero) reais sao R (de dimensao 1), C (de
dimensao 2) e a Algebra dos Quaternioes (de dimensao 4). Neste sentido preciso,
nao é possivel construir uma algebra real maior do que a dos Quaternices sem
perder estrutura matemadtica.

Em Fisica, é possivel deduzir de forma concisa e muito mais elegante do que com
Anadlise vectorial classica as equagoes de Maxwell, de Dirac e as transformagoes
de Lorenz. O estudante interessado pode consultar o artigo de J. Lambek “If
Hamilton had prevailed: quaternions in physics”, Mathematical Intelligencer 4
(1995), 7 - 15 e referéncias af citadas.
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8 'Transformacoes lineares

P 8.1. Determine se a transformacao 7' : R® — R? dada é ou nao linear. Em
caso afirmativo, calcule a matriz que a representa em relagao a base dos vectores

coordenados unitarios.
(a) T(2,y,2) = (y,2,7) (b) T'( ) = (x,9%, 2°)
(C) T(x,y,z) = (.CE—Z,y—Z,O) (d) T($,y72’):(0,y72’)
(e) T(z,y,2) = 2 —y + 32,y + 22, —22)

P 8.2. Considere a transformacao Ty : R?> — R? que roda cada ponto do plano
por um angulo fixo  em torno da origem no sentido directo.

a) Verifique que Ty é uma transformacao linear.

b) Calcule a matriz que representa Ty em relagdo a base dos vectores coordena-
dos unitarios.

c) Sem realizar cdlculos, indique a matriz que representa (Tp) ™.

d) Usando a alinea b) e a correspondéncia entre composigao de transformacoes
ineares e produto de matrizes, represente matricialmente a relacao Ty 07y =
1 duto d t , t t lment lacao Ty o Ty
This. Que féormulas suas conhecidas ficam assim demonstradas ?

P 8.3. Construa geometricamente a imagem do rectangulo ABCDFE da fig. 1 por
efeito da transformacao linear representada, na base candnica, por cada uma das
seguintes matrizes:

a) A rotacdo Ry, = [ (i) _01 } .

b) A rotacao R, 4 = \/Li { } _11 } )

“ticterezory — | 20
c) A “distor¢ao D—{O 1/2]

d) A transformacao de Lorentz Ly = {

5/4 3/4
3/4 5/4 }'
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e) A transformagao de corte Sy = [ (1) 1 } .

1/2 1/2 ].

f) A transformacao de corte Sy = [ ~1/2 3/2

- 1 0
g) A reflexdo Ey = [O _1}.

h) A reflexado E /4 = [ (1) (1) } :

1/2 1/2 ].

i) A projecgao Py/y = [ 12 172

j) A transformacao nilpotente Ny = [ 8 (1) } .

-1/2 1/2 ].

k) A transformacao nilpotente N/, = [ ~1/2 1/2

P 8.4. Considere, no plano R?, as transformacoes lineares R, rotacao em torno da
origem no sentido inverso por um angulo de 7/2, e E, reflexao no eixo dos yy.

a) Calcule, em relagdo a bases a sua escolha, as matrizes Ag e Ag que repre-
sentam respectivamente R e F.

b) Mostre, a partir de a), que Ro E # E o R.

c) Represente geometricamente os vectores da base candnica e os seus transfor-
mados através de Ro E e de F o R.

P 8.5. Construa, para cada uma das seguintes transformacoes de R?® em R?, a
matriz que a representa na base candnica:

a) Reflexao do vector [z, y, z]" no plano yz.

b) Rotagao do vector [z, y, z]' por um angulo § em torno do eixo yy’, no sentido
directo quando observado dos yy positivos.

¢) Projecgao do vector [x,y, 2z]' no plano yz.

P 8.6. Considere, no espaco vectorial R3, as bases ordenadas B, = {ej,es,¢3} ,
base canénica, e By = {[-1 1 1]*,[-1 — 1 1J*,[0 0 1]}.

a) Determine a matriz S que realiza a mudanca de base de B; para Bs.
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b) Dado um vector u = z1€; + 2982 + x3€3, isto é, de coordenadas [z1 xo x3]" na
base Bj, determine as suas coordenadas [y; y» y3]' na base By (Sugestao:
Inverta S).

c¢) Considere a transformacao linear T': R* — R? cuja representagao matricial
na base canodnica é

2 —4 —4
0 5 1
0 1 5
Usando os resultados de a) e b), determine a matriz que representa 7' na

base Bs.

P 8.7. Seja Py(R) o espago linear real dos polinémios de grau < 2, e T': Po(R) —
P,(R) a transformagao linear definida por T'(1+t%) = 2t, T(t*) = 2t, T(1+t) = 1.

a) Determine a matriz A que representa 7" na base canénica de P(R).

b) Determine a matriz B que representa T’ na base ordenada {1, 1+¢, 1+t+t*}.
Indique a matriz de mudanca de base S tal que B = S7'AS. Obs.: recorde
o problema 6.5!

P 8.8. Considere a transformagao linear T': C* — C? definida por T'(z1,23) =
(21 + 29, i29). Determine as representagoes matriciais de 71"

a) na base canénica de C* B = {(1, 0), (0, 1)};
b) na base B = {(—=1 —1, 2), (1,0)}.

Qual das representacoes lhe parece mais agradavel? Porqué?

P 8.9. Como sabe, uma transformacao linear 7' : V' — W entre espagos de
dimensao finita, fixas bases em V e W, é univocamente determinada por uma
matriz Ar.

Construa bases para os espacos imagem e nucleo, indicando as respectivas
dimensoes, quando Ar é dada por cada uma das matrizes abaixo. Em cada caso,
verifique o teorema da dimensao.

13 —1 103
W) A=|5 5 5| »A=|20 5 @A:Héég]
6 11 —7 00 0
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P 8.10. Seja P, o espaco linear dos polindmios de grau menor ou igual a n.
(a) Mostre que a transformacao 7' : P; — Pj definida por

T(p) =p" + ap’ + bp,

onde a e b sao numeros reais, ¢ uma transformacao linear.

(b) Determine a representagao matricial para 7' em relacdo a base ordenada
{1,¢,12,83}.

(c) Discuta a dimensao do nicleo de T' em termos de a e b. Em cada caso,
indique uma base para o nucleo.

(d) Utilize os resultados da alinea anterior para determinar as solu¢oes em Ps
da equacao diferencial

o +ap 4+ bp = 0.

(e) Utilize os resultados da alinea (c) para determinar todas as solugoes em Pj
da equacao diferencial
P +ap +bp=1—1t%

P 8.11. Seja V' o espaco linear real das matrizes reais de 2 x 2 de entradas a;;
satisfazendo a1 + ase = 0, a1 + as; = 0, e considere as seguintes matrizes de V:

1 0 0 1
=l A=
(a) Mostre que H e J sao linearmente independentes. Determine a dimensao
e indique uma base para V.
(b) Dada a transformagao linear 7' : V' — V definida através das seguintes
relacoes:

T(H)=J,T(J)=—-H

determine a matriz que representa 17" em relacao a uma base contendo H e J.

(c) Determine a caracteristica e a dimensao do nucleo de T, e indique justifi-
cadamente se é invertivel.

(d) Calcule todas as solugoes U da equacao linear T'(U) = B onde B =

5 5

P 8.12. Seja V um espaco linear de dimensao finita e 7' : V' — V uma trans-
formacao linear de V em V. Pode T ser injectiva mas nao sobrejectiva? Pode T
ser sobrejectiva mas nao injectiva?

P 8.13. A Teoria da Relatividade Restrita afirma que a relagao entre as coorde-
nadas espécio-temporais (z,y, z,t) e (2',y'2',t') de dois referenciais de inércia que
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se deslocam um em relagao ao outro com velocidade v é dada por

¥ = [Bx—ot),
y = v
7 = z,
t = ﬁ(t - C%.CE),
. : 1 -
onde ¢ ¢é a velocidade da luz, |v| < ¢ e f = ——. A transformacao linear

que passa dos sistemas de coordenadas (z,t) para (z/,t') chama-se transformac¢ao
de Lorentz.

a) Determine a matriz L, que representa a transformacao de Lorentz na base
canénica de R2.

b) Mostre que Lo = I e que L, é ndo-singular.

c) Demonstre a lei relativistica de adi¢do das velocidades: L, L, = L, onde
u+v

w =
1+ %

. Compare com o resultado cléssico e comente.



PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAR, MAT+FIS+BIOM 19

9 Valores préprios e vectores proprios

P 9.1. Determine os valores préprios e vectores préprios (complexos) de cada uma
das seguintes matrizes, identificando em cada caso as multiplicidades algébrica e
geométrica:

111 111
D0 U EY ot 1], oot
00 0 111 00 1

P 9.2. Seja T : R?* — R?® uma transformacao linear que possui uma representacao
matricial

-9 4 4
-8 3 4
—-16 8 7

em relacao a base canonica. Mostre que 1" possui uma representacao matricial
diagonal.

P 9.3. Sejam A e B matrizes n X n com coeficientes num corpo. Mostre que se
I — AB é nao-singular, entao I — BA é nao-singular e

1

(I-BA) ™ =1+B(I-AB) A
P 9.4. Seja A a matriz [ _} _7].

a) Determine os valores préprios e os vectores proprios da transformacgao linear
T : R? — R? que é representada por A em relacao a base canénica.

b) Determine os valores préprios e os vectores préprios da transformacao linear
S : C? — C? que é representada por A em relacao & base canénica.

P 9.5. Uma matriz R diz-se matriz de rotacdo se é ortogonal e det R = 1. Mostre
que uma rotacao num espaco de dimensao impar deixa fixos os vectores de pelo

menos um subespago de dimensao 1 (eixo de rotagao) — isto é, 4+1 é valor préprio
de R. (Sug.: considere det(R — I).)

P 9.6. Seja A= [ 3¢].
a) Mostre que existe uma matriz P tal que P71 AP ¢ diagonal.
b) Determine os valores préprios e vectores préprios de A,

P 9.7. a) Fornega um exemplo de uma matriz de inteiros 2 x 2 cujos valores
préprios sejam irracionais.
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b) Podem a soma e/ou o produto dos valores préprios de uma matriz n x n de
entradas racionais ser irracionais?

P 9.8. Um senhor comprou, no principio de um meés, um par de coelhos para a sua
filha Inés. No fim do segundo més havia trés coelhos; no fim do terceiro més havia
cinco; e, em geral, no final do més n o nimero de coelhos é a soma dos coelhos dos
dois meses anteriores.

a) Designando nimero de coelhos da Inés no fim do n-ésimo més por C,,, tem-se
pois que C,, = C,,_1 + C,,_5. Mostre que

=0 E)

b) Calcule [91]"[7], onde z,y € R e n é um inteiro positivo.
1

P 9.9. Seja C'[(0,1)] o espaco das funcoes reais continuamente diferencidveis

no intervalo (0,1) e 7' : C'[(0,1)] — C'[(0,1)] o operador linear definido por

T(f)(z) = x f'(x). Determine os valores préprios e vectores préprios de 7.
Observagao: pode ser-lhe ttil verificar que

_ fa)
@)

P 9.10. Seja A uma matriz n X n com polinémio caracteristico f(x) = (¢; —
z) .. (cp — x)% = det(A — zI). Mostre que tr(A) = c1dy + - - - + cpdy.

< og ()1}

P 9.11. Seja T : R* — R* uma transformacao linear que possui uma representacao
matricial

o O 8 O
o ot O O
o O OO
o O OO

em relacao & base candnica. Quais sao as condicoes sobre a,b, e ¢ para que R*
possua uma base de vectores proprios da transformacao 17
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10 Forma Canonica de Jordan

P 10.1. Determine a Forma Canédnica de Jordan .J, a base de vectores proprios
generalizados e a matriz S tal que J = S~ AS para as matrizes:

1 -1 0 2 1 -1
Al=|-1 2 1|:A4,=|-21 2
0 —1 1 —1 1 2

P 10.2. Determine “por inspeccao ”a Forma Canonica de Jordan de cada uma das
seguintes matrizes, indicando as multiplicidades algébrica e geométrica de cada um
dos valores préprios:

) 11 2 1 2 2 1 2
6 ;B:{_1 1];02 0 2 0[;D=1]0 2 1
3 00 2 00 2

P 10.3. O traco de uma matriz A, «, € a soma dos elementos da diagonal principal:
tr(A) =320, ai.
a) Mostre que o trago de uma matriz é invariante por transformacoes de seme-
lhanca, isto é, se B = S™'AS, entao tr(A) = tr(B).

b) Tomando acima J = S™'AS, conclua que tr(A) = Y7 A, onde \;, i =
1,--- ,n sao os valores préprios de A incluindo multiplicidades.

P 10.4. Como ja foi demonstrado na devida altura, o determinante de uma ma-
triz A, x, é invariante por transformacoes de semelhanca, isto é, se B = S™1AS,
entdo det(A) = det(B). Deduza, de forma andloga ao problema anterior, que
det(A) = [[;_, \i, onde X;, i = 1,--- ,n sdo os valores préprios de A incluindo
multiplicidades.

P 10.5. Dada uma matriz A, ,, defina formalmente para t € R

et =T+ At +

TR

9

A2t2 Ann o An
I

n!
n=0

ignorando de momento questoes de convergéncia.

a) Sendo J a Forma Canénica de Jordan de A(isto é, tal que J = S~1AS),
mostre que
e = Sets1,

Ay Aot

bee
é (quase)

b) Para as matrizes A; e Ay do problema 10.1, calcule desta forma e
(Nota: observe que em ambos os casos ja calculou S, e que e’
trivial de calcular!)
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Observacao . A determinacao da exponencial de uma matriz, que acabou de
fazer, ¢ um problema crucial para sistemas dinamicos. A matriz e’ fornece a
solucdo geral da equacao diferencial linear a coeficientes constantes y’ = Ay. (Se
esta observacao hoje nao lhe diz nada, ndo se preocupe).
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11 Produtos internos

P 11.1. Seja ( , ) oproduto interno usual de R?. Sejam o = (1,2) e 8 = (—1,1).
Mostre que existe um vector v de R? tal que {a,) = —1 e (3,7) = 3.

P 11.2. Seja V um espaco linear sobre o corpo dos niimeros reais R ou dos com-
plexos C com um produto interno, que se designa por ( , ).

a) Mostre que (0, 5) = 0 qualquer seja g € V.
b) Mostre que se {a, 3) = 0 qualquer seja § € V, entdo o = 0.
c) Se «a, 8 € V mostre que a = [ se e s6 se (a,y) = ((3,7) qualquer seja v € V.

P 11.3. Seja V um espago linear real ou complexo. Mostre quese ( , )1e( , )9
sdo produtos internos em V', entdo ( , )1+ ( , )2 é um produto interno em V.
O conjunto dos produtos internos em V' é um espaco linear?

P 11.4. Determine todos os produtos internos do espaco linear real R e do espagco
linear complexo C.

P 11.5. Seja P; o espaco linear real de polinémios com coeficientes reais de grau
menor ou igual um.

a) Mostre que a fungao

apby a1 by aby

<a0 + ayx, by + blx> = agby + 5 5 5

define um produto interno em P;.

b) Determine uma matriz A tal que

b
<CLO +ax, bo + b1$> = [CLO al} A |:b(1):| .

P 11.6. Determine um produto interno ( , ) de R? tal que ((1,0), (0,1)) = 2.

P 11.7. Seja V o espaco linear complexo das matrizes n X n com coeficientes
complexos.

a) Mostre que (A, B) = tr(AB*) é um produto interno em V', onde tr é o trago
e B* = B.

b) Determine o subespago ortogonal ao subespago das matrizes diagonais.
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P 11.8. Considere o espago euclidiano real V' das sucessoes {u, } de nimeros reais

tais que Y >°  uZ é convergente, com o produto interno definido por

<{un}v {Un}> = Zun Up -

Esta série é absolutamente convergente para todas as sucessoes {u,}, {v,} € V.
Considere também o conjunto S C V das sucessoes com um numero finito de

termos nao-nulos.
a) Mostre que S é um subespaco de V.

Prove que S tem dimensao infinita.

)
b) Determine os subespagos S*, (S+)t e S + S+.
c)

)

d) Mostre que V' \ S possui um ndmero infinito de

vectores linearmente independentes. V' \ S é subespaco de V7
P 11.9. Aplicando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt aos vectores
/1 =(1,0,1),8, = (1,0,—1), 85 = (0, 3,4)
obtenha uma base ortonormal de R? em relacao ao produto interno usual.
P 11.10. a) Escreva uma equagao cartesiana do plano perpendicular a recta
T—0=2y—4==z
e que contém o ponto (5,4,0).

b) Escreva equagoes cartesianas que definem a recta que é perpendicular ao
subconjunto afim definido por Az+ By+Cz = /2, com (A, B, C) # (0,0,0),
e que contém a origem.

P 11.11. Seja V o espaco linear real de dimensao 2, e considere a funcao F': V —
R{ definida por F(z,y) = /(z — y)? + 3y2.

a) Mostre que F' é uma norma, ou seja, que para todos os «, 3 € R? se tem
i) F(a) >0e F(a) > 0se a # 0;
ii) F(ca) =|c|F(a) para todo o ¢ € R;
iii) Fla+08) < F(a)+ F(5).
b) Mostre que (o, 8) = :[F*(o + ) — F?(a) — F?(3)] ¢ um produto interno.
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c) Designa-se por F a projecgao ortogonal, relativamente ao produto interno
definido em b), de V' sobre o subespaco gerado pelo vector (3,4) € V. De-
termine uma férmula para E(z,y).

P 11.12. Seja V um espaco euclideano de dimensao n com uma base ortonormal

B:{ﬁl,...7ﬁn}.

Dada uma transformacao linear 7' : V' — V| mostre que a matriz que representa
T em relacao a base B é

lai] = (T(8;), Bi)-

P 11.13. Seja V um espaco linear. Diz-se que uma transformacao linear P : V' —
V é uma projecgao se P2 = Po P = P.

a) Seja P:V — V uma projecgao. Mostre que a transformacao linear P=1-P
definida por P(v) = v — P(v) é uma projeccao.

b) Seja W = {(z,0) € R*} C R?, e seja ((x1,22), (y1,y2)) = T1y1 + Tays O
produto interno usual. Mostre que existe uma projeccao P : R? — R? tal
que a imagem de P ¢ W mas P nao é a projeccao ortogonal de R? sobre W.
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12 Matrizes simétricas, hermitianas, unitarias

P 12.1. Classifique as seguintes matrizes, dizendo se sao simétricas, anti—simétricas,
hermiteanas, anti—-hermiteanas ou unitarias.

0O 1 4 1 1 1 2 -1 0O 1 0
@|-10-1] ®|-101| |2 3 7| @]-100
41 0 2 1 3i 17 4 0 01

P 12.2. Sejam A e B duas matrizes n X n reais e simétricas. Diga, justificando,
quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras. No caso de uma afirmacgao ser
falsa, indique um contraexemplo.

(a) A+ B é simétrica.

(b) AB é simétrica.

(c) AB = BA.

(d) A* é simétrica para todo o k natural.

P 12.3. Como se alteram as suas respostas ao problema anterior se se considerar
matrizes anti—simétricas em vez de simétricas? E unitarias?

P 12.4. Mostre que se A e B sao simétricas e comutam, entao AB ¢é simétrica.

P 12.5. Como sabe, toda a matriz simétrica é diagonalizavel. Sera que, em geral,
o produto de duas matrizes simétricas é diagonalizavel?

P 12.6. Dé um exemplo de uma matriz real 3 x 3 que tenha todos os valores
proprios sobre o circulo unitdrio (JA| = 1) mas que nao seja unitdria. Uma matriz
nestas condigoes podera ser simétrica? E anti—simétrica?

P 12.7. Dé um exemplo de uma matriz real normal que nao seja simétrica, anti—
simétrica ou unitaria.
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13 Formas quadraticas

P 13.1. Classifique as seguintes matrizes quanto a serem (semi)definidas positivas,
negativas, ou indefinidas (@ é um parametro real).

2 1 2 1 12 3(1)28
0007

P 13.2. Considere a seguinte forma quadratica em R?, representada em termos
da base candnica por
Q(x) = 2° + day + ay?,

onde a é um numero real. Determine os valores de a para os quais () é definida
positiva. Indique uma forma quadratica diagonal correspondente, e uma matriz
diagonalizante.

P 13.3. Considere no espaco linear R? a funcao
f(z.9) = 2" Ay,

onde T = [x1 x5 x3]", ¥ = [y1 2 y3]', e a matriz A é dada por

3 2 V2
2 2
A= 2 1 0
20 1

Mostre que f define um produto interno em R3.

P 13.4. Seja A uma matriz real simétrica n x n. Prove que A? é definida positiva
se e sO se A for nao singular.

P 13.5. Resolva o problema 12.5 supondo agora que uma das matrizes é definida
positiva.

P 13.6. Sendo A e B matrizes reais simétricas, mostre através de um exemplo
que os valores proprios da matriz AB podem nao ser reais. E se uma das matrizes
consideradas for definida positiva?



