COMPLEMENTOS DE MATEMATICA I

— Prof. ADRIANO CATTAI —

Corpos Numeéricos
(Atualizada em 8 de marco de 2016)

NOME: DATA: / /

“Nao hé ciéncia que fale das harmonias da natureza com mais clareza do que a matemaética”
q q
(Paulo Carus)

1 Definicao de Corpo

Seja K um conjunto néo vazio munido de duas operagdes,

+: KxK —» K o KxK — K
(x,y) = x+y (xy) = xy

chamadas adiciio e multiplicagio, respectivamente. Diz-se que K, em relacdo a estas operacdes, ou
simplesmente (K, +,-), é um corpo se, e somente se, satisfazem os seguintes axiomas:
(i) A adicdo e a multiplicagdo sdo operagdes fechadas, ou seja,

x+tyeKex-yekK, Vxyek

(ii) A adicdo e a multiplicagdo sao comutativas, ou seja,
x+y=y+xex-y=y-x, Vx,yck;
(iii) A adigdo e a multiplicagdo sdo associativas, ou seja,
x+(y+z)=x+y)+zex-(y-z)=(x-y)-z Vxyzek;
(iv) Existe um tnico elemento 0 (zero) em K tal que
x+0=04+x=x VxekK

denominado elemento neutro da adigao;

(v) A cada elemento x € K exixte um tinico elemento —x (oposto) em K, tal que
x+(—x)=—-x+x=0, VxeK;
(vi) Existe um tnico elemento 1 (um) em K tal que
l-x=x-1=x VxekK

denominado elemento neutro da multiplicagéo;
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1
(vii) A cada elemento x € K — {0} exixte um tnico elemento x~! ou ~em K — {0}, tal que

x-x l=x1x=1, VxeK-{0};
denominado inverso multiplicativo;
(viii) A multiplicagdo é distributiva em rela¢do a adigdo, ou seja,

x-(y+z)=x-y+x-z VxyzekK

A respeito da notagdo (K, +, -) para definir um corpo, quando nao houver dtvidas em relagéo as
operacgdes + e -, estas serdo excluidas da notagdo, assim usa-se-4 a notagdo K para definir corpo.

2 Exemplos e Contra-Exemplos de Corpos

Exemplo 1
Os conjuntos N, Z e Q’, com as operagdes usuais de adigdo e multiplicagdo, ndo sdo corpos.
De fato:
(i) Para cada natural x # 0, ndo existe —x € IN;
(ii) Para cada inteiro x # +1, ndo existe x1lez;

(iii) Note que Q' néo é fechado para a adicdo, pois +v2 € Q' mas —vV2+v2=0¢0Q".

Exemplo 2
Os conjuntos (Q, +, ) e (R, +, -) sdo corpos, ou seja, Q e R, com as operagdes usuais S30 corpos.

De fato, com as operagdes usuais de adi¢do e multiplicagdo esses conjuntos sdo fechados, ou
seja, Vx,y e ReVabeQ x+yx-ycRea+ba-be Q. Além disso, os demais axiomas de

corpo sdo satisfeitos, verifique!

Exemplo 3
Um niimero complexo é um ntimero z que pode ser escrito na forma z = a + b - i, sendo a e b niimeros
reais e i denota a unidade imaginaria com a propriedade i = —1. Os ntimeros 4 e b sdo chamados,

respectivamente, parte real e parte imagindria de z. O conjunto C = {a +b-i;a,b € R} é denominado
de conjunto dos niimeros complexos.

Este conjunto também pode ser entendido como o espago bidi-  y4
mensional euclidiano R?, identificando z = a + b - i como o par L ________ z=a-+b-i
(a,b),ouseja, z=a+b-i = (ab). Desta forma, a cada nimero

complexo podemos atribuir um ndmero real positivo chamado
modulo, dado por |z| = va? + b2

Note que R C C.
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Se z e w sdo dois niimeros complexos dados por z = a +b-iew = c+d - i, entdo definem-se as
relacdes e operacdes elementares como segue:

(i) Identidade: z = w se, e somente se,a = ce b = dj
(i) Adi¢do: z+w= (a+b-i)+(c+d-i)=(a+c)+ (b+d)-i€C;
(iii) Multiplicagdo: z-w = (a+b-i) - (c+d -i) = (ac — bd) + (ad + bc) -i € C.

Com estas operagdes, (C,+, ) é um corpo, em que 0 = 0+ 0 -7 é o elemento neutro da adigdo,
1 =1+40-1ié o elemento neutro da multiplicagdo, —z = —a — b - i é o elemento oposto e, o inverso
multiplicativo é dado por

11 1 a—b-i a-b-i _a-b-i Z

z Tz a+bi a-bi a2—(b-i)2 a+2  |z]¥

emquez =a—b-iéoconjugado de z.

Exemplo 4

Vamos definir um conjunto numérico bem interessante. Neste conjunto, diremos que dois elementos
serdo considerados iguais se possuirem o mesmo resto na divisdo por um determinado ntmero.
Para motivar, considere os conjuntos A = {0,2,4,6,...} e B = {1,3,5,7,...}, isto é, os conjuntos
dos ntimeros naturais pares e dos naturais impares, respectivamente. Note que, para todo elemento
de A, a divisdo por 2 deixa resto 0 e, para todo elemento em B, a divisdo por 2 deixa resto 1. Desta
forma, iremos dizer que A é composto por um tinico ntimero 0 (que representa todos os outros em A)
e que, B é composto por um tinico ntiimero 1 (que representa todos os outros em B). Definimos assim
o conjunto Z; = {G,T}, e as operagdes de adi¢do e de multiplicagdo dadas pelas tabelas abaixo:

Por exemplo, neste conjunto 1+41+41+1=0,poisl+1+1+1=4que, nadivisdo por 2 deixa
resto0.J4,1+141=1,pois1+1+1 = 3 que, na divisao por 2 deixa resto 1.

Afirmamos que Z; é um corpo, ou seja, (Zy, +, -) é corpo. De fato,

(i) Z, é fechado para estas operagdes;

(ii) Estas operagdes sdo comutativas e associativas (verifique!)

(iii) Existe o elemento neutro da adigdo, que é 0;

(iv) Cada elemento admite opostoem Z,: —0 =0e —1 = 1;

(v) Existe o elemento neutro da multiplicacdo, que é 0;

(vi) O elemento ndo nulo admite inverso em Z: (1)~} =1,pois1-1=1;
(vii) A multiplicagdo é distributiva em relagdo a adigdo, verifique!

Observacgio 1
Vejamos duas situagdes reais em que podemos ver conjuntos dessa natureza.
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(a) Nos relégios de ponteiros, no qual o dia é divido em dois periodos de 12 horas cada, podemos
ver esse tipo de conjunto, neste caso o0 Z;. Se, por exemplo, a hora é 5 horas agora, entdo daqui
a 9 horas serdo 2 horas e ndo 14 horas. A adigdo usual sugere que o tempo futuro deveria ser
5+ 9 = 14, mas ndo é assim, pois o reldgio “reinicia” a cada 12 horas, assim ndo existe “14
horas” nele. Dizemos entdo que, em Zj, 2 é congruente a 14, pois 14 deixa resto 2 na divisdo
por 12 ou, simplimente, 14 — 2 = 12 que é um multiplo de 12. Agora, suponha que decorreram
16 horas, dai 5+ 16 = 21 = 9, pois 21 — 9 = 12 ou 21 deixa resto 9 na por 12. Note que, a
hora chamada “12 : 00” pode ser chamada “0 : 00”, pois 12 — 0 = 12 que é mdltiplo de 12.

(b) Nos 6nibus convencionais interurbanos, que contamos atualmente, podemos identificar o Z4 =
{0,1,2,3}. Nestes 0nibus, as cadeiras que sdo janelas atras do motorista sdo identificados por

1 e a sua vizinha (no corredor) por 2. As cadeiras que sdo janelas do lado da porta so identifi-
cadas por 3 e sua vizinha (no corredor) por 0. Desta forma, se o dnibus for extenso o suficiente
para ter a cadeira de ntiimero 1.153, esta estard localizada na janela atrds mo do motorista pois,
1.153 deixa resto 1 na divisdo por 4 ou, 1.153 — 1 = 1.152 = 4 - 288, multiplo de 4.

Para concluir o Exemplo ] dizemos que dois inteiros a e b sdo congruentes médulo n se a — b é
multiplo de n. Simbolicamente, temos:

a=b (modn) & a—b=n-k keZ
Outra notagdo usual paraa =b (mod n) éa =, b.

Vejamos alguns exemplos:

(i) 17=2 (mod 5), pois 17 — 2 = 15, multiplo de 5;
(i1)20=0 (mod 4), pois 20 — 0 = 20, multiplo de 4;
(iii) —9 =6 3, pois —9 — 3 = —12, mdltiplo de 6;
(iv) 2 =5 —3, pois 2 — (—3) = 5, mdultiplo de 5;
(v) =13 = -5 (mod 4), pois —13 — (—5) = —8, mdltiplo de 4;
Se a e b sdo os dois positivos ou os dois negativos, entdo a = b (mod n) pode ser visto como a
afirmacdo de que a e b possuem o mesmo resto na divisdo por n. Por exemplo, 47 = 32 (mod 15)

pois 37 e 32 tem o mesmo resto 2, quando dividos por 15. Observe ainda que 47 — 32 = 15, que é
multiplo de 15.

Seja n > 1 um ntmero natural. Denotamos por Z, o conjunto dos inteiros médulo n. Ou seja,
sea € Z, entdo
a={a+k-n keZ}.

Em particular, 0 é o conjunto dos multiplos de n e
Z,={0,1,23,...,n—1}.

Observagio 2
(i) Algoritmo da divisdo de Euclides: dados a e n inteiros positivos, a > n, existem inteiros g e r tais
que
a=n-q-+r 0<r<n-—1.

Ouseja,a —r =0 (mod n) e, portanto, a = r (mod n).
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d+b=a+b. Ex 6+3=6+3=9=1,emZg;
a-b=a-b. Ex.5-4=5.-4=20=2,em Zs.
(iii) Propriedades da Adicdo e da Multiplicagdo
Al (@+b)+c=a+ (b+7) M1 (@-b)-c=a-(b-c)
A2 a+b=b+a M2 a-b=b-a
A3 a+0=a M3 a-1=a
A4 a+=a=0 M4 a(b+tc)=ab+ac

(iv) Em Z4, vemos que2-1=2,2-2 = 0e2-3 = 2, ou seja, ndo existe um elemento em Z4 que seja
inverso de 2. Logo, afirmamos que Z,,, em geral, ndo é corpo;

(v) Afirmagdo: Z, é corpo se p € um natural primo.

Questao 1 Contrua as tabelas de adicdo e de multiplicacdo para Z4, Zs e Z¢. Verifique que, dentre
esses trés, apenas Zs € corpo.

Exemplo 5
Seja K = {a + bv/2;a,b € Q}. Afirmamos que (K, +, -) é corpo.
De fato:

(i) Adicao e Multiplicagdo sdo fechadas:
(a+bv2)+ (c+dV2)=(a+c)+ (b+c)V2 €K
(a+bv2) - (c+dV2) = ac+2bd + (ad + cd)\/2 € K, pois a + ¢, b+ c,ac + 2bd, ad + cd € Q;

(ii) Comutatividade ...

(iii) Associatividade ...

(iv) Elemento neutro da adicio 0 = 040 - v/2;

(v) Para cada x = a + b2 € K, existe o elemento (oposto) —x = —a — b2 € K:

x+(—=x) =a+bV2+ (—a—bVv2) =0;

(vi) Elemento neutro da multiplicagdgo 1 =1+0- V2 € K;

(vii) Para cada elemento x = a + by/2 € K — {0}, o elemento inverso ¢ dado por

1 1 _ 1 'a—b\/i_a—b\/i_
a+bv2 a+bv2 a—byv2 a*—2b%

(viii) Distributividade...

Questdo 2 Considere o conjunto M, (IR) de todas as matrizes 2 x 2 da forma

vely ]
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em que x e y sdo nimeros reais. A soma e de multiplicagdo de matrizes sdo as usuais. Sejam os
elementos neutros da soma e da multiplicacao:

=[22] 1[5 2]

Verifique que (Mz(R), +, -) é corpo.

3 Propriedades de Corpo

Sejam a,b, x € K, entdo:

—_

Os neutros sdo unicos e indicamos com 0 e 1;

O oposto e o0 inverso sdo tnicos e indicamos com —x e x~ L
Sea+ x =a,entdo x = 0;

Cancelamento da soma: a + x = b + x implica a = b;
Cancelamento do produto: a- x = b - x implicaa = b, se x # 0;
Anulamento do produto: a-b = 0 implicaa = 0e/oub = 0;
Seb#0eb-x=b,entdiox =1;

Sea+b=0,entdob = —q;

© ® N o ok » DN

A tnica solugdo daequagdoa +x =béx = —a+b;

10. Sea # 0, a equagdo a - x = b tem uma tnica solugio x =a ! -b = g;
11. x-0=0;

12. —x=(-1)-x;

13. —(a+0b) = (—a)+ (-b);

14. —(—x) =x;

15. (-1)-(-1) =1.

4 Referéncias

1. 7?2,

Texto composto em IXTEX 2¢, Cattai, 8 de marco de 2016
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