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30 Algebra Linear e suas Aplicacées: Notas de Aula

2.1 Espaco Vetorial. Propriedades

Em varios ramos da matematica, defrontamo-nos com um conjunto, no qual ¢, ao mesmo
tempo significativo e interessante trabalhar com combinacoes lineares dos objetos dele.
Por exemplo, no estudo de equacoes lineares, é bastante natural considerar combinagoes
lineares das linhas de uma matriz. Em célculo diferencial trabalhamos com combinagoes
lineares de fungoes, por exemplo, no estudo de equagoes diferenciais. Em geral, a primeira

experiéncia com vetores é apresentada com o estudo do espacgo euclidiano tridimensional.

Em geral, a Algebra Linear é o ramo da matematica que trata das propriedades comuns
a sistemas algébricos constituidos por um conjunto mais uma nocao de combinacao linear
de elementos desse conjunto. Nesta se¢ao vamos definir o objeto matematico que, como a

experiéncia mostrou, é a abstragao mais 1til e interessante deste tipo de sistema algébrico.

Definicao 2.1.1 Um Espaco Vetorial consiste do sequinte:
(1) Um conjunto nao vazio V de objetos, denominados vetores.
(2) Um corpo IF' (IR ou C) de escalares.

(3) uma operag¢ao de adi¢cao de vetores, que associa a cada par de elementos u,v € V
um elemento u + v €V, isto é, V € fechado com relacao a operacao de adicao. Esta

operagao tem as sequintes propriedades:

(Ay) Comutatividade. w + v = v + u ; VY u, v € V.

(Ay) Associatividade. u + (v + w) = (u + v) + w ; VYV u, v, w € V.

(As) Elemento Neutro. Existe um elemento Oy € V tal que uw + Oy = u; Vu € V.

(Ay) Elemento Simétrico. Para todo elemento uw € V eziste o elemento —u € V' tal
que u + (—u) = 0y ; YV u € V.

(4) uma operagao de multiplicac@o por escalar, que associa a cada elemento u € V
e cada escalar o € IF um elemento au € V, isto €, V € fechado com relagao a operagao

de multiplicagao por escalar. Esta operacao tem as sequintes propriedades:
(M) Associatividade. (af)u = a(fu) ; Yu eV e Vo, 3 € F.

(M) Distributividade para a Adigao de Elementos.
alu+v) =au+av; YuvelV eVacl.
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(Ms) Distributividade para a Multiplica¢do por Escalar.
(a + Nu = au + fu; Yu eV e Va g €.

(M,) Elemento Identidade. lpu = u ; ¥V u € V.

Quando consideramos o corpo dos escalares como sendo IF' = IR, dizemos que (V,+,-) é
um espaco vetorial real. Quando consideramos o corpo dos escalares como sendo IF' = C,
dizemos que (V,+,-) é um espago vetorial complexo. Por simplicidade, em todo texto
podemos pensar IF' = IR ou IF = C, a menos nos casos em que o corpo é explicitado.
De uma maneira mais geral, podemos considerar que [F' ¢é um corpo de caracteristica

zero, veja Definicao 1.8.1.

Exemplo 2.1.1 O conjunto do nimeros reais, IR, com as operacioes usuais de adi¢do e

multiplicacao de niumeros reais, € um espaco vetorial real.

Exemplo 2.1.2 O conjunto do niumeros complexos, C, com as operacoes usuais de adi¢ao
e multiplicacao de nimeros complexos, € um espaco vetorial complexo, considerando o
corpo dos escalares como sendo IFF = C. FEntretanto, podemos considerar o corpo de

escalares como sendo IFF = IR. Desse modo, temos que C € um espago vetorial real.

Exemplo 2.1.3 O conjunto R" = {u = (x1, -+, x,) / x; € IR}, conjunto de todas

as n—uplas reais, com a operacao de adi¢cao de elementos definida por:
ut+v = (T, )+ (W Ye) = (@Y, Tt Yn)
e a operagao de multiplicagao por escalar definida por:
o= (Axq, -+, Azy)
€ um espaco vetorial real.

Para mostrar que a operacao de adicao de elementos e a operacao de multiplicagao por
escalar definidas em IR™ verificam os axiomas da definicao de espaco vetorial, basta
utilizar as propriedades da operacao de adi¢ao e da operacao de multiplicacao de elementos

do corpo IR.
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Exemplo 2.1.4 O conjunto C* = { (z1, -+, 2z,) / 2z € C}, conjunto de todas as
n—uplas complexas, com as operacoes usuais, € um espaco vetorial complexo, considerando

o corpo dos escalares como sendo IF = C.

Para mostrar que a operagao de adigao de elementos e a operacao de multiplicacao por
escalar definidas em C" verificam os axiomas da definicao de espaco vetorial, basta
utilizar as propriedades da operacao de adi¢ao e da operacao de multiplicacao de elementos
do corpo C. Entretanto, podemos considerar o corpo dos escalares como sendo IF' = IR.

desse modo, temos que C™ é um espaco vetorial real.

Exemplo 2.1.5 O conjunto F(R) ={ f: IR — IR |/ f ¢éuma funcio }, com a
operacao de adi¢cao de elementos definida como:

(f + 9)x) = flx) + g(x) ;5 Vg e F(R)

e a operagao de multiplicacao por escalar definida como:
Af)@) = Af(@) 5 Vf e F(R) el e R

€ um espaco vetorial real.

Exemplo 2.1.6 O conjunto C([a,b]) ={ f:[a,b] — IR |/ f € uma func¢do continua },
com a operacao de adicao de elementos e como a operacao de multiplicacao por escalar

definidas em F(IR), é um espago vetorial real.

Exemplo 2.1.7 Seja n > 0 um numero natural. O conjunto dos polinomios reais
de grau < n, que denotamos por P,(IR), com a operacio de adi¢io de elementos e
a operacao de multiplicacao por escalar definidas como no FExemplo 2.1.5, € um espaco

vetorial real.

Exemplo 2.1.8 O conjunto da matrizes reais de ordem m X n, que vamos denotar por
M, (IR), € um espago vetorial real, com as operagoes usuais de soma de matrizes e

multiplicacao de uma matriz por um escalar.
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Teorema 2.1.1 (Unicidade do Elemento Neutro)
Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF'. Entao, existe um unico elemento neutro da

operacao de adicao Oy € V.

Demonstragao — O axioma (Aj3) afirma que existe pelo menos um elemento neutro 0Oy

em V. Vamos supor que existem dois elementos neutros 0y e 0y, isto é,

Oy =0y + 0, =0, + 0y = 04
o que prova a unicidade do elemento neutro da operacao de adicao. [ |
Exemplo 2.1.9 Considere o espago vetorial Ps(IR). Assim, o elemento neutro da
operacao de adi¢ao é o polinomio po(z) € Ps(IR) definido por:

po() = a + bx + cx® + dr® = 0
para todo x. Assim, temos que a = b =c =d = 0.
Teorema 2.1.2 (Unicidade do Elemento Simétrico)

Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF'. Entao, todo elemento w € V' possui um

unico elemento simétrico.

Demonstracao — O axioma (Ay) afirma que todo elemento u € V' possui pelo menos
um elemento simétrico —u € V. Vamos supor que o elemento w € V' possui dois

elementos simétricos —u e wuq, isto é,

u+ (—u) =0y e u+ u =0
Desse modo, temos que

(—u) = 0y + (—u) = (u + wy) + (—u) = Oy + w3 = wy

o que prova a unicidade do elemento simétrico. [ |
Exemplo 2.1.10 Considere o espaco vetorial real C([a,b]). Assim, o elemento neutro
da operacao de adi¢io é a funcao fy € C([a,b]) dada por:

folx) = 0  para todo  x € [a,b].

Além disso, dada uma funcao f € C([a,b]), o seu elemento simétrico € a func¢ao (—f)

definida por:

(=f)(x) = —f(x) para todo xr € [a,b].
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Teorema 2.1.3 (Lei do Cancelamento) Seja V' um espago vetorial sobre o corpo

F. S u,v,w eV eu+v=u-+ w,entio v = w.

Demonstragao — Somando (—u) em ambos os lados na igualdade temos

0 que completa a prova. |

Teorema 2.1.4 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF. Sejam u, w € V.

Entao, existe um tunico elemento v € V tal que u + v = w.

Demonstragao — Somando (—u) em ambos os lados da equagao tem—se que

0 que completa a prova.

Teorema 2.1.5 Considere V' um espaco vetorial sobre o corpo IF'. Sejam u, v eV e

a, B € IF. Entao, temos as sequintes propriedades:
(a) Opu = Oy;
(b) a0y = Oy,
(c) (a)u = —(au) = a(-u);
(d) se au = Oy, entio o = O ou u = Oy;
(e) se au = av e «a # Op, entdo u = v;
(f) se au = fu e u # Oy, entio a = [3;

(9) =(u +v) = (u) + (-v) = —u — v;

(h) u +u =2u,u + u+ u = 3u, de um modo geral, Zu = nu.
i=1
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Demonstragao
(a) Seja v = Op u. Queremos mostrar que v = 0. Fazendo
v+ v =0rU+u =v
e somando (—v) em ambos os lados da igualdade, obtemos

v=v+0y =v+(v+(-v) =v+ (-v) =0y

Logo, v = Oy. [ |
(b) A prova é feita de modo anédlogo ao item (a), e pode ficar a cargo do leitor. O
(c) Seja v = (—a)u. Temos que

v+ au = (—a)u + au = (—a + a)u = Oy
Assim, obtemos que v = —(au). Vamos provar agora que v = « (—u). Fazendo

a(—u) + au = a((—u) + u) = aly = Oy
provamos que —(au) = «a(—u). [

(d) Tomamos au = Oy com «a # Op. Sabemos que existe um tinico o' € IF tal

que aa~' = 1p. Desse modo, tem-se que
u = lpu = (a'a)u = a'(au) = a0y = 0y
Logo, u = 0Oy. [ |
(e) Como « # O, sabemos que existe um unico o' € F tal que aa™ = 1p.

Desse modo, temos que
u = (ata)u = at(au) = at(av) = (ata)v = v
Logo, u = w. |
(f) Somando —(fu) em ambos os lados da igualdade au = [u, obtemos
au + (=(Bu)) = au + (=flu = = (@ + (=F)u = (« = flu = Oy
como u # Oy, temos que (a — () = Op. Logo, a = f. [ |

(9) A prova é feita de modo andlogo ao item (f), e pode ficar a cargo do leitor. O

(h) A prova é feita por indugado a partir dos axiomas (Ay) e (M3) da definicao de

espaco vetorial. 0
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FExercicios

Exercicio 2.1 Mostre que o conjunto IR* = { (z,y) / =,y € IR} € um espaco

vetorial real, com as operacoes usuais de adi¢ao de elementos e multiplicacao por escalar.

Exercicio 2.2 Mostre que o conjunto de todas as matrizes reais de ordem n, que deno-
tamos por IM,(IR), com a operacao de adi¢io de elementos, A = |a;;] e B = [by],
definida por: A + B = [a;; + bi;] e a operacao de multiplicacdo por escalar definida

por: NA = [Xa;;|, € um espago vetorial real.

Exercicio 2.3 Considere o espago vetorial real V- = { (z,y) € R* /| = > 0} com

as operacgoes:
e adicao de elementos: (x1, y1) ® (z2, Y2) = (122, Y1 + Yo).
e multiplicacdo por escalar: o ® (z,y) = (z*, ay) , «a € R.
(a) Ezxiba o elemento neutro da operagao adigao.

(b) Eziba o elemento simétrico aditivo do elemento (z,y) € V.

(c) Mostre que a® (u ® v) = a@Qu & aG@v , u,v € V e a € R.

Exercicio 2.4 Considere o conjunto V.= {z € IR / x > 0 }. Definimos as

sequintes operacoes em V:
1.2y = 2y, Vo,yeV;
2.a0x = 2%, VeeV, Vae R.

Verifique se (V, @, ®) € um espago vetorial real.

Exercicio 2.5 Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo IF' . Mostre que
Z =VxW={(v,u) JveV e weW}
munido das sequintes operacgoes:
(vi,wr) + (v2, wo) = (w1 + va, wy + wy)

Av,w) = (M, w) ; X € IF

€ um espaco vetorial sobre o corpo IF.
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2.2 Subespaco Vetorial

Definicao 2.2.1 Seja V' um espacgo vetorial sobre o corpo IF'. Um subespaco vetorial
de 'V é um subconjunto U de V que é um espago vetorial sobre o corpo IF' com as

operagoes de adi¢ao de vetores e multiplicagcao por escalar definidas em V.

Exemplo 2.2.1 O subconjunto S = { (z,y) € R* |/ y —ax = 0 ; a€lR} ¢

um subespaco vetorial de IR?. Dé uma interpretacio geométrica para S.

Exemplo 2.2.2 o conjunto Cy(la,b]) = { f €C(la,b]) / fla) = f(b) = 0} éum
subespago vetorial de C([a,b]).

Exemplo 2.2.3 O subconjunto S do IR® definido da forma:
S={weR /w=a(l,-1,1) + b2,1,-1) ; a beR},

¢ um subespaco vetorial de IR3. Dé uma interpretacio geométrica para S.

Teorema 2.2.1 (Subespago Vetorial) Um subconjunto nao vazio U de um espago
vetorial V' é um subespaco vetorial de V se, e somente se, para quaisquer elementos

u, veU epara qualquer escalar o € IF', tem-se que uw + v € U e au € U.

Demonstracao — (=) Se U ¢ um subespago vetorial de V, entdo satisfaz todos os

axiomas de espaco vetorial, em particular satisfaz os axiomas de fechamento.

(«<=) Agora, vamos mostrar que se U satisfaz os axiomas de fechamento, entao satisfaz
os axiomas da adicao de elementos e os axiomas da multiplicagdo por escalar. Como
U C V, os axiomas (A;) e (Ay) sdo automaticamente satisfeitos, pois sao vélidos para
todos os elementos de V. De modo analogo, os axiomas (M), (Ms), (Ms) e (M) sao

satisfeitos automaticamente. Finalmente, devemos provar somente os axiomas:

(As) Elemento Neutro. Para quaisquer v € U e X € IF, temos que A\u € U.

Fazendo A = Op, obtemos Opu = 0y € U. Logo, U possui elemento neutro.

(Ay) Elemento Simétrico. Para quaisquer v € U e A € IF, temos que Au € U.
Fazendo A\ = —1p, obtemos —lpu = 1p(—u) € U. Logo, todo elemento de U

possui o elemento simétrico. O que completa a demonstracao. [ |
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Exemplo 2.2.4 O subconjunto S = { (zv,y) € R* /| y — 2z = 1} ndo é um

subespaco vetorial de IR?.

De fato, o elemento neutro da operacao de adigao, Oz = (0,0), ndo pertence a U. Além
disso, o subconjunto U nao ¢é fechado com relagao as operacoes de adigao de elementos e

de multiplicagao por escalar.

Exemplo 2.2.5 o subconjunto U = { f € C([a,b]) / f(a) = 1} ndo é um subespago
vetorial de C([a,b]).

De fato, o elemento neutro da operacao de adicao, f = 0, nao pertence a U. Além disso,
o subconjunto U nao é fechado com relagao as operacoes de adicao de elementos e de

multiplicacao por escalar.

Exemplo 2.2.6 Considere o espago vetorial real P3(IR). O subconjunto
S = {plx) € Ps(R) / p(-1) =0 e p(1) =0}
¢ um subespago vetorial de Ps(IR).

Para mostrar que S é um subespagco vetorial de P3(IR), vamos verificar se o elemento
neutro da adi¢ao pertence a S e se os axiomas de fechamento sao satisfeitos. E facil ver

que o polinémio identicamente nulo satisfaz as condigoes p(—1) = 0 e p'(1) = 0.

Inicialmente, vamos verificar se o subconjunto S ¢é fechado com relagao a operacao de

adigao de elementos, isto é, dados os elementos p(z), ¢(x) € S temos que
P+ a)(=1) =p(-1) +q(-1) =0 e (p+q1) =91 +d(-1) =0

Logo, (p(x) + q(x)) € S.

Finalmente, vamos verificar se o subconjunto S ¢ fechado com relacao a operacao de

multiplicacao por escalar, isto é, dados os elementos p €S e M€ IR temos que

(Ap)(=1) = Ap(-1) =0 e  (Ap)(1) = Ap/(1) =0

Logo, Ap(z) € S. Portanto, o subconjunto S é um subespago vetorial de Ps3(IR).
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Exemplo 2.2.7 Considere o sistema linear homogéneo

-r + 2y + z = 0
2 — y + z =0

Mostre que o conjunto solugdo é um subespaco do IR3.

Vamos obter a solucao do sistema linear utilizando o escalonamento

- + 2y + z =0 - + 2y + =z
<~
2 — y + z =0 3y + 3z = 0

Portanto, temos que * = —2z e y = —z com z € IR.

Assim, o conjunto solucao do sistema linear pode ser escrito da seguinte forma:
S = {(v,y,2) € R | (z,y,2) = a(-1,-1,1) |, a € R}

onde v = (—1,—1,1) € IR* ¢é denominada solugao bésica. Agora podemos verificar

facilmente que S ¢é um subespaco do IR3.
Por simplicidade, representamos o sistema linear homogéneo na sua forma matricial
12 1] " 0
AX = y| = .
2 -1 1 0
z

Assim, podemos definir o conjunto solucao da seguinte forma:

S ={(r,y,2)€eR® | AX =0} onde X =

e R

Temos uma representacao mais interessante com a qual podemos obter varios resultados
sobre o conjunto solucao. Apresentamos o mesmo problema de uma maneira mais geral

no Exemplo 2.2.9.

Exemplo 2.2.8 O subconjunto

s={recon s [ s =0}

nao € um subespago do espago vetorial C([0,1]).

De fato, o conjunto S nao é fechado em relacao a operacao de multiplicagao por escalar.
Tomando um elemento f € S e um escalar A € IR negativo, temos que o elemento
(Af) ¢ S. Note que, o elemento neutro da operacao de adicao, f = 0, pertence ao

conjunto S e o conjunto S ¢ fechado com relagao a operacao de adi¢ao de elementos.
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Exemplo 2.2.9 Seja A € M,(IR). O subconjunto S do IR" definido da forma:

L1
S ={(x1, - ,2,) €R" /| AX =0} onde X = ||,

Tn

conjunto solucao do sistema linear homogéneo, é um subespago vetorial de IR™.

E f4cil ver que o elemento neutro da adicao Og» € S, isto é, o elemento neutro Op» € a

solucao trivial do sistema linear homogeéneo.
Considerando z, y € S e A € IR, temos que
AX +Y) = AX + AY =0 — (x +y) € S
e que
ANX) = NAX =0 — (Az) € S.

Portanto, o subconjunto S é um subespaco vetorial do IR".

Note que estamos utilizando a seguinte notagao

I n
Tn Yn
onde =z = (131, ,wn) € Yy = (y17 7yn)

Exemplo 2.2.10 O conjunto S de todas as funcoes representadas da forma
flz) = ae® + be™® : a, b € IR,
para x € IR, é um subespago vetorial de F(IR).

De fato, o elemento neutro da operacao de adicao, f = 0, pertence a S, bastando tomar
a = b = 0. Além disso, o conjunto S ¢é fechado com relagao as operagoes de adi¢ao de

elementos e de multiplicacao por escalar.
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FExercicios

Exercicio 2.6 Verifique se o subconjunto S de DM,(IR) definido por:
S={A¢c M/(R) A* = A},

o conjunto das matrizes idempotentes, é um subespago vetorial de M, (IR).

Exercicio 2.7 Mostre que o subconjunto de IVM(IR) dado por:

AL )

¢ um subespago vetorial de IM>(IR).

Exercicio 2.8 Considere o espago vetorial real V = {(x,y) / z,y € IR}, com as

operacoes:
e adicao de elementos: (x1,y1) @ (x9,y2) = (1 + 22+ 5, y1 + ¥2)
e multiplicacdo por escalar: o © (z,y)=(ax+5(a—-1),ay) , a€R.
(a) Exiba o elemento neutro da operagao adigao.
(b) Exiba o elemento simétrico aditivo do elemento (z,y) € V.

(c) Verifique se W ={(z,y) €V [/ v =-5} ¢ um subespaco vetorial de V.

Definigao 2.2.2 Dado um elemento ¢ = (¢1, ..., ¢,) € IR fixo, porém arbitrdrio, e
um escalar d € IR. O subconjunto H C IR"™ definido por:

H = {(I‘l, ,Jln> e IR" / c1xry + - +Cn$n:d}
¢ denominado hiperplano.

Exercicio 2.9 Considere um hiperplano H contido em IR"™. Mostre que H ¢ um

subespago vetorial de IR™, no caso em que d = 0.

Exercicio 2.10 Considere o sequinte subconjunto S de C([a,b]) definido por:
S ={f € C(a,b]) / [ éuma funcao crescente } .

Verifique se S é um subespago vetorial de C([a,b]).
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Exercicio 2.11 Mostre que o sequinte subconjunto

s={reciony s [ s o}

¢ um subespago do espago vetorial C([0,1]).

Exercicio 2.12 Considere o espago vetorial real P3(IR). Mostre que o subconjunto

U= {plx) € P3(R) / p(=1) = p(1) = 0}

¢ um subespago vetorial de P3(IR).

Exercicio 2.13 Definimos o trago da matriz A € IM,(IR), que denotamos por tr(A),

da sequinte forma:

n

t’f‘(A) = Z (0773

i=1

Mostre que o subconjunto de IM,(IR) dado por:
S={Ae M/(R) / tr(A) = 0}

¢ um subespaco vetorial de IM,(IR).

Exercicio 2.14 Mostre que os sequintes subconjuntos de IM, (IR) definidos por:
U ={Ae M,(R) A" = A}
W = {Ae M,(R) | A = —A}

sao subespagos vetoriais de IV, (IR).

Exercicio 2.15 Considere o espago vetorial real C([—a,al) com a € IR,. Mostre que

0s sequintes subconjuntos
U = A{fell-aa]) / f(=x) = [flx); z € [-a,a]}
W= A{f ell-ad) /) f(-z) = =flz) ; v € [-a,d]}

sao subespagos vetoriais de C([—a,al).

Exercicio 2.16 Considere o subconjunto S do espaco vetorial IR? definido por:
S={velR /) v=o0a2+3,2, acR}.

Verifique se S € um subespaco vetorial de IR?.
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2.3 Combinacao Linear. Subespaco Gerado

Definicao 2.3.1 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF'. O elemento u € V

¢ uma combinagao linear dos elementos v, , --- , v, € V se existem escalares

c1, -, ¢y, € IF tais que

U = cv; + -+ ¢, v, .

Definicao 2.3.2 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF' e S wum conjunto finito
de elementos de 'V, isto €, S = { vy, -+, v, }. O subconjunto U construido a partir

dos elementos de S da sequinte forma:

Uz{uEV/u:Zaivi : ozz-E]F}
i=1

¢ um subespaco vetorial de V', que vamos denotar por
U= [v, -, vy ou por U =1[95],

denominado subespaco gerado pelos elementos de S. Dizemos que o conjunto S é

um sistema de geradores para o subespaco U.

Exemplo 2.3.1 Considere o sequinte espaco vetorial real

Co([=m 7)) = {f € Cl=mx]) / f(=m) = f(x) = 0}

Note que, Co(|—m,7]) € também um subespaco vetorial de C([—m,x|). Considere o

subcongunto S de elementos de Cy(|—m,7]) dado por:
S = {sin(x), sin(2z), ---, sin(nz) }

O subconjunto W definido como:

W = {f € Co([—m, 7)) / flx) = Z cp sin(kz) ckGIR}

k=1

¢ o subespago gerado pelos elementos de S. Logo, W € um subespago de Co(|—m, 7).

Exemplo 2.3.2 Considere uma matriz A € My, (IR) com m > n. Vamos denotar
por vy, -+, v, € IR™ as colunas da matriz A. O subconjunto R(A) C IR™ definido

por:

R(A) = {ye ]Rm/y:ickvk : ckeﬂi’}

k=1
€ o subespaco gerado pelas colunas da matriz A, denominado espago coluna de A.
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Exemplo 2.3.3 Dada a matriz A € IMsyo(IR)

A:

W N =
— =

mostre que o elemento v = (—1,0,1) € IR® pertence ao espaco coluna de A.
Basta mostrar que o elemento v pode ser representado pela combinacao linear
(—-1,0,1) = a(1,2,3) + b(1,1,1) ; a, b€ R,

isto é, devemos encontrar a solucao do sistema linear

a + b = —1
2¢ + b = 0
3a + b =
Logo, a =1 e b = —2 é a tnica solucao do sistema linear acima. Assim, mostramos

que o elemento v € R(A).

Exemplo 2.3.4 Considere o espago vetorial real P3(IR). Dados os elementos
pi(r) = 23 — 1
p(z) = 22 + 2 — 1
pa(z) = = + 2

existem escalares o, f € IR tais que p1(x) = aps(z) + Bps(z) ?

Exemplo 2.3.5 Considere o espaco vetorial real IR?. Dados os elementos

v = (1, 1)
Vy = (3, —2)
V3 = (17 —1)
determine o elemento w € IR? tal que
u + v Vo + U
= v
2 3 ’

Definicao 2.3.3 Dizemos que um espaco vetorial V ¢ finitamente gerado se existe

um subconjunto finito S C 'V de maneira que V = [5].
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Exemplo 2.3.6 Considere o subespaco W = { A€ My(R) /| A = A"} de DMy(IR).

Mostre que W € gerado pelas matrizes

4 Lo R (O AR L
00 10 0 1

Basta observar que qualquer elemento A € IMs(IR) é representado de modo tnico pela

a b 10 0 1 0 0
= a + b + c
b c 0 0 10 01
Exemplo 2.3.7 Mostre que o espago vetorial IMy(IR) € gerado pelas matrizes

11 11 10 01
Ay = LAy = Ay = Ay =

Basta mostrar que qualquer elemento A € IM,(IR) é representado pela combinagao linear

a b Ll Ll Lol o
= [0} e} (07
¢ d "11 0 1o 1 111 ‘111

para «q, ao, ag, a4 € IR. Assim, devemos mostrar que o sistema linear

combinacao linear

o + o + Qg = a
a1 + oy + a; = b
a; + as + a4 = ¢

ay + az3 + ag = d

possui solucao. Escalonando a matriz do sistema linear

1 110 1 1 10
1101 0 -1 01
—
1 011 0O 0 -1 1
0111 0O 0 0 3
obtemos que posto(A) = 4. Assim, concluimos que o sistema linear possui uma tnica

solugao. Desse modo, mostramos que o conjunto { A, As, Az, Ay } gera de modo tnico
os elementos do espaco vetorial IMs(IR). Note que, para obter a solucao do sistema linear,

devemos realizar as mesmas operagoes elementares no lado direito do sistema.
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FExercicios

Exercicio 2.17 Considere o subespago vetorial de IMs(IR) dado por:

U:{t i] /x—y—zzo}.

Determine um sistema de geradores para U.

Exercicio 2.18 Considere o subespaco vetorial de IR* dado por:
U= {(ry2,t)eR* | 2—y+z2+t=0 ¢ —ax+2y+z—1t=0}.

Determine um sistema de geradores para U.

Exercicio 2.19 Seja W o subespaco de IMsyxo(IR) gerado pelas matrizes

0 0 0 1 0 1
A1 = 1 1 y Ag = 0 —1 (& Ag == 0 0
0 0 1 0 0 0

Verifique se a matriz A dada por:

pertence ao subespagco W.

Exercicio 2.20 Considere o espaco vetorial real IR®. Dada a matriz

4 2
A=|1 5],
0 2
verifique se 0s elementos u, v € IR, dados abaizo, pertencem ao subespago gerado pelas

colunas da matriz A.

(i) v = (1,2,-8) (1)) v = (6,—3,—2).

Exercicio 2.21 Mostre que as matrizes

A1:10 A = 0 0 eA3:01
0 0 01 10

formam um sistema de geradores para o subespaco W = { A € My(IR) | A = A'}.
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2.4 Soma e Interseccao. Soma Direta

Teorema 2.4.1 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF'. Sejam U e W subespagos

vetoriais de V. Entao, o subconjunto de V definido por:
UnNnw ={veV JvelU e veW}
¢ um subespaco vetorial de V.

Demonstragao — Temos que U N W # (), pois 0y € U e Oy € W. Logo,
Oy € U N W. Agora, basta mostrar que U N W satisfaz as condi¢oes do Teorema

2.2.1, isto é, que satisfaz os axiomas de fechamento.

Sejam u, v € U N W. Logo, u, v € U e u, v € W. Como U e W sao
subespagos vetoriais de V' temos que u + v € U e u + v € W. Portanto,

mostramos que U N W ¢ fechado com relacao a operagao de adicao de elementos.

De modo andlogo, seja v € U N W. Logo, v € U e u € W. Como U e W
sao subespagos vetoriais de V' temos que Au € U e Au € W paratodo A\ € IF.
Portanto, mostramos que U N W ¢é fechado com relagao a operacao de multiplicagao

por escalar. Desse modo, provamos que U N W ¢ um subespaco vetorial de V. |
Corolario 2.4.1 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF. Entdo, a intersec¢ao de
uma colecao arbitraria de subespagos de V€ um subespaco vetorial de V.
Demonstragao — Aprova pode ficar a cargo do leitor. 0
Teorema 2.4.2 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF. Sejam U e W subespacos
vetoriais de V. Entao, o subconjunto de V  definido por:

U+W={veV /v=u+w com velU e weW}
¢ um subespaco vetorial de V.

Demonstracao — Temos que U + W # (), pois Oy € U e 0y € W. Logo,
Oy € U 4+ W. Agora, basta mostrar que U + W satisfaz as condi¢oes do Teorema

2.2.1, isto é, que satisfaz os axiomas de fechamento. U

Defini¢ao 2.4.1 (soma direta) Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF. Sejam
U e W subespagos vetoriais de V' tais que UNW = {0y }. Neste caso o subespago
U+ W é denominado soma direta dos subespacos U e W | e denotamos por U & W.
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Exemplo 2.4.1 Considere os sequintes subespacos de IR?

U={(z,y,2)€R®* | z =0} e W ={(z,y,2)€R* /| y = 0}.

Temos que IR?* = U + W, entretanto, ndo como soma direta dos subespacos U e W.

Podemos verificar facilmente que

U = [(1,0,0), (0,1,0)] e

W = [(1,0,0), (0,0,1)].
Assim, temos que

U+ W = [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)]

e Unw = |[(1,00)].
Portanto, temos que

IR?* = U + W, mas nao como soma direta.

Exemplo 2.4.2 Considere os sequintes subespacos de IR?

U={(z,y)eR® /|y =0}

e W= {(x,y) € R* | z
Temos que IR?> = U + W ¢é uma soma direta dos subespacos U e W.

0}.
Podemos verificar facilmente que

U =L e W =01

Assim, temos que

U+ W =[10),01)] e UNW={0p}.

UoW.

Portanto, temos que IR?

Exemplo 2.4.3 Considere os sequintes subespacos de IR?

U={(z,y)eR* | y =z} e W= {(r,y) €eR* | y = —22}.

Temos que IR?> = U + W € uma soma direta dos subespagos U e W.

Podemos verificar facilmente que

Uv=1[1L0 e W=I[1-2)]

Assim, temos que

U+ W = [(1,1), (1,-2)] e

Portanto, temos que IR?> = U @& W.
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Definicao 2.4.2 Considere V' um espago vetorial sobre o corpo IF. Sejam U e W
dois subespacos vetoriais de V. Dizemos que o espaco vetorial V € a soma direta dos
subespacos U e W, e denotamos V = U & W, se

1. UNW = {0y}

2.V =U+W

Proposicao 2.4.1 Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V.

Entao, V. = U ® W se, e somente se, cada elemento v € V  possui uma unica
decomposicao v = u + w, com welU e weW.
Demonstragao — (=) Considerando por hipétese V' = U & W, temos a existéncia

da decomposicao, entao basta mostrar a unicidade. Para isso, supomos que
v=u+w=u +w ; u,wmelU e w weW
Assim, obtemos v — u; = w — w;. Como u — wuy; € U, entao,
w—w € WnNU = {Ov}
Logo, w — w; = 0y o que implica em w = w;. De mesmo modo, temos que

u — up; = 0y implicando em w = w4y, mostrando a unicidade da decomposicao.

(«<=) Tomando por hipdtese a unidade da decomposicao v = (u + w) € V,com u € U
e w € W, vamos mostrar que V = U & W. Para isso, supomos que v € UNW.

Desse modo, temos que
u+w=(u+ v+ (w— o)

Pela unicidade da decomposicao, podemos afirmar que

U = U+ v e w = w — v
Logo, v = 0y. Assim, provamos que UNW = { 0y }. Portanto, mostramos que
V = U® W, o que completa a demonstracao. [ |

Exemplo 2.4.4 Considere os sequintes subespacos de IR?
U={(z,y)eR> /y=x2} e W={(z,9)eR> /) y=—x}.

Temos que todo elemento v € IR?> ¢ escrito de modo tinico como v = u + w onde
vuelU e weW,istoé, R> =U ¢ W.
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Podemos verificar facilmente que U + W = [(1,1), (1, —1)]. Consideramos um elemento
genérico v = (z,y) € IR?. Escrevendo

(x,y) = a(1,1) + b(1,-1)

obtemos o seguinte sistema linear

a + b = =z
a — b =y
que tem por unica solugao
a = r+y e b = S
2 2

Desse modo, mostramos que os coeficientes da combinacgao linear, a e b, sao obtidos de
modo unico em fungao das componentes do elemento genérico v = (z,y) € IR. Portanto,

obtemos o resultado desejado.

Do Corolério 2.4.1 decorre que se S ¢é uma colecao arbitraria de elementos de V', entao
existe um menor subespaco de V' que contém .S, isto é, um subespaco de V' que contém
S e que esta contido em todos os outros subespagos que contém S. Desse modo, podemos

apresentar o conceito de subespaco gerado da forma a seguir.

Definicao 2.4.3 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo I e S wum conjunto de
elementos de V. O subespago gerado por S, que vamos denotar por U = [S], €
definido como sendo a intersec¢ao de todos os subespagos de V'  que contém o conjunto
S. Quando S € um conjunto finito de elementos de V', isto é, S = {wvy, -+, v, },

dizemos que U € o subespaco gerado pelos elementos de S.
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Exemplo 2.4.5 Considere os sequintes subespacos de IR?

U = {(v,y,2)eR® /| z = 2}

W = {(v,y,2)eER® /2 +y+2 =0}
Determine um sistema de geradores para o subespago U NW.

Inicialmente, vamos determinar um sistema de geradores para o subespaco U. Para os

elementos u € U temos que
u = a(1,0,1) + b(0,1,0) para a,be R.

Logo, { (1,0,1), (0,1,0) } ¢é um sistema de geradores para o subespaco U.

Agora vamos determinar um sistema de geradores para o subespago W. Para os elementos

w e W temos que
w = c¢(-1,1,0) + d(—1,0,1) para ¢, de IR

Logo, { (—1,1,0), (—=1,0,1) } ¢é um sistema de geradores para o subespago W.

Vamos determinar um sistema de geradores para o subespaco U N W. Sabemos que, se
veUNW, entao v e U e v e W. Assim, temos que

a(1,0,1) + 6(0,1,0) = ¢(—1,1,0) + d(-1,0,1) para a,b,c,d € IR.

Desse modo, obtemos o seguinte sistema linear

a = —c —d
b = c
a = d

cuja solucao é dada por a=d, b=—-2d e ¢=—2d para d € IR.

Portanto, os elementos v € U NW sao escritos como v = d(1,—2,1) para d € IR.

Logo, { (1,—2,1) } ¢é um sistema de geradores para o subespago U N W.
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Exemplo 2.4.6 Considere os sequintes subespacos de IR?

U = {(r,y,2)eER® /] v — 2y + 32 =0}

W = {(z,y,2)eR® /v +y+2 =0}
Determine um sistema de geradores para o subespaco U NW.
Os elementos v = (z,y,z) € UNW satisfazem as equagoes

r — 2y + 3z = 0 r — 2y + 3z = 0
<
r + y + z =0 y — 2z =0

Escolhendo x e y como variaveis basicas e z como variavel livre, temos que

2 5
y:§z e a::—gz , z € IR.

Desse modo, o conjunto solucao do sistema linear homogéneo é escrito da seguinte forma:

(x,y,2) = a(=5,2,3) , a € IR.
Portanto, temos que UNW = [(—5,2,3)].

Exemplo 2.4.7 Sejam U e W subespacos vetoriais do IR® dados por:
U = {uelR /u=Xu , NeR}
W = {welR /| w=oav , acR}

com U, w € R® ndo-nulos. Temos que o subespaco U + W = [u, w].

Exemplo 2.4.8 Considere os sequintes subespacos do IR?
U={(z,y2)eR® | v—y—2 =0} e W = [(1,2,1)]
Temos que o espaco vetorial IR> = U S W.

Podemos verificar facilmente que U = [(1,1,0), (1,0,1)]. Vamos mostra que qualquer

elemento u = (z,y,2) de IR® é escrito de modo tnico pela combinagao linear
uw = a(1,1,0) + b(1,0,1) + ¢(1,2,1) , a,b,c € IR.
Portanto, basta mostrar que a matriz A dada por

110
A= 1101
1 21
é nao singular. Assim, podemos obter de modo unico os coeficientes da combinacao linear,

a,b e c, em fungao das componentes do elemento u = (z,v, 2) € IR>.
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Exemplo 2.4.9 Considere os sequintes subespacos de IR?

U = {(v,y,2)eER® /v — 2y + 32 =0}

W = {(v,y,2)eER® /2 +y+2 =0}

Determine um sistema de geradores para o subespago U + W.

Inicialmente, vamos determinar um sistema de geradores para o subespaco U. Para os

elementos u € U temos que
u = a(2,1,0) + b(—3,0,1) para a,b € IR

Logo, { (2,1,0), (=3,0,1) } é um sistema de geradores para o subespaco U.

Agora vamos determinar um sistema de geradores para o subespago W. Para os elementos

w e W temos que
w = c¢(—1,1,0) + d(—-1,0,1) para ¢,d € IR

Logo, { (=1,1,0), (—1,0,1) } é um sistema de geradores para o subespaco W.

Portanto, o subespaco U+ W tem como um sistema de geradores os seguintes elementos
vy = (2,1,0) , vy = (=3,0,1) , w3 = (-1,1,0) e vy = (—1,0,1),

isto é, U+ W = [vy, vg, vs, v4].

Exemplo 2.4.10 Considere os sequintes subespacos do IR
Uu=1[(1,2,1), (-1,1,-1)] € w = 1[(2,2,1), (1,1,-1)].
Encontre um sistema de geradores para o subespago U NW.
Temos que se v e UNW entao v € U e v € W. Assim, temos que
a(1,2,1) + b(—1,1,—-1) = ¢(2,2,1) + d(1,1,-1) para a,b,c,d € IR.

Desse modo, obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

a — b = 2¢c + d a — b — 2¢ — d =0
2¢ + b = 2¢ + d <— 20 + b — 2¢ — d =0
a — b = ¢ — d a — b — ¢ + d =0

cuja solucao é dada por a = —2d, b=d e ¢ = —2d para d € IR. Portanto, temos
que os elementos v € UNW sdo escritos como v = d(1,1,1) para d € IR. Logo,
{(1,1,1) } ¢é um sistemas de geradores para o subespago U NW.
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FExercicios

Exercicio 2.22 Considere o espago vetorial real IR® e o0s subespagos gerados
U = [(1,0,0),(1,1,1)] e W = [(0,1,0),(0,0,1)].

Determine um sistema de geradores para o subespaco V. = U N W.

Exercicio 2.23 Considere os sequintes subespacos

U = {(zy2,t) eR* )2 +y=0ez—1t=0}

W = {(vy2,t) e R* /] 2 —y — 2+t =20}
Pede—se:

(a) Determine um sistema de geradores para o subespaco U N W.
(b) Determine um sistema de geradores para o subespago U + W.

(c) O subespago U + W € uma soma direta ? Justifique sua resposta.

Exercicio 2.24 Sejam U o subespaco do IR® gerado pelo elemento u; = (1,0, 0)
e W o subespaco do IR® gerado pelos elementos w; = (1,1,0) e wy = (0, 1, 1).
Mostre que o espago vetorial IR® = U @ W.

Exercicio 2.25 Considere os sequintes subespagos vetoriais de M, (IR)
U={AeM(R) /A =A} e W={Aec M(R) /A =-A}.
Mostre que IM,(R) = U & W.

Exercicio 2.26 Considere os sequintes subespagos vetoriais de C(|—a,al)
U = {fecl(-aad)/ f(-2) = fx) ; © € [-a,a] }

W= {f e ll-aad) / f(-2) = =f(z) ; = € [-a,a] }
Mostre que C([—a,a]l) = U & W.

Exercicio 2.27 Considere o subespaco V do espaco vetorial IR® dado por:
V={(xyz2eceR |2+2y+2=0 ¢ —x+3y+22=0>»},
Determine um subespaco W do IR?® tal que IR? =V & W.
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Exercicio 2.28 Considere o espago vetorial real IR* e os sequinte subespagos
U={(z,y eR/y= 3z} e W= {(r,y) e > /] y=—22}.
Verifique se o sequinte subconjunto
UuWw = {(x,y) € R* / (z,y) € U ou (z,y) € W}

é um subespaco vetorial de IR?.

Exercicio 2.29 Encontre o conjunto solugio S C IR® do sistema linear homogéneo

20 + 4y + z = 0
x4+ y+ 2z = 0
r+ 3y — 2z = 0

Mostre que S € um subespaco do IR3. Dado o subespaco
U={(ry2eR |z —-y+2=0},

determine um sistema de geradores para o subespag¢o S N U.

Exercicio 2.30 Considere o subespaco S do IR® definido por:
S={(r,y,2)eR’ | 2 +2y + 2 =0}.

Determine um subespaco W do IR® tal que R® = S@W.

Exercicio 2.31 Considere os sequintes subespagos do espago vetorial real IMs(IR)

W:{“b] : a,b,ceJR}

CcC a

U:{ Oa] : a,beR}
—a b

Determine um sistema de geradores para os subespa¢os

w ., v , wnU e W+ U.

Exercicio 2.32 Sejam W o subespaco de IR* gerado pelo vetor w = (1,0,0) e U
o subespaco do IR gerado pelos vetores u; = (1,1,0) e uy = (0,1,1) . Mostre que
R =UaW.
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2.5 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 2.5.1 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF' e vy, -+, v, € V.
Dizemos que o conjunto S ={ vy, ---, v, } CV ¢é Linearmente Independente(L])

se, e somente se, toda combinacao linear nula

arvy + - + ayv, = Oy ; a; € IF
implicar que o = ag = -+ = a,, = 0.
Definicao 2.5.2 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF' e vy, ---, v, € V.
Dizemos que o conjunto S ={ vy, ---, v, } CV ¢é Linearmente Dependente(LD)

se, e somente se, € possivel uma combinacao linear nula
ajvy + 0 4 apv, = Oy ; a; € IF

sem que os escalares «y, aug, -+, ap sejam todos nulos.

De maneira equivalente, encontramos o conceito de dependéncia e independéncia linear

apresentado da forma a seguir.

Definicao 2.5.3 Seja V' um espaco vetorial sobre IF. Um subconjunto S de V ¢

dito Linearmente Dependente (LD), se existirem elementos distintos vy , --- , v, em
S e escalares oy , -+, a, em IF, nao todos nulos, tais que
ar vy + o+ v, = Oy,

Um conjunto que nao € linearmente dependente é Linearmente Independente(Ll).

Decorrem facilmente da definicao as sequintes consequéncias:

(a) Todo conjunto que contém um subconjunto linearmente dependente é LD.
(b) Todo subconjunto de um conjunto linearmente independente é LI
(¢c) Todo conjunto que contém o elemento neutro, Oy, € linearmente dependente.

(d) Um conjunto S de vetores € linearmente independente se, e somente se, todo
subconjunto finito de S € linearmente independente, isto €, se, e somente se, para

quaisquer elementos distintos vy, -+, v, em S, com
apvy + o0+ o, v, = Oy
mmplicar que o = ag = -+ = a,, = 0.

(e) Convencionaremos que o conjunto vazio, ) C V, é linearmente independente.
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Teorema 2.5.1 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF e vy, ---, v, € V. O
conjunto S = { vy, -+, v, } CV € Linearmente Dependente (LD) se, e somente se,

um de seus elementos for uma combinacao linear dos outros elementos.

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. [l

Exemplo 2.5.1 O conjunto S = {vy, va, v3} onde
vy =(1,1,0) , wvy,=(1,4,5) e wv3=(3,6,5),
¢ linearmente dependente no espaco vetorial IR>.

Considerando a combinagao linear nula xv; + yvy + zv3 = Ops, obtemos o seguinte

sistema linear homogéneo

r + y + 3z =0
r + vy + 3z =
r + 4y + 6z 0 —
y + 2z =0

oy + Hz = 0

Assim, obtemos que o sistema possui infinitas solugoes nao nulas, provando que o conjunto

S é linearmente dependente.

Podemos verificar facilmente que wv3 = 2v; + vy. Assim, utilizando o resultado do

Teorema 2.5.1, obtemos que o conjunto S é linearmente dependente.

Exemplo 2.5.2 O conjunto S = {vy, va, v3} onde
v =(1,2,3) , wve=1(1,4,9) e wv3=(1,8,27),
¢ linearmente independente no espaco vetorial IR3.

Considerando a combinagao linear nula zv; + yve + zvs = Ops, obtemos o seguinte

sistema linear homogéneo

z+ y+ z=0 T+ oy + 32 =0
2c + 4y + 82 = 0 — 2y + 6z =
3r + 9y + 27z = 0 62

Assim, obtemos que o sistema linear homogéneo possui somente a solucao nula, isto é,

x =y = z = 0, provando que o conjunto S ¢ linearmente independente.



58 Algebra Linear e suas Aplicacées: Notas de Aula

Definicao 2.5.4 Considere o espago vetorial real C([a,b]). Dizemos que o conjunto de

fungoes S = { fiz), -, fulz)} < C([a,b]) ¢é Linearmente Dependente, se
existirem escalares ¢y, --- , ¢,, nao todos nulos, tais que
cfi(z) + - + cufulz) =0 ; V oz € lab].

O conjunto S ¢é Linearmente Independente se nao for Linearmente Dependente.

Exemplo 2.5.3 O conjunto S = {1, cos(z), cos(2x)} € linearmente independente no

espago vetorial C([—m, 7).
Considere a combinacao linear nula
a + [ cos(z) + Acos(2x) = 0 ; Ve € [-m,7].

) - . T
Avaliando a equagao acima nos pontos = = —7m , x = 0 e x = 5 obtemos o

seguinte sistema linear homogéneo
a — B + A =0

a + B + X =0
« — A =0

Agora, analisamos o conjunto solucao do sistema linear homogéneo através de escalona-
mento. Assim, obtemos a = [ = v = 0, provando que o conjunto S é linearmente

independente em C([—m,7]), de acordo com a Defini¢ao 2.5.4.
Exemplo 2.5.4 O conjunto S = {1, x, 2% 2—3x + 22>} ¢ linearmente dependente
no espaco vetorial P3(IR).
Por simplicidade, vamos denotar

pi(z) =1 | plz) =2 , ps(a) = 2% e ps(z) = 2 — 32 + 222,
Podemos verificar facilmente que py(z) = 2pi(z) — 3pa(x) + 2ps(x). Assim, utilizando
o resultado do Teorema 2.5.1, obtemos que o conjunto S é linearmente dependente.
Exemplo 2.5.5 O conjunto S = {cos*(x), sin*(z), 1} € linearmente dependente no
espago vetorial F(IR). De fato, fazendo uso da identidade trigonométrica

cos*(z) + sin’(x) = 1 ; r € R

obtemos o resultado desejado.
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A seguir, iniciamos a apresentacao de uma caracterizacao para que um conjunto de fungoes

S = { filx), falx), - -+, ful) }

seja linearmente dependente em um determinado intervalo.

Teorema 2.5.2 Considere o espago vetorial real C*([a,b]) e as fungoes f, g € C'([a,b]).
O conjunto S = {f(z),g(x)} € linearmente dependente se, e somente se,
det(A(z)) = 0 para z € [a,b], onde a matriz A(z) € dada por

f(x)  g(z)

A(z) = ; r € [a,b].

f'(x) g'(x)
O determinante da matriz A € denominado wronskiano das funcoes f e g, que vamos
denotar por W(f,g)(z).

Demonstragao — Vamos considerar a combinagao linear nula
af(x) + cag(z) = 0 ; V oz € [a,b].

Considerando a equagao acima e a sua derivada com relacao a x, obtemos o seguinte

sistema linear homogeéneo
af(x) + cg(x) = 0
af(z) + cd(x) = 0

Sabemos que o sistema linear homogéneo possui solucao nao nula se, e somente se, o

determinante da matriz do sistema linear for igual a zero, isto é,

flz) g(z)
W(f, g)(x) = = 0 ; V x € [a,b].
f'(x) g'(x)
Assim, completamos a demonstracao. [ |

Exemplo 2.5.6 Vamos utilizar o resultado do Teorema 2.5.2 para mostrar que as fungoes

f(z) = exp(z) e g(x) = zexp(x) sao linearmente independentes para = € IR.

Podemos observar facilmente que as funcoes f e ¢ sao continuamente diferenciaveis

para todo x € IR. Vamos calcular o wronskiano das funcoes f e g

x T

e re
W(f,g)(x) = = ¥ £ 0 para z € R.
e’ (1 + x)

Assim, obtemos o resultado desejado.
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Exemplo 2.5.7 As fungoes f(r) = sin(x) e g(x) = xsin(z) sdo linearmente
independentes para x € IR. De fato, o wronskiano W(f,g)(x) = —(sin(z))? nao é
sempre nulo para x € IR.

A seguir, vamos apresentar uma extensao do Teorema 2.5.2, que o leitor podera facilmente
generalizar para um conjunto com n fungoes que sejam (n — 1) vezes continuamente

diferencidveis para = € la,bl.

Teorema 2.5.3 Considere o espago vetorial C*([a,b]) e as fungoes f, g, h € C*([a,b]).
O congunto S = { f(z), g(x), h(z) } € linearmente dependente se, e somente se,
W(f,g,h)(z) =0 para x € |a,b], onde o wronskiano W (f,g,h)(x) € definido por

W(fg,0)(z) = | f'(x) ¢(x) NW(x)
f'(x) g (x) n'(x)

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. [l

Exemplo 2.5.8 Vamos utilizar o resultado do Teorema 2.5.3 para mostrar que as funcoes

f(z) =1, g(x) = sin(x) e h(z) = cos(z) sdo linearmente independentes para x € IR.

Podemos observar facilmente que as fungoes f , g e h sao duas vezes continuamente
diferencidveis para todo x € IR. Vamos calcular o wronskiano W(f, g, h)(x)
1 sin(x)  cos(x)
W(f,9)(x) = |0 cos(r) —sin(z)| = -1 para x € IR.
0 —sin(z) —cos(x)

Assim, obtemos o resultado desejado.

Exemplo 2.5.9 Podemos verificar facilmente que as funcgoes

™

f(x) = sin(x) e g(x) = cos (m — 5)

sao linearmente dependentes para x € IR. De fato, basta utilizar a Definicao 2.5.4 e a

wdentidade trigonométrica para o cosseno da diferenca.
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FExercicios

Exercicio 2.33 Verifique quais dos subconjuntos
(a) { (17070)7 (071’0)7 (0707 1)7 (27275) }
(b) { (17171)7 (172’1>7 (3’27_1> }

sao linearmente independentes no espaco vetorial real IR3.

Exercicio 2.34 Verifique quais dos subconjuntos
(a) {1, 2-1,2>+2x+1, 2}
(b) {$($—1)7$3,25L‘3—{E2,ZE}

sao linearmente independentes no espaco vetorial real Py(IR).

Exercicio 2.35 Mostre que o conjunto
v = {(1,0,0,-1), (0,1,0,1), (0,0,1,1), (1,0,0,1) }

¢ linearmente independente no espaco vetorial real IR*.

Exercicio 2.36 Considere as sequintes fungoes f(x) = x e g(x) = |x|. Mostre que
o conjunto S = { f(x), g(x) } € linearmente independente no espaco vetorial C([—1,1]).
Exercicio 2.37 Considere as sequintes fungoes f(x) = 2> e g(x) = x|x|. Mostre
que o conjunto S = { f(x), g(x)} € linearmente independente no espago vetorial real
C([-1,1]). Entretanto, € linearmente dependente em C([0,1]) e em C(]—1,0]).

Exercicio 2.38 Determine trés elementos de IR® que sejam linearmente dependentes e

tais que dois quaisquer sejam linearmente independentes.

Exercicio 2.39 Considere V' um espacgo vetorial sobre o corpo IF'. Mostre que se dois

elementos de V' sao linearmente dependentes, entao um é mailtiplo escalar do outro.

Exercicio 2.40 Mostre que o conjunto S = {1, e*, ze®} € linearmente independente

no espago vetorial F(IR).

Exercicio 2.41 Mostre que o conjunto S = {1, €%, e*®*} ¢ linearmente independente

no espago vetorial F(IR).
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2.6 Bases e Dimensao

Passamos agora a tarefa de atribuir uma dimensao a certos espagos vetoriais. Apesar de
associarmos usualmente dimensao a algo geométrico, precisamos encontrar uma definicao
algébrica adequada da dimensao de um espaco vetorial. Isto serd feito através do conceito

de uma base para o espaco vetorial.

Definicao 2.6.1 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF'. Uma base de V é um

conjunto linearmente independente de elementos de V que gera V.

Exemplo 2.6.1 Considere o espaco vetorial real IR®. O conjunto

g ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,01) }

¢ linearmente independente em IR® e gera o espaco IR®. Logo, 3 ¢é uma base para IR?,

denominada base canonica.

Exemplo 2.6.2 Considere o espago vetorial real IR*. O conjunto

I' = {(171)7 (_171)}

¢ linearmente independente em IR* e gera o espaco IR*. Logo, I' é uma base para IR?.

Teorema 2.6.1 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF  finitamente gerado pelos

elementos do conjunto S = {wvy, -+, v, } . Entao, podemos extrair do conjunto S uma
base para V.

Demonstracao — Se vy, ---, v, € V sao linearmente independentes, entao eles
cumprem as condicoes de base, e nao temos nada a fazer. Se vy, -+, v, € V sao

linearmente dependentes, entao existe um combinacao linear nula
Cor ot v = Oy

com os coeficientes ¢; nao todos nulos. Digamos que ¢, # 0. Desse modo, temos que

St Cn—1
Up = —— V1 — -0 — Up—1
Cn, Cn
Assim, os elementos vy, +--, v,_; ainda geram V. Se {wvy, ---, v,_1} for linearmente

dependente, repetimos o processo anterior e extraimos o elemento, digamos wv,_1, que é
uma combinacao linear dos outros. Repetindo esse processo um numero finito de vezes,
obtemos um subconjunto de { vy, -+, v, } formado com m < n elementos linearmente
independentes { vy, -+, v, } que ainda geram V. Assim, obtemos uma base para o

espaco vetorial V. |
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Teorema 2.6.2 Seja V' um espaco vetorial gerado por um conjunto finito de elementos
v, -, v, € V. Entdao, todo conjunto linearmente independente de V' € finito e contém
no mdximo n elementos.

Demonstragao — Para provar o teorema, basta mostrar que todo subconjunto W de
V' que contém mais de n elementos é linearmente dependente. Seja W um tal conjunto.
Em W existem elementos distintos wq, ---, w, com m > n. Como vy, - -, v,

geram V, existem escalares c¢;; tais que

n
w; = E Cij Vs ; Jj=1 -, m
i=1

Consideramos agora um combinacao linear dos elementos de W, isto é,
m n n m
alwl—i—---—i—amwm:Zoszcijvi = Z (Z Cl‘jOéj>Ui
j=1 i=1 i=1 j=1
Como m > n, podemos encontrar escalares «y, ---, Q,,, nao todos nulos, solugao do

sistema linear homogeéneo

m
Z%‘%‘ZO ; 1=1, -, n.
j=1
Logo, aywy + -+ + a,w, = O0y. Portanto, mostramos que W ¢é um conjunto
linearmente dependente em V. [ |

Definicao 2.6.2 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF. Dizemos que V € um

espaco vetorial de dimensao finita se V' possui uma base finita.

Exemplo 2.6.3 Vamos denotar por P(IR) o conjunto de todos os polinomios reais,
com a operacao usual de adicao de polinomios e a operacao usual de multiplicacao de um
polinémio por um escalar. Assim, podemos mostrar facilmente que P(IR) € um espago

vetorial real. Entretanto, P(IR) ndo possui uma base finita.

De fato, dado um conjunto S = {pi(z), -, pu(2) }, considerando que o elemento p,(z)

seja o polinomio de maior grau em S. Desse modo, qualquer elemento p(x) € P(IR) é

escrito como

p(r) = api(r) + cpa(x) + -+ + capn(z)

e seu grau € sempre menor ou igual ao grau do elemento p,(x). Como P(IR) contém todos
0s polinomios reais, existem polinomios em P(IR) de grau maior que o grau do elemento
pn(x). Portanto, temos que P(IR) # [S] para todo conjunto finito S C P(IR).
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O resultado a seguir, sera necessario para que possamos apresentar uma definicao algébrica

adequada de dimensao de um espaco vetorial.
Corolario 2.6.1 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Entao, quaisquer duas
bases de V' tém o mesmo nimero (finito) de elementos.
Demonstragao — Vamos supor que
ﬁ:{vl7...7vn} e 7:{w17...7wm}
sejam duas bases finitas para V.

Como B = {wvy, -+, v, } gera V. e ~v ={w, -+, w,} &élincarmente
independente em V', pelo Teorema 2.6.2 temos que m < n.

Por outro lado, como ~v = { wy, -+, wy, } gera V e B = { v, -+, v, }
¢ linearmente independente em V', pelo Teorema 2.6.2 temos que n < m. Portanto,

mostramos que m = n, o que completa a demonstracao. |

Exemplo 2.6.4 Considere o espaco vetorial IR?>. Podemos verificar facilmente que os
conjuntos 3 = {(1,0), (0,1)} e T = {(1,1), (1,—=1)} sao duas bases para o IR*.

Definicao 2.6.3 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita, que possui uma base
com n elementos. A dimensao de V € definida como sendo o numero de elementos
de uma base de V. Indicaremos a dimensao do espaco vetorial V  por dim(V') = n.
No caso em que V = { Oy }, temos que o conjunto vazio, ) C V', é uma base de V e

dizemos que o espaco vetorial 'V  tem dimensao nula.

Exemplo 2.6.5 Considere o espago vetorial real P, (IR). Temos que o conjunto
6 = {]-7 €, x27 Ty xn}

¢ uma base para P,(IR), denominada base canénica. Assim, dim(P,(IR)) = (n + 1).

Exemplo 2.6.6 Considere o espaco vetorial real IMy(IR). Temos que o conjunto

{0 B

€ uma base para IVM5(IR). Desse modo, dim( Ms(IR)) = 4.
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Corolario 2.6.2 Seja V' um espago vetorial de dimensao n. Entao,

(a) Todo conjunto de elementos em V que contém mais de n elementos é LD.

(b) Nenhum conjunto contendo menos de n elementos pode gerar V.
Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. ([l
Lema 2.6.1 Seja S wum subconjunto linearmente independente de um espago vetorial

V. Seja uw um elemento em V que nao esteja no subespaco gerado por S. Entao, o

conjunto obtido acrescendo-se o elemento u a S € linearmente independente.

Demonstragao — Suponhamos que vy, ---, v, sejam elementos distintos de S e que
vy + - + v, + au = Oy .
Entao, a = 0. Caso contrério
C1 Cn,
U = ——u — -+ — ——,
a e

e wu estaria no subespaco gerado por S. Assim, tem-se que
vy + o+ v, = Oy

e como S ¢éum conjunto linearmente independente, cada escalar ¢; = 0, o que completa

a demonstracgao. [ ]

Teorema 2.6.3 (Completamento) Seja S um subconjunto linearmente independente
de elementos de um espago vetorial V'  de dimensao finita. Entao, S pode ser completado

de modo a formar uma base para V.

Demonstracao — Sejam dim(V ) = n e S = { v, -+, v, } linearmente
independente. Note que pelo Teorema 2.6.2, temos que r < n. Se V. = [vg, --+, v,],

entao S é uma base de V' e nao temos nada a fazer.

Se existe wv,41 € V' tal que vy ¢ [vy, ---, v.], entdo pelo Lema 2.6.1 temos que
[v1, -++, Ur, Upy1] € linearmente independente. Se V = |vy, -+, v, v.41], entdo
{wv1, -+, vy, v,41 } éuma base de V e nao temos nada a fazer. Caso contrario, existe
Urpo €V tal que va9 & (U1, c+-, Up, Upgo] e, entd@o (v, v, U, Upgq, Upga] €
linearmente independente. Se V' = [vy, -+, v, Uy11, Up42] nOSsa prova estd concluida.
Caso contrario, prosseguimos com o mesmo processo. Como nao podemos ter mais do que
n elementos linearmente independente em V', apds um numero finito de passos teremos
encontrado uma base para o espaco vetorial V' que contém o conjunto original S, o que

completa a demonstracao. |
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Teorema 2.6.4 Seja U wum subespaco vetorial de um espago vetorial V de dimensao
finita. Entao, todo subconjunto de U que € linearmente independente, ¢ finito e € parte
de uma base (finita) de U.

Demonstragao — Suponhamos que Sy seja um subconjunto de U linearmente inde-
pendente . Se S ¢é um subconjunto de U linearmente independente contendo Sy, entao
S também é um subconjunto de V' linearmente independente. Como V tem dimensao
finita, S contém no méximo dim( V') elementos. Portanto, existe um subconjunto S
de U linearmente independente que é maximal e contém Sy. Como S ¢é um subconjunto
de U linearmente independente e maximal contendo Sj, o Lema 2.6.1 mostra que U ¢
o subespaco gerado por S. Logo, S é uma base de U e o conjunto original Sy é parte

de uma base de U, o que completa a demonstracao. [ |

Corolario 2.6.3 Seja U wum subespaco vetorial proprio de um espaco vetorial 'V de
dimensao finita. Entao, U € de dimensdo finita e dim(U) < dim(V').

Demonstracao — Suponhamos que U contém um elemento u # 0y. Pelo Teorema
2.6.4 e sua demonstracao, existe uma base para U que contém o elemento wu e no
maximo dim(V') elementos. Logo, U é de dimensao finita e dim(U) < dim(V).
Como U ¢é um subespaco préprio, existe um elemento u; em V que nao estd em
U. Acrescentando o elemento wu; a uma base de U obtemos um subconjunto de V'

linearmente independente. Portanto, provamos que dim(U ) < dim(V). [ |

Corolario 2.6.4 Num espacgo vetorial V de dimensao finita todo conjunto linearmente

independente, nao vazio, € parte de uma base de V.

Teorema 2.6.5 Sejam U e W subespacos de dimensao finita de um espaco vetorial

V. Entao, o subespaco U + W € de dimensao finita e tem—se que
dim(U + W) = dim(U) + dim(W ) — dim(U N W).

Demonstragao — Pelo Teorema 2.6.4 e seus Corolarios, temos que o subespago U N'W

possui uma base finita { vy, -+, v, } que é parte de uma base
{U17 Cee U, Up, v um}

do subespaco U, e parte de uma base
{Ula Cee Uy, WY, t e, wn}

do subespago W.
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O subespago U + W ¢ gerado pelos elementos do conjunto
{Uh oy Upy Uny oy Uy, Wi, s, wn}

que é um conjunto linearmente independente em V.

De fato, considere a combinacgao linear nula

s m n
E a; v; + g bj U + g Cr W = OV
i=1 j=1 k=1

Entao, tem-—se que

n s m
—E LW, = E a;v; + E b;u;
k=1 i=1 j=1

o que mostra que o elemento

n

Q:chwk e U

k=1
Como o elemento u também pertence a W, isto é, u € U NW, temos que

n T n T
E CLWE = E o — E CL W, — E o;v; = Oy
k=1 i=1 k=1 i=1

para certos escalares «aq, ---, a,. Como o conjunto
{Ula“'avmwh'“awn}

é linearmente independente, cada um dos escalares ¢, = 0. Portanto, obtemos que

T m

E a; v; + E bjUj = Ov.

i=1 j=1
Como o conjunto { vy, *++, U,, Uy, *++, Uy } € linearmente independente, temos que
cada um dos escalares a; = 0 e b; = 0. Assim, mostramos que o conjunto

{U17'”7U7‘7u17"'7um7w17”'7wn}

é uma base para o subespaco vetorial U + W.

Finalmente, temos que

dim(U) + dim(W ) = (r+m)+ (r + n)
= r+ (r+m+ n)

= dim(UNW ) + dim(U + W),

0 que completa a demonstracao. [ |
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Proposicao 2.6.1 Sejam V wum espago vetorial de dimensao finita e W um subespaco
de V. Entao, existe um subespaco U de V tal que V = UG W.

Demonstracao — Seja {wy, -+, w,, } uma base para o subespaco W. Pelo Teorema

do completamento, podemos completar a base de W para obter uma base de V, isto é,
{w17 oy, Wy, Wing15, 700, wn}

¢ uma base para V.

Assim, vamos considerar U o subespaco gerado pelo conjunto linearmente independente

{Wmi1, -+, wy }, que satisfaz as propriedades desejadas.

De fato, é evidente que V = U + W, pois o conjunto

{wlu"'awm)wm—i-la"'uwn}

¢ linearmente independente e gera V. Por outro lado, como

W:[w17"'awm] ) U:[wm-‘rlv"'vwn]
e o conjunto {wy, -+, Wy, Wpa1, -+, W, + 6 linearmente independente, temos que
WNnU = {0y}, o que completa a demonstragao. [ |

Proposicao 2.6.2 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e W um subespaco
de V. Se dim(W) = dim(V'), entao W = V.

Demonstragcao — Sabemos que W tem uma base. Toda base de W também é uma
base de V' devido ao fato que dim(W) = dim(V'). Logo, todo elemento de V' também
pertence a W. Assim, V C W e, como W CV, segue-se que V = W. [
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Exemplo 2.6.7 O conjunto S = {vy, vg, v3} onde
vy =(1,0,-1) , wvw=(1,2,1) e wv3=1(0,-3,2),
¢ uma base para o espaco vetorial real IR3.

Devemos mostrar que S é linearmente independente e que gera o espaco vetorial IR,

Inicialmente, vamos mostrar que o conjunto S é linearmente independente. Considerando

a combinagao linear nula av; + bvs + cvs = Ops, obtemos o seguinte sistema linear
homogéneo
a + b =0 a + b
2b — 3¢ = 0 — 2b — 3¢ =0
—a + b 4+ 2¢ =0 5c = 0

Assim, obtemos que o sistema linear homogéneo possui somente a solucao trivial, isto é,

a = b = c = 0, provando que o conjunto S é linearmente independente em IR3.

Finalmente, vamos mostrar que S gera o espaco vetorial IR, isto ¢, que todo elemento

(x,y,z) € IR® é escrito como uma combinacao linear dos elemento do conjunto S
(r,y,2) = a(1,0,-1) + b(1,2,1) + ¢(0,-3,2).

Desse modo, obtemos o seguinte sistema linear

a + b = x a + b = 7z
20 — 3¢ = vy — 20 — 3¢ =y
—a + b + 2¢ = =z o = z+xr—yY

Portanto, podemos obter de modo tinico os coeficientes da combinacao linear, a, b e ¢, em
fungao das componentes do elemento (z,y,z) € R*. Assim, provamos que R® = [9].

Logo, o conjunto S é uma base para o espaco vetorial IR3.
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Exemplo 2.6.8 Seja IMy(IR) o espago vetorial das matrizes reais de ordem 2. Mostre
que a dim( Ms(IR)) = 4 exibindo uma base [ = { Ay, Ay, Az, Ay}

Podemos mostrar facilmente que tomando as matrizes

01 0 0 00

o conjunto [ = {A;, A, A3, Ay} é uma base para o espago vetorial IMs(IR). Assim,
temos que dim( My(IR)) = 4.

10

A, —
! 0 0

Exemplo 2.6.9 Considerando C = {z = a+bi / a, b€ IR} como um espago vetorial

real, temos que o conjunto [ = {1,i} € uma base de C.

Sabemos que todo elemento z € C ¢ escrito como uma combinacao linear dos elementos
do conjunto 3, com coeficientes em IR. Além disso, o conjunto [ é linearmente indepen-
dente. De fato, considere a combinacao linear nula a + b = 0+ 0¢ para a, b € IR.
Desse modo, temos que a = b = 0. Portanto, mostramos que o conjunto 3 ¢é uma base

para C como espago vetorial real. Desse modo, temos que dim(C) = 2.

Exemplo 2.6.10 Considere C um espaco vetorial complexo. Qual é a dimensao de C?
Neste caso, podemos verificar facilmente que o conjunto f = {1} é uma base para C.
Assim, temos que dim(C) = 1.

Exemplo 2.6.11 Considerando C? como um espaco vetorial complezo, temos que o
conjunto 3 = {ey, ea}, onde e; = (1,0) e ey =(0,1), € uma base de C=.

Podemos verificar facilmente que todo elemento de C? é escrito como uma combinacao

linear dos elementos de 3, com coeficientes em C, isto é,
(21, 20) = z1€1 + 2969 : z1, 29 € C.
Além disso, sabemos que [ é linearmente independente. Assim, temos que 3 é uma base
para C? como espago vetorial complexo. Logo, temos que dim(C?) = 2.
Exemplo 2.6.12 Considerando C* como um espaco vetorial real, exibir uma base.
Neste caso, podemos verificar facilmente que o conjunto 3 = { e, eq, €3, €4 } onde
er = (1,0) , e = (3,0) , e3=(0,1) e e4 = (0,7)

¢ linearmente independente e que todo elemento de C? é escrito como uma combinacao
linear dos elementos de (3, com coeficientes em IR. Assim, 3 ¢ uma base para C?. Logo,

temos que dim(C?) = 4.
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Exemplo 2.6.13 Considerando C? como um espago vetorial complezo, temos que o
conjunto S = { (1 —1i,14), (2, =1 +1) } € linearmente dependente.
Considerando a combinacao linear nula

z2(1—i,i) + 2(2,-1417) = (0,0) ; 21, 22 € C
obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

Note que, o segundo sistema linear homogéneo foi obtido somando a segunda equacao a

primeira equacao.

Tomando o segundo sistema linear homogéneo, multiplicamos a primeira equagao por —i

e somamos a segunda equacao. Assim, ficamos somente com a primeira equagao
21+ (i+1)z =0
que possui infinitas solugdes nao nulas, z; = —(i + 1)29, 22 € C. Portanto, o conjunto
S é linearmente dependente.
Exemplo 2.6.14 Considerando C? como um espago vetorial real, temos que o conjunto
S ={(1—1,14), (2, =1+1i)} € linearmente independente.
Considerando a combinacao linear nula
a(l—i,4) + b2, —1+4) = (0,0) ; a,be R

obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

(1—d)a + 20 = 0 a + (GF+1)b =0

ia + (=1+i)b = 0 ia + (=1+i)b = 0

Como a, b € IR, temos que o sistema linear homogéneo possui somente a solucao trivial,

a = b = 0. Desse modo, mostramos que o conjunto S ¢ linearmente independente.
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Exemplo 2.6.15 Considere os sequintes subespagos de IR?
U = {(vy,2)€eR® ) v — 2y + 32 =0}
W = {(v,y,2)€eR® | 2 +y +2z=0}
Determine uma base para o subespaco U + W.

Do Exemplo 2.4.9, sabemos que o subespaco U + W tem como um sistema de geradores

os seguintes elementos
vy = (=1,0,1) , vy = (=1,1,0) , w3 = (2,1,0) e vy = (=3,0,1)

dentre os quais vamos escolher uma base para o subespaco. Construimos uma matriz

cujas linhas sao os elementos do sistema de geradores e procedemos com o escalonamento

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

-1 10 0 1 -1 0 1 -1 0 11
A — — _ _

2 10 1 2 0 0 3 0 3

-3 01 0 0 =2 0 0 =2 0 00

Desse modo, temos que dim(U +W) = 3. Podemos escolher uma base para o subespago

U + W um dos seguintes conjuntos
{(-1,0,1), (—1,1,0), (2,1,0) } ou {(-1,0,1), (0,1,-1), (0,0,3) }

Note que, qualquer base de IR?* é uma base para o subespaco U + W.

Do Exemplo 2.4.6, sabemos que o subespago UNW = [(—5,2,3)]. Desse modo, temos

que IR® = U + W, entretanto, nao como soma direta.

Exemplo 2.6.16 Considere a sequinte Equacdo Diferencial Ordindria (EDO)
u'(z) + u(z) = 0.

Sabemos que as funcoes ui(x) = sin(x) e us = cos(z) sao duas solugoes linearmente
independentes da EDO, isto €, as funcoes uy(x) e ug(x) satisfazem a EDO e o conjunto
I' = {u(x), ug(z) } € linearmente independente para x € IR. Além disso, temos que
toda solucao da EDO é uma combinacao linear dessas duas funcoes. Desse modo, o

conjunto I' é uma base para o espaco solug¢ao da EDO.
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Exemplo 2.6.17 Considere os sequintes subespagos de IR?

U = {(v,y,2)eR? | z = 2}

W = {(z,y,2) R | 2 +y+2=0}
Determine uma base para o subespago U + W.

Do Exemplo 2.4.5, sabemos que o subespaco U + W tem como um sistema de geradores

os seguintes elementos
v = (].,0,1) , Uy = (O,].,O) 5 V3 = (—1,170) e vy = (—1,0,].)

dentre os quais vamos escolher uma base para o subespaco. Construimos uma matriz

cujas linhas sao os elementos do sistema de geradores e procedemos com o escalonamento

1 01 1 01 1 01 1 01

0 10 010 010 010
A - — — —_—

-1 1 0 011 001 00 1

-1 0 1 0 0 2 0 0 2 000

Desse modo, temos que dim(U+W) = 3. Podemos escolher como base para o subespago

U+ W um dos seguintes conjuntos
{(1,0,1), (0,1,0), (=1,1,0)}  ou  {(1,0,1), (0,1,0), (0,0,1) }
Do Exemplo 2.4.5, sabemos que o subespago UNW = [(1,—2,1)]. Desse modo, temos

que IR?® = U + W, entretanto, nao como soma direta.

Exemplo 2.6.18 O conjunto T' = {(1,2), (1,—1)} € uma base para o IR*.

Podemos verificar facilmente que I' é linearmente independente, pois cada um de seus
elementos nao é multiplo escalar do outro. Dado um elemento u = (z,y) € IR? vamos
mostrar que u pode ser escrito de modo tnico como u = a(1,2) + b(1,—1) para

a, b € IR. Desse modo, temos que obter a solucao do seguinte sistema linear

a + b = =z a + b = «x
<
2 — b =y 3a = xz+vy
Assim, temos que
T+ y 20 — y
a = (&} b: ,
3 3

obtidos de modo tinico, em funcao das componentes do elemento u € IR2.
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Exemplo 2.6.19 Considere o espaco vetorial real IR®. Determine wma base para o

subespaco vetorial de IR® dado por:
W = { (21, 72, 3, T4, 25) EIR° | 21+ 23 +25=0 e Ty=14}.
Temos que ©7; = —x3 — x5 e x9 = x4. Assim, temos que os elementos

w, = (—1,0,1,0,0)
wy = (—1,0,0,0,1)
wy = (0,1,0,1,0)

formam uma base para o subespaco W. Desse modo, dim(W) = 3.

Exemplo 2.6.20 Considere o espago vetorial real P3(IR). Determine uma base para o

subespago vetorial de Ps(IR) dado por:
S = {p(x) € Ps(R) / p(-=1) =0 e p(1) =0}
Vamos tomar um elemento p € Ps(IR) escrito da seguinte forma

p(z) = a + br + ca* + do?

Impondo as restrigoes p(—1) = p/(1) = 0, obtemos as seguintes equagoes algébricas
p(-1) = a — b + ¢ — d =0
P(l) = b+ 2¢ + 3d = 0
Podemos observar que o sistema linear homogéneo possui dois graus de liberdade. Assim,
dim(S) = 2. Desse modo, temos que
a = —3c—2d
b = —2c—3d

Assim, todo elemento p € S é escrito da seguinte forma
p(z) = (=3 — 22 + 2%) + d(—-2 — 3z + 2°) : c,d € R
Portanto, mostramos que o subespaco S é gerado pelos elementos do conjunto
I = {-3-2r+2° -2-30v+2°},

que é linearmente independente em P3(IR), pois os elementos nao sao miltiplos escalares.

Logo, como dim(.S) = 2, o conjunto I" é uma base para o subespago S.

Note que os elementos da base [' satisfazem as condi¢oes para que um elemento do

espago vetorial P3(IR) pertenca ao subespaco S.
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Exemplo 2.6.21 Considere o espago vetorial real Ps(IR). Os polinomios

pr) = 1 — 22% + 23
qglxr) = 3 — x + 42?
r(x) = =2+ 3x

s(z) = x — 323

formam uma base para o espago vetorial P3(IR) ? Justifique sua resposta.
Considerando que dim(P3(IR)) = 4, basta verificar se o conjunto
{p(x), q(z), r(2), s(z) }
é linearmente independente em P3(IR). Tomando a combinagao linear nula
a(l —22° + 2°) + b33 — o + 42%) + (=2 + 3z) + d(z — 32%) = 0
e organizando os termos de mesma ordem, obtemos
(a+3b—2c) + (=b+3c+d)x + (—2a+4b)x* + (a—3d)x®> = 0

Desse modo, temos um sistema linear homogéneo nas incognitas a, b, ¢, d cuja matriz é

dada por
1 3 =2 0
g - 0o -1 3 1
-2 4 0 0
1 0 0 -3

Agora temos que analisar o tipo do conjunto solucao do sistema linear homogéneo através
do posto da matriz A. Utilizando o processo de escalonamento encontramos a seguinte

matriz triangular superior reduzida por linhas

1 3 =2 0
0o -1 3 1
U =
0 0 26 10
0 0 0 —86
Como o posto(A) = 4, temos que o sistema linear homogéneo possui somente a solugao

trivial @ =b=c¢ =d = 0. Logo, o conjunto { p(x), ¢(x), r(z), s(z) } é uma base para

o espago vetorial P3(IR).
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Exemplo 2.6.22 Considere o espago vetorial real Py(IR). Determine uma base para

Pi(IR) contendo elementos do conjunto S = { p(x), q(x), r(z) }, onde
plx) = 14 2z — 2% + 323 + 224
q(r) = 2+ 4z + 2? + 623 + 32*
r(z) = 1+ 2z + 22% + 32% 4 22*
Os elementos p(z), g(x), r(x) estdo escritos em relagao a base canonica
B =11,z 2% 2% z*}.

Inicialmente, vamos construir uma matriz A cujas linhas sao formadas pelas coordenadas

dos elementos p(z), ¢(z) e r(z) com relagdo a base canonica, respectivamente,

1 2 -1 3 2
A=124 16 3
12 2 3 2

Em seguida, efetuamos o escalonamento na matriz A obtendo uma matriz triangular

superior reduzida por linhas

da qual podemos concluir que o conjunto S é linearmente independente em Py(IR).

Finalmente, construimos uma matriz M de ordem 5 x5 a partir da matriz A na forma

~

escalonada acrescentando linhas na matriz A que sao as coordenadas de elementos da

base canonica escolhidos de modo conveniente

12 -13 2
01 00 0
M=1]00 30 -1
00 01 0
(00 00 1]

Assim, temos que v = { p(x), q(z), r(z), z, 2* } é uma base para o espaco P4(IR)

contendo os elementos do conjunto S.
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Exemplo 2.6.23 Considere o espago vetorial real IMsyo(IR). Determine uma base para
Ms,2(IR) contendo elementos do conjunto S = { Ay, Ay, A3z}, onde

10 -1 1 =2
A = | -1 3 , Ay = |2 4 e A3 = | 3 11
3 2 3 2 |9 6
A base canonica para o espaco vetorial Mz, (IR) é dada por
10 01 0 0 0 0 0 0] 00
B = o of , |0 O0f , |2 O , |01 , (00 , [0O
00 0 0 00 00 L 0] 0 1

Logo, temos que dim(DMsyo(IR)) = 6.

Inicialmente, vamos construir uma matriz A cujas linhas sao formadas pelas coordenadas

dos elementos A;, Ay e Az com relacdao a base canonica, respectivamente,

10 -1 3
A=10 -1 2 4
1 -2 3 11

Em seguida, efetuamos o escalonamento na matriz

superior reduzida por linhas

1 0 —1 3
A=10 -1 24
0 0 0 0

da qual podemos concluir que o conjunto { Ay, Ay}

D NN

3
3
9
A obtendo uma matriz triangular

3 2
3 2
0 0

¢ linearmente independente em

DM;.5(IR), pois a matriz Az é uma combinagao linear das matrizes A; e As.

Finalmente, construimos uma matriz M de ordem 6 x 6 a partir da matriz A na forma

~

escalonada acrescentando linhas na matriz A que sdo as coordenadas de elementos da

base canodnica escolhidos de modo conveniente

1 0 -1 3
0 -1 24
v |0 0 1o
0 0 01
0 0 00
0 0 00

S = O O W W
_ o O O NN
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Assim, temos que o conjunto

0 0 00 0 0 00
Y= A, Ay, |1 0 , (0 1 , (0 Ol , |0 O
0 0 0 0 10 0 1

é uma base para o espago vetorial M3y (IR).

Exemplo 2.6.24 Considere o espaco vetorial real IR*. Determine uma base para IR*

contendo elementos do conjunto S = { vy, vy }, onde
v = (1,0,-2,2) e ve = (1,2,—-2,1).

Como nos exemplos anteriores, obtemos a matriz M de ordem 4 x 4 dada por:

1 2 =21
s 0 -2 01
0 0
0 0 01

Assim, temos que o conjunto
v = {(1,0,-2,2), (1,2,-2,1), (0,0,1,0), (0,0,0,1) }
¢ uma base para o espaco vetorial IR*.

Exemplo 2.6.25 Considere o subespaco U = { (v,y,2) € R* | = —y + 2z =0}
do espaco vetorial IR3. Determine um subespaco W de modo que IR* = U & W.

Inicialmente, vamos encontrar uma base para o subespaco U. Podemos escrever os

elementos v € U da seguinte forma:
u = «a(l,1,0) + 5(-2,0,1) , «a, fE€R

Portanto, { (1,1,0), (—2,0,1) } é uma base para o subespago U. Finalmente, vamos
completar a base de U, para obter uma base para IR*, com o elemento (0,0,1). Assim,
obtemos o subespaco W = [(0,0,1)]. Note que esse problema possui infinitas solugoes,

pois podemos completar a base com um outro elemento.
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Exemplo 2.6.26 Considere os sequintes subespacos do espaco vetorial real IR*
U = [(1,0,1,0), (0,1,0,0)]
W = {(@yzt)eR" /2 +y =0}

Determine dim(U +W) e dim(UNW).

Podemos verificar facilmente que os elementos (1,0,1,0), (0,1,0,0) formam uma base

para o subespaco U. Logo, dim(U) = 2. Para o subespaco W temos a seguinte base
{(-1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) }

portanto, dim(W) = 3. Vamos agora determinar a dimensao do subespago U + W, para

isso construimos a matriz

1010 1010
0100 0100
A=1|-1100 — 0010
0010 000 1
00 0 1] -1 100

Em seguida, efetuamos o escalonamento na matriz A obtendo uma matriz triangular

superior reduzida por linhas

oSy

I
o O O o =
o O O Rk O
o O = O =
O R O O O

Logo, temos que dim(U + W) = 4.
Considerando o resultado do Teorema 2.6.5, temos que
dim(UNW) = dim(U) + dim(W) — dim(U+W) =2 +3 — 4 =1

Assim, obtemos que dim(UNW) = 1.
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Exemplo 2.6.27 Sejam U e W subespagos vetoriais de IR*, com U # W, tais que
dim(U) =3 e o subespagco UNW = [v1,v9,v3], onde

vy =(1,2,1,0) , w=(-1,1,0,1) e wv3=(1,5,2,1).
Determine dim(U NW) e as possiveis dimensoes dos subespacos W e U+ W.

Vamos determinar a dimensao do subespaco U N W. Escalonando a matriz A

1 210 1 210 1 210
A= |-1101 — 0 3 11 — 0 3 11
15 21 0 3 11 0000

obtemos que dim(U NW) = 2. Considerando o resultado do Teorema 2.6.5, temos que
3 < dim(U+W) =1+ dim(W) < 4
Portanto, temos que as seguintes possibilidades
o dim(W) =2 e dim(U+W) =3
ou

o dim(W) =3 e dim(U+W) = 4.

Exemplo 2.6.28 Determine os valores de a € IR de modo que o conjunto
S ={(1,0),(1,a1),(0,1,a) }
seja uma base para IR3.

Vamos encontrar os valores para a de modo que o conjunto acima seja linearmente
independente. Assim, vamos construir uma matriz A € IM3(IR) cujas linhas sao formadas
pelas coordenadas dos elementos do conjunto S, em relacao a base canonica, e procedemos

com o escalonamento

1 a 1 1 a 1 1 a 1
A= 101 a — 0 1 a — 0 1 a
a1 0 0 1-a®> —a 0 0 a(a®-2)

Portanto, devemos impor que a(a® —2) # 0. Assim, obtemos a # 0 e a # +V2.

De modo andlogo, consideramos uma combinacao linear nula dos elementos do conjunto
S, obtendo um sistema linear homogeéneo, e impomos a condi¢ao na matriz do sistema
de modo que os coeficientes da combinacao linear sejam todos nulos. Assim, obtemos os

valores para o parametro a.
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Exemplo 2.6.29 Sejam V  um espago vetorial real, com dim(V) =9, U e W
subespagos vetoriais de V' tais que dim(U) = 6 e dim(W) = 5. Mostre que
2 < dim(UNW) < 5.
Considerando o resultado do Teorema 2.6.5, temos que
6 < dim(U+W) =6+5—dmUnW) <9

Assim, temos que 2 < dim(UNW) < 5.

Exemplo 2.6.30 Considere os sequintes subespacos do espaco vetorial real IR
U = [(1,-1,2), (2,1,1)]
w = [(1,2,1), (0,1, —1)]
Determine uma base para os subespacos U+ W e UNW.
Podemos verificar facilmente que o conjunto { (1,—1,2), (2,1,1) } é uma base para o

subespaco U eque { (1,2,1), (0,1,—1) } éuma base para o subespago W. Agora vamos

determinar uma base para o subespaco U + W utilizando o processo de escalonamento

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
2 1 1 0o 3 -3 0 3 -3
— —

1 2 1 0 3 -1 0o 0 2

0 1 -1 0 1 -1 0 O

Assim, o conjunto { (1,-1,2), (2,1,1), (1,2,1) } é uma base para o subespaco U + W,

e temos que dim(U + W) = 3. Considerando o resultado do Teorema 2.6.5, temos que
dim(UNW) = dim(U) + dim(W) — dim(U+W) = 1.

Neste caso, do processo de escalonamento, podemos concluir que o elemento (0,1, —1)
pertence ao subespaco U N W, pois observamos que ele também pertence ao subespaco

U. Logo, {(0,1,—1)} é uma base para o subespago U N W.
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Exemplo 2.6.31 Considere os sequintes subespacos do espaco vetorial real IR*
U = [(1,-1,0,2), (-1,2,0,1)]
w = [(2,1,-1,3), (3,—4,0,3), (4,5,—3,5)]
Determine uma base para o subespaco U +W e dim(UNW).
Vamos determinar a dimensao do subespaco U
[ 1 —1 0 2] . [1 ~1 0 2]
-1 2 01 0 10 3
obtendo dim(U) = 2.

Agora, vamos determinar a dimensao do subespagco W

2 1 -1 3 2 1 -1 3 2 1 -1 3
3 -4 0 3 — 0o -7 3 =3 — o -7 3 =3
4 5 =3 5 0O 6 1 =2 0 0 25 =32

obtendo que dim(W) = 3.

Agora, vamos determinar uma base para o subespaco U + W

1 -1 0 2] (1 -1 0 2] 1 -1 2|
-1 2 01 0 1 0 3 0 1 0 3
1 -1 3 — 0 3 -1 —1 — 0 0 —1 —10
3 -4 0 3 0 -1 0 -3 0 0 0 0
| 4 5 -3 5| (0 9 -3 -3 (0 0 -3 —30
(1 -1 0 2]
0 1 0 3
— 0 0 -1 —10
0 0 0 0
(0 0 0 0]

Assim, obtemos que o conjunto { (1,—1,0,2), (—1,2,0,1), (2,1,—1,3) } é uma base para
o subespago U+ W. Logo, dim(U + W) = 3. Considerando o resultado do Teorema 2.6.5

dim(UNW) = dim(U) + dim(W) — dim(U+W) =2 + 3 — 3 = 2

obtemos que dim(UNW) = 2.
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Exemplo 2.6.32 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita com dim(V
U e W sdo subespagos vetoriais de 'V com dim(U) > g e dim(W) >
que UNW # {0y }.

A prova é feita por absurdo, isto é, vamos negar a tese e obter uma contradi¢ao. Supondo
que UNW = {0y },isto é, dim(UNW) = 0. Pelo Teorema 2.6.5 temos que

dim(U+ W) = dim(U) + dim(W) — dim(UNW) = dim(U) + dim(W) > n

que é uma contradicao, pois U + W ¢é um subespaco vetorial de V' e temos que

dim(V) = n. Portanto, UNW # {0y }.

Exemplo 2.6.33 Considere o subespago vetorial S = { p(z) € Po(IR) / p(1) = 0}

do espago vetorial Py(IR). Determine uma base para S.

Considerando Py(IR) com a base canonica { 1, z, z* }, temos que p(x) € Py(IR) ¢é
escrito de modo tnico como p(x) = a + br + cx®. Impondo a condi¢io p(1) = 0,

para que p € S, obtemos a seguinte equacao algébrica
p(l) =a+ b+ c=0.

Assim, temos que a = —b — c¢. Podemos concluir que dim(S) = 2, pois temos dois

graus de liberdade. Logo, p(x) € S é escrito da seguinte forma:
plx) = (b — ¢) + bx + ca® = b(x — 1) + c(z® — 1).

Portanto, { (z — 1), (x> — 1) } é uma base para o subespago S.

Exemplo 2.6.34 Considere o sequinte subespaco

S ={p)eP(R) / p(=1) =0 e p(1) =0}

s,

do espago vetorial Py(IR). Temos que dim(S) =1 e o conjunto T = {z* — 1} ¢

uma base para o subespaco S.

Note que o elemento da base I' satisfaz as condigoes para que um elemento do espaco

vetorial Py(IR) pertenca ao subespaco S.
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Exemplo 2.6.35 Considere o sequinte subespago
S ={px) ePs(R) / p(-1) =0 e p(1) =0}
do espago vetorial Ps(IR). Encontre uma base para S.

Consideramos um elemento genérico p(z) = a + bx + ca? + da® € P3(IR) e vamos

impor as condigoes para que esse elemento pertenca ao subespago S, isto é,
P(=1) = b — 2¢ + 3d = 0
p(l) = a + b + ¢ + d =0

Assim, obtemos um sistema linear homogéneo com dois graus de liberdade. Desse modo,
podemos concluir que o subespaco S tem dimensao dois. Logo, temos uma relacao entre

os coeficientes dos elementos p(z) € S. Podemos verificar facilmente que
b = 2c — 3d e a = —3c + 2d

para ¢, d € IR. Substituindo a e b no polinémio p(z), obtemos que todo elemento do

subespago S ¢é escrito como:
p(r) = (=3 + 2z + 2*) + d(2 — 3z + 2°) ; c,d € IR.
Portanto, mostramos que o subespaco S é gerando pelo elementos do conjunto
I'={-3+2r+2%,2~—3z+2°},

que é linearmente independente em P3(IR). Logo, o conjunto I' é uma base para o

subespaco S.

Note que os elementos da base I' satisfazem as condigoes para que um elemento do

espago vetorial P3(IR) pertenca ao subespaco S.

Exemplo 2.6.36 Considere o sequinte subespaco

o (s enimn [ -0}

do espago vetorial Pa(IR). Temos que dim(S) = 2 e o conjunto
1 1
' =4¢ —- —= 2
R
¢ uma base para o subespaco S.

Note que os elementos da base I' satisfazem as condi¢oes para que um elemento do

espago vetorial P(IR) pertenca ao subespago S.
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FExercicios

Exercicio 2.42 Verifique se os elementos
w = (1,1,1,1) , wuy = (0,1,1,1) , wz = (0,0,1,1) e wuy = (0,0,0,1)

formam uma base para o espaco vetorial real IR*.

Exercicio 2.43 Encontre uma base para o subespaco W de IM;3(IR) definido por:
W ={Aec M((R)/ A" = —-A }.

Exercicio 2.44 Encontre uma base para o subespaco W de IM3(IR) definido por:
W ={Ae M(R) ] A" =A }.

Exercicio 2.45 Mostre que o conjunto v = {1, 1 —x, (1 —2)?, (1 —2)>} € uma base

para o espago vetorial real P3(IR).

Exercicio 2.46 Determine uma base para o subespago vetorial de IVM5(IR) dado por:

U:{lj i{] /x—y—z:()}.

Exercicio 2.47 Determine uma base para o espaco solucao do sistema linear

T+ y 4+ 2z + 2 =0
2c — y — 22 — t =0

que é um subespaco vetorial do IR*.

Exercicio 2.48 Considere os sequintes subespagos vetoriais de Ps(IR)
U = {px) =a+br +cx> € Po(R) /] a — 2 =0}
W = [l—x,2— 27

Determine uma base para o subespago U + W.

Exercicio 2.49 Considere os sequintes subespagos vetoriais de Po(IR)
U = {plx) =a+bx+ cx*> € Po(R) /] a —2c =0}
W = [l—x,x— 27

Determine uma base para o subespagco U NW.
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Exercicio 2.50 Considere os sequintes subespagos vetoriais de IMy(IR)

U:{[a b] : a,b,c,EB} e W:{[“ b] : a,b,cGlR}.
b ¢ c —a

Determine uma base para os subespacos U, W e UNW.

Exercicio 2.51 Para quais valores de a € IR o conjunto

g ={(a,1,0), (1,a,1), (0,1,a) }

¢ uma base para o espaco vetorial IR® ¢

Exercicio 2.52 Considere a sequinte Equagao Diferencial Ordindria (EDO)
—u"(z) + u(z) = 0.

Mostre que as fungoes uq(z) = exp(z) e uy = exp(—z) sao duas solugdes linearmente
independentes da EDO e que o conjunto T' = {uy(z), us(x)} € uma base para o espago
solugao da EDO.

Exercicio 2.53 Mostre que uma base para o espaco vetorial real U definido por:

U= {plx) € P3(R) / p(-1) = p(1) = 0}

¢ dada pelo conjunto v = {1 — 2*, o — 2% }.

Exercicio 2.54 Sejam U e W subespacos vetoriais de dimensdo finita de um espaco

vetorial V. Determine as condig¢oes necessdria e suficiente sobre os subespacos U e W

para que dim(UNW ) = dim(W).

Exercicio 2.55 Sejam U e W subespacos vetoriais de dimensdo finita de um espaco

vetorial V' com dimensoes m e n, respectivamente, onde m > n.
(a) Prove que dim(UNW) < n.

(b) Prove que dim(U + W) < n + m.

Exercicio 2.56 Determine uma base para o espaco vetorial IR* contendo os elementos

v = (1,L1,1,0) e  w=(1,1,21).
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Exercicio 2.57 Mostre que os polinomios

2 2 3

pi(e) =1, plo) =1+az, py(a) =1—-a" e pala) =1—-2—a" -z

formam uma base para o espago vetorial P3(IR).

Exercicio 2.58 Sejam V e W subespacos vetoriais do espaco vetorial IR® tais que
dim(V) =1, dim(W) = 2 e V ndo estd contido em W. Mostre que IR®> = VOW.

Exercicio 2.59 Determine uma base para o espaco solucao do sistema linear
xr — y — z — t =20
2y + 5z + t = 0
que € um subespaco vetorial do IR*.

Exercicio 2.60 Sejam U e W subespagos vetoriais de dimensao 3 do espago vetorial

IR*. Considerando que
unw = 1[(1,2,1,0), (-1,1,0,1), (1,5,2,1) ].

Qual € a dimensao do subespaco U + W 2

Exercicio 2.61 Sejam W o subespaco de IR* definido por:
W= {(x,y2t) E R* /]2 —y=2 e v —3y+t=20}

e U o subespago de IR* gerado pelos elementos uy = (1,2,1,3) e uy = (3,1, —1,4).

Determine uma base para o subespaco U + W e para o subespaco U N W.

Exercicio 2.62 Considere os sequintes subespacos de IR?

U = {(zy2)eR /z=0}
Vo o= {@y2) eR [/ y—2: =0}
W = [(1,1,0), (0,0,2)]

Determine uma base para cada um dos sequintes subespacos

uonv , V+W e U+V +W.
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2.7 Coordenadas

Uma das caracteristicas tteis de uma base # de um espaco vetorial V' de dimensao finita
¢ essencialmente que ela nos permite introduzir coordenadas em V' de maneira andloga as
coordenadas naturais x; de um elemento u = (xy, -+, x;) do espago vetorial IR™, por
exemplo. Assim, as coordenadas de um elemento u de V em relacao a base [ serao
os escalares que servem para representar u como uma combinacao linear dos elementos

da base ordenada [.

Se (8 ¢é uma base arbitraria do espaco vetorial V' de dimensao n, nao teremos nenhuma
ordenacao natural para os elementos de 3 e sera portanto necessario impormos uma certa
ordem sobre esses elementos antes de podermos definir as coordenadas de um elemento

de V' em relacao a f5.

Definicao 2.7.1 Seja S wum conjunto de n elementos. Uma ordenag¢ao do conjunto

S, € uma funcao do conjunto dos inteiros positivos 1, ---, n sobre o conjunto S.

Desse modo, uma ordenagao do conjunto é simplesmente uma regra para nos dizer que
elemento deve ser considerado como o primeiro elemento de S, que elemento é o segundo,

e assim sucessivamente.

Uma base ordenada de um espago vetorial V' de dimensao finita é uma base 3 de V,

mais uma ordenacao fixa dos elementos de (. Desse modo, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7.1 Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo IF e
B =A{{wv, -, v, } uma base ordenada de V. Entao, todo elemento de V ¢é escrito
de modo unico como uma combinacao linear dos elementos de [3, isto €, dado u € V

temos que existe uma unica n—upla (cy, -+, ¢,) € " tal que

n
u = E C;,U; .
i=1

Dizemos que c¢; € a i-ésima coordenada do elemento u com relacao a base ordenada (.

Demonstracao — Para mostrar a unicidade, vamos considerar que

n

u = ZC]‘U]‘ = ijvj — Z(Cj—bj)?}j = 0Oy.
j=1

7=1 7j=1
Como {wvy, -+, v, } élinearmente independente em V, temos que ¢; — b; = 0 para

todo j. Logo, ¢; = b; para todo j, o que completa a demonstracao. |
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Observamos que, cada base ordenada [ do espago vetorial V' determina uma bijecao
ueV-—i(, -,c) € F"

entre o conjunto de elementos de V' e o conjunto das n—uplas de [F™".

Esta associagao tem a propriedade de que o correspondente do elemento (u + v) € V
é a soma em I das correspondentes n—uplas de u e wv. Além disso, o correspondente
do elemento (Au) € V' é o produto em [F" do escalar A pela correspondente n—upla

do elemento w.

Neste ponto poderiamos perguntar por que nao tomar simplesmente uma base ordenada
no espaco vetorial V' e descrever cada elemento de V' pelo seu vetor de coordenadas,
visto que teriamos entao a conveniéncia de operar apenas com elementos de [F". Esta
atitude faria malograr nosso objetivo, por duas razoes. A primeira, como indica a nossa
definicao de espaco vetorial, estamos aprendendo a raciocinar com espacos vetoriais com
sistemas algébricos. A segunda, mesmo nos casos em que usamos coordenadas, os resul-
tados importantes decorrem de nossa habilidade de mudar o sistema de coordenadas, isto

é, mudar a base ordenada do espaco vetorial V.

Desse modo, sera mais conveniente utilizar a matriz de coordenadas do elemento u

em relagao a base ordenada [3, que denotamos por [u]g, dada por:

1

[ulg = ci € M, (FF)

Cn

Esta notacao sera particularmente 1til quando passarmos a descrever o que ocorre com as
coordenadas de um elemento u € V' quando fazemos a mudanca de uma base ordenada

para uma outra base ordenada, que é o tema da proxima secao.
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Teorema 2.7.2 Seja A € M, (IR). Se os vetores colunas de A formam um conjunto

linearmente independente em IR™. Entdo, a matriz A € invertivel.

Demonstracao — Sejam vy, ---, v, € IR" os vetores colunas da matriz A e suponha-
mos que W seja um subespago de IR"™ gerado pelos vetores colunas de A. Como os
vetores vy, +--, v, € IR™ sao linearmente independentes, temos que dim( W ) = n.
Pelo Corolério 2.6.3, temos que W = IR". Logo, existem escalares b;; € IR" tais que

n

ejzzbijvi 3 J=1 -, n

i=1
onde { ey, --,e, } ¢éa basecanonica do IR". Desse modo, a matriz B = [b;]
satisfaz A B = I, o que completa a demonstragao. [ |

Exemplo 2.7.1 Considere o espago vetorial real IR™ e o elemento
u = (r1, -, x,) € R".

Se 0 ={e, - ,e,} €abase ordenada candnica de IR", a matriz de coordenadas do

elemento uw em relacdo a base (B € dada por:

Ty
[ulg = |
L,
Para exemplificar, considere o elemento u = (1,2,4,7) € IR*. Assim, a matriz de

coordenadas de u com relacao a base ordenada canonica de IR* é dada por:

[ulg =

N &~ N =
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Exemplo 2.7.2 Podemos verificar facilmente que v = { 1,1+ x,1+2*} € uma
base ordenada para o espago vetorial real Py(IR). Determine as coordenadas do elemento

p(r) = 244z +2* em relagdo a base ordenada .

Inicialmente, escrevemos o polinémio p(x) como uma combinagao linear dos elementos

da base ordenada -y
p(r) = 2+4dx+2* = a + b(1+2) + c(1+2*)=(a+b+c) + br + ca?

Assim, obtemos o seguinte sistema linear nas incégnitas a, b e ¢ que sao as coordenadas

de p(x) com relacao a base ordenada -y

a+b+c¢c = 2

b = 4
c = 1
Desse modo, temos que a = —3,b =4 e ¢ = 1. Portanto, o vetor de coordenadas do

elemento p com relagao a base ordenada ~ ¢é dado por:

Exemplo 2.7.3 Considere o espaco vetorial real IR3. Determine as coordenadas do
elemento u = (2,1,4) € R* com relagdo a base v = {(1,1,1), (1,0,1), (1,0,-1) }.

Vamos escrever o elemento u = (2,1,4) € IR* como uma combinacao linear dos elementos

da base ordenada -y
u=(2,1,4) = a(1,1,1) + b(1,0,1) + ¢(1,0,-1)

Assim, obtemos o seguinte sistema linear nas incognitas a, b e ¢ que sao as coordenadas

de w com relagao a base ordenada ~y
a+b+c = 2
a = 1
a+b—-—c =4

Desse modo, temos que a =1, b =2 e ¢ = —1. Portanto, o vetor de coordenadas do

elemento u com relacao a base ordenada v ¢ dado por:
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Exemplo 2.7.4 Sejam V' um espago vetorial real e v = {wy, vg, v3, v4} uma base

ordenada para V. Pede—se:
(a) Mostre que 5 = { vy, v1 + v, V1 + V2 +v3, V1 + U3 +v3+ vy} € uma base de V.

(b) Se o elemento v €V tem como vetor de coordenadas

[v], =

N~ O

determine seu vetor de coordenadas [v]g.

Vamos mostrar que (3 é linearmente independente em V. Para isso, vamos considerar a

combinagao linear nula
avy + b(vy +v2) + (v +vy+v3) + d(vy +vy+v3+0vs) = Op.
Escrevendo a combinagao linear acima da seguinte forma:
(@a+b+c+dvy + b+ c+ dve + (¢ + d)vs + dvy = Oy

e utilizando a hipdtese que v = {wy, vg, v3, v4 } é linearmente independente em V|

obtemos o seguinte sistema linear triangular superior homogéneo
a + b + ¢c + d =0

b + ¢ + d = 0

c +d =0
d = 0
que tem por solucao a = b = ¢ = d = 0. Assim, provamos que 3 ¢é linearmente

independente em V. Logo, 3 ¢é uma base para V.

Note que, na primeira parte da resolucao, o vetor de coordenadas de um elemento v € V
na base (3 esta representado por:

_Q O o 2
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e o vetor de coordenadas do elemento v € V' na base ~ esta representado por

a+b+c+d
b+c+d
c+d

d

v]g =

Desse modo, para encontrar o vetor de coordenadas [v]g, conhecendo o vetor de coorde-

nadas [v],, basta obter a solucao do seguinte sistema linear triangular superior

a + b + c + d =4
b + ¢ + d = 3
c + d =1
d = 2
Portanto, temos que
1
s = |
2

Exemplo 2.7.5 Considere o espago vetorial real IMs(IR) com a base ordenada
v = { Ay, Ay, Az, Ay} onde

11 11 10 0 1
A = Ay = Ay = Ay =

10
Determine o vetor de coordenadas [A], da matriz A dada por:

Azlg g].

Resposta: | [A], =

wW = N
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Exemplo 2.7.6 Considere o espago vetorial F(IR) e o subespaco U = [uy(z), us(z)],
onde wu; = exp(r) e us = exp(—x). Podemos verificar facilmente que o conjunto
I' = {exp(z), exp(—z) } € uma base ordenada para o subespaco U. Temos que as fungoes
hiperbdolicas
et + e”® i et — e ®
cosh(z) = — e sinh(z) = ——
pertencem ao subespaco U e cujos vetores de coordenadas em relagcao a base ordenada T°

sao dados por

N = N
N = N =

respectivamente.

Teorema 2.7.3 Considere V' um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo IF
e B =A{{wv, -, v, } um conjunto finito de elementos de V. Se todo elemento de
V' € escrito de modo unico como uma combinagao linear dos elementos de (3, entao (3

¢ uma base de V.
Demonstragao — Como todo elemento de V' ¢é escrito como uma combinacao linear dos
elementos de [, temos que V é gerado pelos elementos do conjunto (. Agora basta
mostrar que [ ¢ linearmente independente em V.
Considere os escalares ¢y, -+, ¢, € IF' tais que
n
Z Cv; = Ov.
i=1
Temos também que
n
Z OJF v, = Ov.
i=1

Desse modo, pela hipotese de unicidade, obtemos ¢; = Op para ¢« =1, -+, n.

Portanto, 3 é uma base para o espaco vetorial V. [ |
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FExercicios

Exercicio 2.63 Considere o espago vetorial Ps(IR) com a base ordenada

y={1,1—x (1-2)? (1-2)°}.

Encontre o vetor de coordenadas [pl, do polinomio p(z) = 3 — 2x — 2.

Exercicio 2.64 Considere a base 3 = {2, a+x, 1+bz*} de Py(IR). Determine as
constantes a, b € IR de modo que o vetor de coordenadas do polinomio p(z) = x + x*

em relacao a base 3 seja dado por:

s =

— N W

Exercicio 2.65 Mostre que o conjunto v = {1,z +a, (x+a)*> }, para a € R fizo, é
uma base para o espago vetorial Po(IR).

Exercicio 2.66 Considere a base ordenada ~v = {1, x +a, (v +a)®}, a € R fizo,
do espago vetorial Py(IR). Considere que um elemento p(x) € Po(IR) tem por vetor de

coordenadas, em relagio a base ordenada candnica 3 = {1, x, x* },

1

[p(x)]lg = |co

C3

Determine o vetor de coordenadas do elemento p(x) em relagao a base ordenada ~.

Exercicio 2.67 Seja v = { vy, vy, v3 } uma base ordenada para o espago vetorial real
V. Pede-se:

(a) Mostre que B = { vy, vy +v9, —v1 +va+v3 } € também uma base para V.

(b) Considere que o vetor de coordenadas do elemento v € V', em relagao a base vy, é

dado por:

Determine o vetor de coordenadas do elemento v em relacao a base (3.
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2.8 Mudanca de Base

Teorema 2.8.1 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo I,
g=Av, ,v,} e vy={w, -, w,} bases ordenadas para V. Entao, existe

uma unica matriz P € M, (IF') invertivel tal que para todo u € V tem-se que

(a) [uly = Pluls;

(b) [ulg = P~ [ul,.

Demonstracao — Inicialmente vamos representar cada elemento v; da base ordenada (3

em relacao a base ordenada . Pelo Teorema 2.7.1, existem escalares pij, -+, pp; € IF,
bem definidos, tais que
n
v; = E Dij w; ) ]:177n
i=1
Dado um elemento u € V, sejam ¢y, -+, ¢, € IF suas coordenadas com relagao a

base ordenada (3, isto é,

n

n n
u = E Cj Uj = E Cj E pij w;
7=1 i=1

j=1
n n n n
S I NS o1 O o)
j=1 i=1 =1\ j=1
Assim, obtemos a relacao

i=1 \ j=1
Como as coordenadas by, ---, b, do elemento w € V com relagao a base ~ sao

determinadas de modo tnico, temos que

bizzpijcj ; =1 -
j=1

Tomando a matriz P = [p;;], podemos escrever a relacdo acima na forma matricial

3

[ul, = Plulg. Como (B e 7 sao linearmente independentes em V', entdo [u], = 0
se e somente se [u]g = 0. Assim, temos que P ¢é uma matriz invertivel. Logo, temos
que [ulg = P7'lu),. A matriz P = [p;] é denominada matriz de mudanga da base

ordenada ([ para a base ordenada <, o que completa a demonstragao. [ |

Utilizaremos a notagao [/ }g para a matriz de mudanca da base ordenada [ para a base

ordenada .
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Teorema 2.8.2 Considere P € IM,(IF') wma matriz invertivel. Sejam V um espaco
vetorial de dimensao finita sobre o corpo IF' e v = {wy, -+, w, } wma base ordenada

para V. Entao, existe uma tinica base ordenada 5 = { vy, -+, v, } de V tal que
(a) luly = Plulg;
(b) [ulg = P~ [u],.

para todo elemento u € V.

Demonstracao — Se § = { v, ---, v, } é uma base ordenada para V para qual

(a) é vélido, é claro que

n
=1

Desse modo, basta mostrar que os elementos v; assim definidos formam uma base para

V. Seja Q = [g;;] = P~'. Desse modo, temos que
Z 4k vy = Z 4k Z Dij w;
j=1 j=1 i=1

n

= > (gl%’;’%%)wi

j=1

= Z (Zpij%'k>wi
- ey
= Wi

Portanto, o subespaco gerado pelos elementos do conjunto [ contém ~. Logo, é igual
ao espaco vetorial V. Assim, [ ¢é uma base e, de sua definicao e do Teorema 2.8.1, é

evidente que (a) é vélido. Logo, (b) também o é, o que completa a demonstragao. W

Note que a j-ésima coluna da matriz P sao as coordenadas do j-ésimo elemento da base

ordenada (3 com relacao a base ordenada -, isto é,

n
U]:sz]wz ) ]Zlaan
i=1
Portanto, P é a matriz de mudanca da base ordenada [ para a base ordenada -, isto

6, P = [I)

e
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Exemplo 2.8.1 Considere a matriz P € IMy(IR) dada por:

cos(f) — sin(@)]

P =
sin(f)  cos(f)

onde 0 € um numero real. A matriz P ¢ a matriz de rotacio de um angulo 6 no

sentido anti-hordrio. A matriz P € invertivel e sua inversa € dada por:

Pl [ cos(f) Sin(G)].

—sin(f) cos(0)
Portanto, para cada 6 € IR, o conjunto v = { vy, vy } onde
vy = (cos(#), sin(6)) e vy = (—sin(#), cos(d))

é uma base ordenada de IR2.

Podemos observar que a base ordenada -~ pode ser descrita como sendo a base obtida
pela rotagao de um angulo 6 da base ordenada candnica [ = { ey, es }. Assim, dado

um elemento uw = (x,y) € IR?, temos que

= [ cos(0) sin(@)] [x] .
! —sin(f) cos(0)| |y
Logo, temos que [ul, = P *ulg e [u]lg = Plu],.

Esse exemplo é uma excelente ilustragao do Teorema 2.8.2. Para exemplificar, vamos
considerar 6 = . Desse modo, temos a base ordenada canonica § = { (1,0), (0,1) }
e a base ordenada v = { vy, vy } onde

V2 V2

V1 = 7(1,1) e Vg = B (—171)

Neste caso, as seguintes matrizes

V2 V2 V2 V2

2 2 . 2 2
P = e P =

V2 V2 V2 V2

2 2 2 2

que sao, respectivamente, a matriz de mudanca da base ordenada ~ para a base canonica

e a matriz de mudanga da base canonica 3 para a base ordenada .
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Exemplo 2.8.2 Considere o espaco vetorial real IR3. Determine a matriz de mudanca
de base, [I]g , da base candnica =1 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) } para a base ordenada
v={(1,1,1), (1,0,1), (1,0,—1) }.

Vamos escrever cada elemento da base canonica [ como uma combinagao linear dos
elementos da base -y

€1 = (1’()’ O) = pll(lylvl) + p21(1a0a1) + p31(1707_1)
€2 = (0,1,0) - pl?(lylal) + p22(1a0a1) + p32(1707_1)
€3 = <07071> - p13(17171) + p23<17071> + p33(1707_1>

obtendo tres sistemas lineares, que podem ser resolvidos pelo processo de escalonamento.

Assim, temos que

K 1 0]
1 1 1
17 =2 2
1 1
-0 —=
) 9.
E facil ver que
11 1
=10 o
11 -1
Portanto, temos que [I]}[1]7 = I.

Exemplo 2.8.3 Considere o espaco vetorial real IR?. Determine a matriz de mudanca
da base a = {(=3,-1), (—1,3) } para a base v = { (—1,1), (1,1) }.

Resposta: | [I]7 = [_1 2] e ([5)~" = [ =

Ol = oo

ol ot =
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Exemplo 2.8.4 Considere o espago vetorial real Py(IR). A matriz de mudanga da base

y={1+t1—¢} para uma base «, de um mesmo subespaco de Po(IR), é dada por
1 2
13 =
1 -1

Fazendo o = { pi1, p2 }, temos que

Determine a base «.

p(t) + pa(t) = 1 4+t
2pi(t) — pa(t) = 1 — &7

obtendo a seguinte relagao entre os elementos da base « com os elementos da base

n(t) = %(1 )+ %(1 2
p(t) = S48 — 3(1 - )

De outro modo, sabemos que

L2
g = amot = |
373

Assim, obtemos a relacao entre os elementos da base a com os elementos da base ~.

Exemplo 2.8.5 Considere o espago vetorial Py(IR). Determine a matriz de mudanga

da base candnica 3 = {1, x, 2>} para a base ordenada v = {2,1—xz, 1 —2? }.

Podemos verificar facilmente que

2 1 1

[I]g = -1 0

0 0 -1

Portanto, temos que

11 1
p S 2 2 2
[‘[]'y - (Mﬁ) = 0 —1 0
0 0 -1
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FExercicios

Exercicio 2.68 Considere a base ordenada v = { vy, vo, v3 } do IR?® onde
vy = (1,0,—1), ve = (1,1,1) e w3 = (1,0,0).

Encontre o vetor de coordenadas do elemento u = (a,b,c) € IR® com relagdo a base

ordenada .

Exercicio 2.69 Considere o sequinte subespago vetorial de IMs(IR)

U_{[j g]/x_y_z_o}.

Considere as sequintes bases do subespaco vetorial U

R IR (1 1 SRR R (e 5

Determine a matriz de mudanca de base [I]} .

Exercicio 2.70 Seja V' um espaco vetorial real de dimensao n. Sejam

6:{U17"'7Un}7a:{ula"'7un} € fy:{w17"'7wn}
trés bases ordenadas para V. Considerando a matriz P = [I°, a matriz de mudanga
da base [ para a base «, e Q = [I|¢, a matriz de mudan¢a da base « para a

Y 7
base . Determine a matriz de mudanc¢a da base (3 para a base -, [I]fj Utilizando esse

resultado mostre que uma matriz de mudang¢a de base é sempre invertivel.

Exercicio 2.71 Seja V' um espago vetorial real e [ = {uy, -+, u, } uma base para

V. Mostre que se A = [a;;] € uma matriz de ordem n invertivel, entdo os elementos

n

v; = E Ajj U; para j=1--.n
i=1

formam uma base para V' e que A € a matriz de mudanca da base v = {vy, -+, v, }

para a base 3, isto é A = [I]g
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Exercicio 2.72 Considere o espaco vetorial real IR*. A matriz de mudanca da base

ordenada v = {uy, us }, onde u; = (1,1) e wuy = (—2,2), para a base ordenada

a = {wv, v} € dada por:
1
mo= |,
4 =2

1
Determine a base ordenada «. Determine o elemento u € IR* tal que [u], = [2]
Exercicio 2.73 Considere as bases 3 = {uy, us, us} e v = {wy, wo, ws} de IR3,

relacionadas da sequinte forma:

wp = uy — Uy — us
Wy = 2U2 + 3U3
wy = 3uy +  ug

Pede-se:

(a) Determine as matrizes de mudanga de base [I17 e [I]}.

(b) Considere que o elemento u € IR® tem por vetor de coordenadas

Determine o vetor de coordenadas do elemento u com relacao a base .

Exercicio 2.74 Considere a sequinte matriz de mudanca de base

1 1 0

ny =10 -1 1

1 0 —1

Encontre:

oy
(@) [l onde ol = | 2
oih
®) [y onde s = | 2




