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PREFACIO i
A TERCEIRA EDICAO

Este livro teve como origem o texto de um curso de Algebra Linear,
oferecido para alunos de Engenharia, Fisica, Matemitica, Estatistica e Computagio
da Universidade Estadual de Campinas. O programa foi estabelecido tendo em vista
que seria o tinico curso de Algebra Linear que a maioria dos alunos receberia.

Por isso, procuramos englobar os assuntos que seriam indispensdveis aos cursos que
estes alunos seguissem posteriormente. Ele foi ministrado numa disciplina de
segundo semestre que € seqiiéncia de um curso, também semestral, de Geometria
Analitica.

Os pré-requisitos para a leitura deste texto sio os tpicos de Matemitica,
normalmente vistos até o curso Colegial. A partir destes, introduzimos e
desenvolvemos razoavelmente os conceitos basicos de Algebra Linear, procurando
sempre indicar aos alunos as fontes s quais eles podem recorrer para aprofundar
seus conhecimentos.

Alunos que cursam pela primeira vez esta disciplina, freqiientemente
julgam-na muito abstrata e nio véem como podem utilizar os conceitos basicos.

E, normalmente, muitos cursos terminam sem que se mostre aos alunos uma
aplicagdo concreta de tudo o que aprenderam.

Procuramos, entdo, dar aos topicos uma abordagem com dois objetivos:

1. Conseguir uma exposi¢io da matéria, de tal forma que a énfase seja
colocada no uso dos conceitos. Neste sentido, optamos por uma exposi¢do em
que estes sejam introduzidos, na medida do possivel, dentro de um contexto
onde surja a necessidade de sua apresentagio. Algumas demonstragdes sdo propostas
na forma de exercicios, o que permite uma maior fluéncia do texto e possibilita
ao aluno desenvolvé-las dentro do seu raciocinio légico.

<. Encaminhar os conceitos para a solugdo de problemas nos quais os alunos
ja tenham sentido dificuldade. Desta forma, ¢ conveniente fixar qualquer um dos
capitulos (Cap. 11: Classificagio de Cénicas e Quddricas; Cap. 12: Resolugio de
Sistemas de Equagdes Diferenciais; Cap. 13: Processos Iterativos, Cap. 14: Conjuntos
Convexos e Programagio Linear), como chave, ou seja, um capitulo que englobe
os diversos conceitos apresentados no livro. Na busca das solugGes para os
problemas que colocamos nestes capitulos recorremos 4 maioria dos conceitos
incorporados em um curso tradicional de Algebra Linear (nocdes de espago
vetorial, autovalores e autovetores, diagonalizago de operadores), de modo que
os alunos possam perceber a inter-relagdo entre eles e a aplicagdo conjunta
dos mesmos.



Dentro desta perspectiva, poderiamos sugerir algumas seqliéncias para
o desenvolvimento de um curso de Algebra Linear:

1. Capitulos 1a11;

2. Capitulos 1 a 8¢ 12;

3. Capitulos 1 a 8e 13;

4. Capitulos 12 8e 14.

Uma outra sugestio é a de que o conteddo deste livro seja desenvolvido,
como ja vem sendo feito, em disciplinas que integrem os tradicionais cursos de
Cilculo, Algebra Linear e Equagdes Diferenciais.

Quanto aos aspectos diddticos, gostariamos de ressaltar que os exercicios
sdo importantes inclusive como extensdo de cada capitulo. O conteudo foi
elaborado de modo a se enquadrar em diversos programas, podendo-se deixar
de estudar as seqOes assinaladas com asterisco sem prejuizo do entendimento dos
topicos abordados. Por exemplo, se¢es como Cadeia de Markov (se¢do 1.5)

e Ajuste de Curvas (8.8), que sdo topicos especiais, podem ou nao ser incluidas
de acordo com o interesse de cada aluno, grupo ou classe.

Nesta terceira edigdo, a antiga seqdo 4.9 foi ampliada e transformada no
atual Capitulo 14: Conjuntos Convexos e Programagao Linear. A relativa
simplicidade deste assunto e seu grande nimero de aplicagbes praticas sao
responsdveis por sua difusdo e interesse nos iltimos anos. Anexamos a este novo
capitulo uma se¢do de autoria do Prof. Antonio Carlos Moretti, que descreve
o algoritmo do método simplex para programagao linear ¢ indica as etapas para
a programagdo por microcomputadores deste método.

A nossa experiéncia, assim como a de outros professores, tem mostrado
que o nicleo de um curso introdutdrio de Algebra Linear e, portanto, o deste
livro, corresponde i matéria exposta nos Capitulos de 1 a 8, podendo ser
excluidas as se¢des 7.2 a 7.4, dependendo dos objetivos a atingir.
Recomendamos especial atengdo aos capitulos introdutérios, principalmente
a0 que trata de Sistemnas Lineares, e que fomecero a base técnica indispensavel
para a boa compreensdo dos demais capitulos, além de conterem em si métodos
fundamentais aplicéveis a muitas situagBes. Acreditamos que as se¢Oes e capitulos
alternativos permitam op¢Ges para trabathar com os conceitos de Algebra Linear
em diferentes dreas.

Queremos agradecer a todas as pessoas que leram e utilizaram o livro,
enviando sugestdes, € de modo especial aos professores Antonio Carlos Gilli Martins
e Jodo Frederico C. A. Meyer.

Os Autores

MATRIZES

1.1 INTRODUGAO

Nesta segdo, apresentamos os conceitos bésicos sobre matrizes. Estes conceitos
aparecem naturalmente na resolu¢do de muitos tipos de problemas e sio essen-
ciais, ndo apenas porque eles “ordenam e simplificam” o problema, mas tam-
bém porque fornecem novos métodos de resolugfo.

Chamames de marriz uma tabela de elementos dispostos em linhas e co-
lunas. Por exemplo, ao recolhermos os dados referentes a altura, peso e idade
de um grupo de quatro pessoas, podemos dispd-los na tabela:

Altura {m) Peso (kg) Idade {anos)
Pessoa 1 1,70 70 23
Pessca 2 1,75 60 45
Pessoa 3 1,60 52 25
Pessoa 4 1,81 72 30
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Ao abstrairmos os significados das linhas e colunas, temos a matriz:

1,70 70 23

1,75 60 45
1,60 52 25
181 72 30

Observe que em um problema em que o nimero de varidveis e de observagdes é
muito grande, essa disposigo ordenada dos dados em forma de matriz torna-se abso-
lutamente indispensdvel.

Outros exemplos de matrizes sdo:

2x -1
2 3 3 0o 1] (1]
o X

Os elementos de uma matriz podem ser ntmeros (reais ou complexos), fun¢bes,
ou ainda outras matrizes.
Representaremos uma matriz de m linhas ¢ n colunas por:

dn a2 - dyp
a2 22 w 2p

Amxn = : : : = [afj]mxn
Imr dm2 - 9mn

Usaremos sempre letras maidsculas para denotar matrizes, e quando quisermos
especificar a ordem de uma matriz A (isto é, o nimero de linhas e colunas),

escreveremos A, x,. Também sdo utilizadas outras notagdes para matriz, além
de colchetes, como parénteses ou duas barras. Por exemplo:

2 -1 2 -1
0 4 0 4
Nao obstante, neste livro as matrizes aparecerdo sempre entre colchetes.

Para localizar um elemento de uma matriz, dizemos a linha e a coluna
(nesta ordem) em que ele estd. Por exemplo, na matriz.

1 0o -4
A2X3=|:4 -3 2:|

o elemento que estd na primeira linha e terceira coluna é -4, isto é, 2,3= -4,
Ainda neste exemplo, temos g, = 1. a2 = 0, a2 = 4. a5 = -3¢ a3 = 2.

Matrizes 3

1.1.1 Definigio: Duas matrizes Apmxpn = [lmxn € Brxs = [bijlrxs sd0
iguais, A = B, se elas tém o mesmo numero de linhas (m = r) e colunas (n =
= 5), e todos os seus elementos correspondentes sdo iguais (¢ = by).

E lo: n
xempio 33 1 logl| _ |9 sn9" O
2 22 5 T2 4 5

1.2 TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

Ao trabalhar com matrizes, observamos que existem algumas que, seja pela
quantidade de linhas ou colunas, ou ainda, pela natureza de seus elementos,
tém propriedades que as diferenciam de uma matriz qualguer. Além disso, estes
tipos de matrizes aparecemn freqiientemente na prdtica e, por isso, recebem no-
mes especiais.

Consideremos uma matriz com m linhas e n colunas que denotamos por

Amxp:

1.2.1 Matriz Quadrada ¢ aquela cujo nimero de linhas € igual ao namero
de colunas (m = n).

Exemplos:
1 -2 0
3 0 1 e [8]
4 5 6

No caso de matrizes quadradas A, x,,, costumamos dizer que A é uma matriz
de ordem m.

1.2.2 Matriz Nula ¢ aquela em que @y = O, para todo f e J.

0 o
A2X2=[0 OjI e Byxs =

1.2.3 Matriz-Coluna é aquela que possui uma unica coluna (n = 1).

Exemplos:

e

I
[ = e
oo o
cCoOo
o O o
<

Exemplos:

Analogamente, temos:
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1.2.4 Matriz-Linha é aquela onde m = 1,
Exemplos: 3 0 -1] e [0 0]

1.2,6 Matriz Diagonal ¢ uma matriz quadrada (m = 1) onde ay = 0, para
i # j, isto &, os elementos que ndo estdo na “‘diagonal” sio nulos.

Exemplos:
3 0 0 0
7 0 0
o1 olé® 0 3 0 0
0 0 -1 0 0 3 0
0o 0 0 3

Um exemplo importante de matriz diagonal vem a seguir.

1.2.6 Matriz Identidade Quadrada ¢ aquela em quea;; =1 ¢ a; =0, para

it
1 0 0
13=010e12=(‘)‘1’
0 0 1

Exemplos:
1.2.7 Matriz Triangular Superior ¢ uma matriz quadrada onde todos os
elementos abaixo da diagonal sio nulos, isto é, m = n e a; = 0, para i > .

2 1 0
0 -1 4 |e [g bJ
0 0 3 ¢

1.2.8 Matriz Triangular inferior ¢ aquela em que m = n e g;; = 0, para
i <j

Exemplos:

Exemplos:
2 0 0
1 -1 0 0 > 00
1 2 2 ol¢ 7 0 0
1 0 5 4 2 b3

Matrizes

1.2,9 Matriz Simétrica ¢ aquela onde m = n ¢ g = a5

Exemplos:
b ¢ d
4 3 -1 a
3 2 ofe|P ¢ f 8
10 5 ¢ f h i
d g i k

Observe que, no caso de uma matriz simétrica, a parte superior ¢ uma “‘refle-
xd0” da parte inferior, em relagio 4 diagonal.

1.3 OPERAGOES COM MATRIZES

Ao utilizar matrizes, surge naturalmente a necessidade de efetuarmos certas ope-
ragoes, Por exemplo, consideremos as tabelas, que descrevern a produgao de graos
em dois anos consecutivos,

Producio de grios {em milhares de toneladas) durante o primeiro ano

5

soja feijdo arroz milho
Regido A 3000 200 400 600
Regido B 700 350 700 100
Regido C 1000 100 500 800

Produgio de grios {em milhares de toneladas) durante o segundo ano

soja feijao Aoz milho
Regido A 5000 50 200 0
Regiao B 2000 100 300 300
Regido C 2000 100 600 600

Se quisermos montar uma tabela que dé a produgdo por produto e por regido
nos dois anos conjuntamente, teremos que somar os elementos corresponden-

tes das duas tabelas anteriores:
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3000 200 400 600 5000 50 200 0 8000 250 600 600
700 350 700 100 |+}2000 100 300 300|=|2700 450 1000 400
1000 100 500 800 2000 100 600 600 3000 200 1100 1400

Ou seja:

Produciio de grdos (em milhares de toneladas} durante os dois anos

soja feijao arroz milho
Regiao A 8000 250 600 600
Regido B 2700 450 1000 400
Regiao C 3000 200 1100 1400

Podemos considerar agora a seguinte situago. Existem muitos incentivos
para se incrementar a producdo, condigdes clim4ticas favordveis etc., de tal
forma que a previsio para a safra do terceiro ano serd o triplo da produgfo do
primeiro. Assim, a matriz de estimativa de produgdo deste tltimo serd:

soja  feijao arroz milho
3000 200 400 600 9000 600 1200 1800 | Regiio A
3. 700 350 700 100 ] = | 2100 1050 2100 300 { Regido B
1000 100 500 800 3000 300 1500 2400} Regido C

Acabamos de efetuar, neste exemplo, duas operagdes com matrizes: soma e
multiplicagdo por um ndmero, que serdo definidas formalmente, a seguir.

1.3.1 Adigio: A soma de duas matrizes de mesma ordem, Ay x, =
= [ai] € Bpyxp = [byl, é uma matriz m x n, que denotaremos A + B, cujos
elementos sdo somas dos elementos correspondentes de A ¢ B. Isto &,

A+B= [a,v,- + bl'j]mxn

1 -1 0 4 1 3
4 O|+|-2 S5i{=12 35
2 5 1 0 3 5

Observe que, pela forma com que foi definida, a adigdo de matrizes tem as
mesmas propriedades que a adigdo de mimeros reais.

Exemplo:

Matrizes 7

Propriedades: Dadas as matrizes A, B ¢ C de mesma ordem m X n, temos:
i) A+ B=B+ A (comutatividade)
i) A+ (B +C)=(A+ B)+ C (associatividade)
iii) A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nula m x n.
Podera ser usada a notag@o 0, x , para a matriz nula, quando houver perigo de
confusio com o nimero zero.
A operagio que definiremos a seguir € a multiplicagio de vma matriz
por um nimero (real ou complexo), também chamada multiplicagdo por esca-
lar.

1.3.2 Multiplicagdo por Escalar: Seja A = [a,-]-]mx,, e k¥ um nimero, entio
definimos uma nova matriz

k- A = [kagilmxn

[ 8]-[3 %

Propriedades: Dadas matrizes A ¢ B de mesma ordem m x n ¢ nimeros k.k e
k4, temos:
i) (A +B)=kA+ kB
i) (ki + kDA = kA + A
iify 0- A = 0, isto é, se multiplicarmos o nimero zero por qualquer matriz
A teremos a matriz nula.
iv) ki(kaA) = (kyka)A
As vezes, é conveniente considerarmos as linhas de uma dada matriz como
colunas de uma nova matriz.

Exemplo:

1.3.3 Transposicdo: Dada uma matriz A = ¢} x5, podemos obter uma
outra matriz A" = [bfly x m, cujas linhas sdo as colunas de A, isto &, by =ay.
A’ é denominada fransposta de A.

1.3.4 Exemplos
Exemplo 1.

2 1
' 2 0 -1
= IX2

1 4
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Exemplo 2:
_ |3 e[ 3
B'[3 2} B‘[3 2}
Exemplo 3:
1 '
[2} = [1 2]
Propriedades:

/) Uma matriz é simétrica se, e somente se ela € igual 4 sua transposta, isto
¢, se, e somente se A = A’ (Observe a matriz B acima.)
iiy A" = A. Isto é, a transposta da transposta de uma matriz é ela mesma.
i) (A + B) = A" + B'. Em palavras, a transposta de uma soma € igual & so-
ma das transpostas.
vy (kA)Y = kA', onde k é qualquer escalar,

Antes de definir uma outra operacdo, a multiplicagio de matrizes, veja-
mos um exemple do que pode ocorrer na pritica.

Suponhamos que a seguinte matriz. fornega as quantidades das vitaminas
A, B ¢ C obtidas em cada unidade dos alimentos I e II.

A B C

Alimento 1 [4 3 0
Alimento II |5 0 1

S¢ ingerirmos 5 unidades do alimento I e 2 unidades do alimento II, quanto
consumiremos de cada tipo de vitarnina?

Podemos representar o consumo dos alimentos I e 1l (nesta ordem) pela
matriz “‘consumo’:

[5 2]

A operagdo que vai nos fornecer a quantidade ingerida de cada vitamina ¢ o

“produto”;
4 3 0
*
CEECEE M

=|5+4+2.5 5.342.0 5.0+2.1]
={30 15 2]

Isto ¢, serfo ingeridas 30 unidades de vitamina A, 15 de B ¢ 2 de C.

Matrizes 9

Outro problema que poderemos considerar em relagio aos dados anteriores é
o seguinte:

Se o custo dos alimentos depender somente do seu contéudo vitaminico e
soubermos que os pregos por unidade de vitamina A, B ¢ C sdo, respectivamente,
1,5,3 e 5 u.c.p., quanto pagariamos pela porgdo de alimentos indicada anterior-

mente?

1,5
*" [30 15 2]-|3
5

=[30(1,5) +15(3) +2(5)]

=100}
Qu seja, pagariamos 100 u.c.p.

Observamos que nos “produtos” de matrizes efetuados em (*) e (**), cada
um dos elementos da matriz-resultado é obtido a partir de uma linha da primeira
inatriz e uma coluna da segunda. Além disso, com relagdo s ordens das matrizes en-

volvidas, temos:
Em (*) [ Jixz « [ laxs =[ lixs

Em (**) [ lixs * [ Lxi =1 lixa

O exemplo anterior esboga uma definigdo de multiplica¢do de matrizes A ¢ B,
quando A é uma matriz linha. Esta nogdo de produto pode ser estendida para o
caso mais geral, e os elementos da matriz-produto serao obtidos pela soma de produ-
tos dos elementos de uma linha da primeira matriz pelos elementos de uma coluna
da segunda matriz. Por exemplo,

Sejam
_| % 2 413
Azxz =
a3 G2 d23
by b
€ Bixz =|bn bn
b bn

A matriz-produto AB ¢ a matriz 2 X 2 definida como:

by b
AB = [311 LE}) ‘713] ) b:: b;

@y d23 23

by by
_ @y by +apby tazba ay by tanba t “13b32:‘
- @y by tanbn tanby ay bz tanbn * ay3b3x

Agora, passemos para a definigdo geral.
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1.3.5 Multiplicacdo de Matrizes: Sejam A = laylxn ¢ B = [Brslnxp-
Definimos AB = [cyybmx p

onde

n
Cyp = Z aukbkv = “ulblv + ..+ aunbnv
k=1

Observagdes:

i) S6 podemos efetuar o produto de duas matrizes A, x, ¢ Byxp se o ni-
* mero de colunas da primeira for igual ao nimero de linhas da segunda,
isto é, n = [. Além disso, a matrizresultado C = AB serd de ordem

mxp.

i) O elemento ¢; (i-<sima linha e j¢sima coluna da matriz-produto) ¢ obti-
do, multiplicando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos
elementos correspondentes ‘da j<¢sima coluna da segunda matriz, e soman-
do estes produtos.

1.3.6 Exemplos

Exemplo 1:
2 1 — 2:1+1:0 2-1)+1-4
4 2 [0 4] =|4.1+2.0 4-1)+2.4 =
5 3]sx2 X2 1 5.1 43.0 S5(-1)+3-4]3%;
2 2
=14 4
5 7
Exemplo 2:

2 1
[1 -1} i 5
0 4 2 X2 5 3 32

Nio é possivel efetuar esta multiplicagdo, porque o nimero de colunas da primeira
¢ diferente do nimero de linhas da segunda.

Exemplo 3:
1 0 0 6 1
-2 3 1o 6 1 19 12 -8
5 4 3 08 24k |12 62 -3
0 1]axz 38 -2axs

Matrizes 11

Propriedades:
i) Em geral AB % BA (podendo mesmo um dos membros estar definido e o
outro nio).
Exemplo:
(1 1 1 2 3
Sejam A =|-3 2 -1|eB=[2 4 6
| -2 1 0 1 2 3
[0 0 0 a1 6 -l
Entio AB=|0 0 0je BA=|-22 12 -2
(0 0 0 116 -l

Note, ainda, que AB = 0, sem que A=0ou B =0.
Desde que sejam possiveis as operagdes, as seguintes propriedades sdo vilidas:
iiy Al = IA = A (Isto justifica o nome da matriz identidade.)
i) A(B + C) = AB + AC (distributividade a esquerda da multiplica¢do, em re-
lagdo 4 soma)
i) (A + B)C = AC + BC (distributividade 2 direita da multiplicagdo, em
relagio 4 soma)
v} (AB)C = A(BC) (associatividade)
vi) (ABY = B'A’ (Observe a ordem!)
vii) 0-A=0eA-0=0

1.4 EXERCICIOS

1. Sejam

-1
1 2 3 2 0 1
A-[2 , _1},3_[3 0 ]],c_ 2 eD=[2 -1]

Encontre:

atA+B
B)A - C
B -C
4HC-D
e)D - A
)D-B
g -A

h) -D
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o oW

10.

11.

12.

13.

‘-2
2 = - A =
. 8e A = A - A entio 32

2 x2

'SejaA=[2x—l 0].SeA'=A,entiiox-—-

. Se A ¢é uma matriz simétrica, entio A - A’ =
Se A ¢ uma matriz triangular superior, entdo A’ ¢
Se A ¢ uma matriz diagonal, entdo A’ =

. Verdadeiro ou falso?
a) (-AY = -(A)

B)(A+B) =B +A

¢) Se AB = 0, entio A = 0 ou B = 0.

d) (k1 A) (k2B) = (kik2)AB

e) (-A) (-B) = - (AB)

P Se A ¢ B sio matrizes simétricas, entdo AB = BA.

g)Se A-B=0,entioB: A =0

h) Se podemos efetuar o produto A - A, entdo A é uma matriz quadrada.

1]?

_Se A ¢ uma matriz triangular superior, entdo A? ¢

112 3 ' 1 0]
x y _ ]
Ache x, y, z, w se [z w| [3 4] =15 .

—_—

1 -3 2 1 4 1 0_1 2 1 -1 =2
Dadas A =) 2 1 3|,B=|2 1 1leC=]3 2 -1 -1
4 -3 -1 ) 2 2 .5 -1 0

mostre que AB = AC. ,

Suponha que A # O e AB = AC onde A, B, C so matrizes tais que a multiplica-

¢do esteja definida.
a)B=C7
b) Se existir uma matriz Y, tal que YA = I, onde I é a matriz identidade, entdo

B=C?

Explique por que, em geral, (A + BY # A2 +2AB+B*e¢(A+B)(A-B)#
A? - B

2 .3 -5 -1 3 5 2 2 -4
Dadas A=|-1 4 5| B=]1 -3 5|eC=|-1 3 4],
| -3 4 -1 35 1 2 -3

14.

15.

16.
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a) Mostre que AB=BA=0,AC=AeCA=C
b) Use os resultados de (a) para mostrar que ACB = CBA, A? - B* -
= (A-B)(A+B) ¢ (Az By =A” +B,

Se A = [ i -:23], ache B, de modo que B? = A.
Um construtor tem contratos para construir 3 estilos de casa: moderno, medi-
terrineo e colonial. A quantidade de material empregada em cada tipo de casa é
dada pela matriz:

Ferro Madeira Vidro Tinta Tijolo
Moderno 5 20 16 7 17
Mediterraneo 7 i8 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

(Qualquer semelhanga dos nGmeros com a realidade é mera coincidéncia.)

a) Se ele vai construir 5,7 ¢ 12 casas dos tipos moderno, mediterrineo e colonial,
respectivamente, quantas unidades de cada material serdo empregadas?

b) Suponha agora que os precos por unidade de ferro, madeira, vidro, tinta e ti-
jolo sejam, respectivamente, 15, 8, 5, 1 e 10 u.c.p. Qual é o prego unitirio
de cada tipo de casa?

¢} Qual o custo total do material empregado?

Uma rede de comunicagio tem cinco locais com transmissores de poténcias
distintas. Estabelecemos que g;; = 1, na matriz abaixo, significa que a
esta¢do { pode transmitir diretamente i estagdo j, a;; = O significa que a
transmissio da esta¢do i ndo alcanga a estagdo . Observe que a diagonal
principal & nula significando que uma estagio nfo transmite diretamente
para si mesma.

>

1]
IO o O - O'
Foe T e N S o, QY SN
P B U o S PP

1 1
1 ©
1 0
0 1
1 0]

Qual seria o significado da matriz A? = A « A?
5
Seja A? = [cj;]. Calculemos o elemento ca; = Z Aapdio = 0+0+1+0+0=1.
k=1
Note que a unica parcela ndo nula veio de a43+a3; = 1+ 1. Isto significa
que a estacio 4 transmite para a estagio 2 através de uma retransmissdo
pela estagdo 3, embora ndo exista uma transmissdo direta de 4 para 2.
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@) Calcule A?.

b) Quat o significado de cy3 = 27

¢) Discuta o significado dos termos nulos, iguais a 1 e maiores que 1 de
modo a justificar a afirmagdo: “A matriz A” representa o nimero de
caminhos disponiveis para se ir de uma estag3o a outra com uma (nica
retransmissao’’.

d) Qual o significado das matrizes A + A%, A% e A + A% + A*?

e) Se A fosse simétrica, o que significaria?

17. Existem trés marcas de automdveis disponiveis no mercado: o Jacaré, o
Piranha ¢ o Urubu. O termo a;; da matriz A abaixo € a probabilidade de
que um dono de carro da linha i mude para o carro da coluna /, quando
comprar um carre novo.

Para
J P 4]

Ji07 02 0,1
Pe P|03 05 02
Ulo4 04 0.2

Os termos da diagonal ddo a probabilidade a;; de se comprar um carro
novo da mesma marca.

A’ representa as probabilidades de se mudar de uma marca para outra
depois de duas compras. Vocé pode verificar isto a partir dos conceitos bisicos
de probabilidade (consulte 1.5) e produto de matrizes.

Calcule A? e interprete.

18. Tente descobrir outras situagdes concretas que possam ser analisadas de
modo similar ao de cada um dos problemas 15, 16 ¢ 17.

* 1.5 PROCESSOS ALEATORIOS: CADEIAS DE MARKOV

Muitos dos processos que OcOffem na natureza e na sociedade podem ser estu-
dados (pelo menos em primeira aproximagdo) como se o fenomeno estudado
passasse, a partir de um estado inicial, por uma seqiéncia de estados, onde a
transigio de um determinado estado para o seguinte ocorreria segundo uma
certa probabilidade. (Suporemos nesta secgio um conhecimento minimo sobre
probabilidades.) No caso em que esta probabilidade de transicdio depende ape-
nas do estado em que o fendmeno se encontra e do estado a seguir, o proces-
so serd chamado processo de Markov e uma seqiéncia de estados seguindo
este processo serd denominada uma cadeia de Markov. Evidentemente, ao se
supor tal restrigdo estaremos simplificando, talvez demasiadamente, uma vez
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que as probabilidades podem se modificar com o tempo. Mas, assim mesmo, a
informagdo que obtivermos com este modelo jd nos servird de auxilio para
uma previsio do comportamento de certos fenémenos.

Suponhamos, por exemplo, que, em uma determinada regido, observa-se
que se chover bastante durante um ano, a probabilidade de que chova bastante

no ano seguinte € %, e que a probabilidade de que faga seca ¢ de % . Ainda,
se houver seca em um ano, no ano seguinte a probabilidade de haver seca ou
chuva suficiente serd a mesma, ¢ igual a-lf . Suponhames também, para simplificar

(0 que nioc ocorre na pritica, embora possamos usar como recurso para ter um
indicador da situag¢do), que estas probabilidades ndo mudem com o decorrer do
tempo. Os estados possiveis para este processo sdo: chuva e seca,

Podemos ter, entdo, as seguintes seqiiéncias de acontecimentos (drvore de
probabilidades):

Assim, sabendo que no primeiro ano houve seca, a probabilidade de que

. 1 1.1 1 3
reeito ano € = + — F — + =— = =
chova bastante no terceiro a i T S

anos aumenta, as contas se tornam mais complicadas e, se estivermos interessa-
dos em previsGes a longo prazo sobre o clima da regido, temos que procurar
um outro procedimento. Isto pode ser feito se introduzirmos a nog¢do de matriz
das probabilidades de transicdo, e a de vetor de probabilidades, A matriz T das
probabilidades de transicio € obtida da tabela de probabilidades onde o elemen-
to na j-ésima linha e j-ésima coluna indica a probabilidade de transi¢do do j-ési-
mo para o i-<simo estado.

Conforme o namero de

12 ano 29 ano 32 ano. .,
1
1 3 C—_____,__,__.———'P'
e
4 C< R C — chuva
s § — seca
D
C 3 1
= 3 .
p((:.l) \ /C_.__‘_ﬂ_
s 1
_.__.______.__-——-.—
\L_S____‘_.’

1 e ——
/4/3,-70-____.__

1 c 2
i’ 2 A s T
s 1 S
\ -/?/‘y C —_— .
1 = . Bibliotecp
Figura 1.5.1. 2 Ciéncia &

Pel

\
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O vetor de probabilidades é a matriz

Bt =
B =

pt

p™

cuja primeira linha dd a probabilidade de que haja chuva no #-ésimo ano e a segunda
linha di a probabilidade de que haja seca no n-ésimo ano.
Analisando a drvore de probabilidades vemos que

@_ 1w, o
pL‘ = 4 pC + 2 pS
2y 3,1
by " =4 Pe '+ o Ps
1 1 1 1
0] |7 7| [pw] |7 7
Observamos que T - | "¢ | = ST | =
(1) 3 1 (1) 3 w1l m
ps - = ps =P +=p
4 2 4Pe 7 Ps
e portanto )
2 piV
pgz) pgl)

¢

O mesmo ocorre do segundo para o terceiro ano, deste para o quarto etc. Temos,

entdo, a seqiiéncia:

1 ano 2% ano

p((:l) sz) pgl)
ol =T L

pi) ps Ps

3%ane
pga) sz) . p£1)
P}s) pgz) pél)
n-§simo ano .
o PtV
pi" P
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Portanto, o comportamento do clima desta regido a longo prazo (isto ¢, quando n
aumenta) poderd ser previsto se soubermos que os elementos das matrizes T",
n=1,2, ...seaproximam dos elementos de uma matriz fixa P pois, neste caso,

P —— p; e p™® — py quandon —— o

coIm

P _p P?)
P2 P;l)

(Tal previsdo é importante, pois se chegarmos, por exemplo, 4 conclusdo que
p{") - 1 quando n -+ oo, a longo prazo a regido se tornard um deserto.)

Se T" njo se aproxima de uma matriz P, entdo nio poderemos fazer ne-
nhuma previsdo a longo prazo, pois o processo se modificard bastante a cada
passo. Assim, um dos problemas que devemos resolver é quais sdo as condigGes
sobre a matriz T das probabilidades de transi¢io, para que suas poténcias s¢
aproximem de uma determinada matriz. Antes de resolver isto, porém, vamos
formalizar a situagdo anterior.

1.5.1 Definigio: Um processo aleatdrio de Markov é um processo que po-
de assumir estados a,, a,, ..., 4, de tal modo que a probabilidade de transi¢io
de I;m estado g; para um estado a; seja py (um ndmero que s6 depende de a;
e a;).

A matriz das probabilidades de transicao {matriz estocdstica) é dada por;

Pu P2 --- Dir

P Prn ... P
T =

Pn Prn .- Prmr

(Observe que py; = 0, e que a soma de cada coluna deve ser 1.)
G vetor de probabilidades é aquele cuja i-6sima linha dé a probabilidade
de ocorréncia do estado 4; ap6s n transaces:

pi"

M
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Seguindo o raciocinio do exemplo anterior vemos que, apOs n passos,

pi” PV
: =T .| :
" pih

1.5.2 Previstes a Longo Prazo: Para podermos fazer previsoes a longo

prazo, a matriz T deve cumprir certas condices. Assim, introduzimos a defini¢do

a seguir.

1.5.3 Defini¢do: Uma matriz das probabilidades de transi¢do € regular se
alguma de suas poténcias tem todos os elementos ndo nulos.
A importincia da matriz regular para as previsdes a longo prazo é dada

pelo teorema abaixo:

1.5.4 Teorema: S¢ a matriz T, x, das probabilidades de transigio ¢ regular,

entio:
i) As poténcias T" aproximam-se de uma matriz P, no sentido de que cada
elemento de T? aproxima-se do elemento correspondente em P.
if) Todas as colunas de P sdo iguais, sendo dadas por um vetor-coluna

T4
Vo=
Pr
comp, > 0,p2 20, .., pr > 0.
iii) Para qualquer vetor de probabilidades inicial

pit
Vl =

i

o vetor de probabilidades TV, aproxima-se de V (dado no item anterior).

i} O vetor V € o unico vetor que satisfaz V = TV.
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O que este teorema nos diz é que se a matriz das probabilidades de tran-
sigio ¢ regular, entdo é possivel fazer previsao a longo prazo e esta ndo depen-
de das probabilidades iniciais V,. Além disso, o item (fv) nos indicard como
achar as probabilidades depois de um longo praze. O processo utilizado para se
encontrar o vetor “final” de probabilidades, usando o item (jv), corresponde &
procura de autovetor associado ao autovalor um da matriz T, segundo as deno-
minagBes que veremos no Capitulo 6. Ndo faremos a prova deste teorema por-
que isto nos desviard demais de nossos objetivos.

1.6.6 Exemplos

Exemplo 1: No problema sobre previsio de clima que estivamos estudan-
do na introdugio,

B jw .':.|.—

é regular pois sua primeira poténcia, isto €, ela mesma, jé tem todos os elemen
tos estritamente positivos; e assim podemos concluir, usando o item (iv), que
quaisquer que sejam as probabilidades iniciais, as probabilidades a longo prazo
sio dadas por:

1 1
[pc] _ |4 2 Pe
Ps 3 1 Ps
4 2
1 1
{Pc=gpc+5ps
ou 3 )
Ps =% Pct3Ps

ou 2ps = 3pc 3
2ps = 3pc Ps =7 P

Como devemos ter p, + pg = 1 {que € a probabilidade total), temos p +%Pc =

=1 ou p, =< e, portanto, pg =% . Assim, a longo prazo a probabilidade de

Al

um ano de chuva é% , enquanto que a probabilidade de um ano de seca €3
(dentro das hip6teses simplificadoras), e portanto a regido tenderd a uma ligeira
aridez.
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) Exemplo 2. Suponhamos que em uma determinada regido, a cada ano
trés por ento da populagdo rural migra para as cidades, enquanto que apenas
um por cento da popula¢do urbana migra para o meio rural. Se todas as de-
mais condigbes permanecerem estdveis, as condigdes politicas ndo mudarem, e
estas porcentagens de migragio continuarem as mesmas, qual deve ser a relacdo
entre as populagdes urbana e rural desta regiso a longo prazo?

Como trés por cento da populagdo rural migra para o meio urbano, a
probabilidade de migra¢do do meio rural para o meio urbano é 0,03, enquanto

que a probabilidade de nio migragdo é 0,97. Como um por cento da populagdo

urbana migra para o meio rural a probabilidade de migragio do meio urbano
para o rural € 0,01 e a de ndo migra¢io ¢ 0,99. Denotando por U o meio ur-
bano ¢ por R o meijo rural, temos a matriz das probabilidades de transigdo:

| R U
R| 097 0,01
U|003 099

Como a matriz ¢ regular, a longo prazo as probabilidades pg, de viver no meio
rural, e pyy, de viver no meio urbano, devem satisfazer

0,97 0,01 PR PR

donde p;; = 3pp e, como devemos ter py; + pp = 1, temos Pr =025 ¢
Py = 0,75, Ou seja, a longo prazo, € se nfo houver modificagBes nas tendénci-

as de migragdo, teremos 25% da populagdo no meio rural ¢ 75% da populagio
no meic urbano.

Exemplo 3: Observa-se experimentalmente que, em condigdes naturais e
sem ser submetida 4 pesca industrial, a quantidade de uma certa espécie de
peixes varia da seguinte forma: se em um determinado ano a populagio dimi-
nuiu, a probabilidade de que diminua ainda mais no ano seguinte é de 0,6 e,
s¢ em um determinado ano a popula¢do aumenta, a probabilidade de que dimi-
nua no ano seguinte ¢ de apenas 0,3. Entretanto, observase que sendo subme-
tida a pesca industrial, quando a populago aumenta num determinado ano, a
probabilidade de que diminua no ano seguinte se altera para 0,5, enquanto que
se a populagdo diminui num ano, a probabilidade de que diminua no ano se-
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guinte continua sendo de 0,6. Deseja-se saber como, a longo prazo, a pesca in-
dustrial estard afetando os peixes dessa espécie, para ver se € necessirio diminuir
a intensidade de pesca ou se, ac contrdrio, é possivel aumentd-la.

Os estados deste processo sdo: diminuigdo da populagdo (D) e aumento
da populagdo (A). Entdo, sem haver pesca industrial, a matriz de probabilidades
de transi¢io é

|D A
D|06 03
A|04 07

Como € uma matriz regular, as probabilidades pp, da populagdo diminuir e py
da populagdo aumentar a longo prazo sdo dadas por
4

06 03], ] _[rp
04 07 P4 PA

que, sendo resolvida (lembrando que pp + pyg = 1), fornece pp :% epq =7 -

Portanto, como a probabilidade de a populagdo aumentar é maior, em condi-
¢Bes naturais, a espécie tem a sobrevivéncia razoavelmente garantida. Com a

pesca industrial, a matriz se altera para

| D A
D |06 05
A |04 05

Como é uma matriz regular, a longo prazo pp ¢ py sdo dadas por
0,6 05 ol _[pp
04 05] |pa| |pa

Assim, temos pp =—; epy = -g- Como a probabilidade de a populagdo dimi-

nuir & maior, se a espécie for submetida 4 pesca industrial, sua sobrevivéncia
serd ameacada e, portanto, a pesca deve ser diminuida.

Exemplo 4: Duas substdncias distintas estdo em contato e trocam fons de
sédio entre si. Sabe-se (por dedugdo tebrica, ou experimentagdo) que um ion
de sodio do meio (1) tem probabilidade 0,7 de passar ao meio (2), enquanto
que um fon de sédio que esteja no meio (2) tem probabilidade 0,1 de passar
ao meio (1). Colocando-se dois moles de sédio no meio (1), quais serdo as con-
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meio {1} meio (2)

\\\\\* _:

a\\\xﬂw

N

Figura 1.5.2

centragoes de sédio em cada um dos meios, apés um longo periodo de tempo?
Os estados deste processo s3o: o ion estd no meio (1) e o fon estd no
meio (2). A matriz de probabilidades de transicio €.
| meio (1) meio (2)
03 0,1
0,7 09

meio (1)

meio (2)

Sejam p, e p, as probabilidades de estar no meio (1) e (2), respectivamente.
Entdo, inicialmente, quando todo o sbdio foi colocado no meio (1), pit A
p( 1) = 0. Como a matriz de probabilidades € regular, a longo prazo as proba-
bilidades ndo dependem das probabilidades iniciais, ¢ devem satisfazer

03 0,1 el [ B
0’7 0!9 [Pz] - P‘z]

Resolvendo (lembrando sempre que p; + py = 1), temos p; === € P, =—;— .

oof—

Logo, as concentragdes finais em cada meio s80 — - 2 = 0,25 moles no meio

o

U)e%-2=l]5md%nomﬂo@)

1.5.6 Previsdes em Genética: Com pequenas modifica¢tes das idéias usadas
nos processos de Markov, podemos estudar vérios problemas genéticos. Sabemos
que o tipo mais simples de transmissio de heranga genética ¢ efetuado através
de pares de genes, os quais podem ser ambos dominantes, recessivos, ou um
dominante e outro recessivo. Chamemos ¢ o gene dominante e g o gene reces-
sivo. Um individuo serd chamado dominante se tiver genes GG, hibrido se tiver
genes Gg, ¢ recessivo, caso os genes sejam gg. Um. individuo herda os genes ao
acaso, um deles de seu pai e 0 outro de sua mde. Assim, nos virios tipos de
cruzamento, temos probabilidades distintas de transmissdo de heranga genética.
No caso de cruzamento de individuos dominantes teremos somente filhos de
gendtipos dominantes.
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GG com probabilidade 1
GG cruzado com GG — Gg com probabilidade 0

gg com probabilidade 0

No caso de cruzamento de individuos recessivos, teremos:

GG com probabilidade 0
gg cruzado com gg — Gg com probabilidade O
gg com probabilidade 1

No caso do cruzamento de um individuo dominante com um recessivo, temos:

GG com probabilidade 0
GG cruzado com gg —=Gg com probabilidade 1
gg¢ com probabilidade ¢

No caso do cruzamento de um individuo dominante com um hibrido, temos;

GG com probabilidade 0,5
GG cruzado com Gg — Gg com probabilidade 0,5
gg com probabilidade 0

No caso recessivo ¢ hibrido, temos:

GG com probabilidade 0
gg cruzado com Gg —= Gg com probabilidade 0,5
gg cam probabilidade 0,5

E finalmente, no caso de dois individuos hibridos, temos:

GG com probabilidade 0,25
Gg cruzado com Gg — Gg com probabilidade 0,5
= gg com probabilidade 0,25

Denotando por d, dominante, r, recessivo ¢ ki, hibrido, e os respectivos cruza-
mentos por d X d, d X r etc., colocando as probabilidades em colunas, pode-
mos montar a seguinte matriz T:

|dXd rXr dXr dXh rXh hXh
d| 1 0 0 0,5 0 0,25
h{ 0 0 1 0.5 0,5 0,5

ri 0 1 0 0 0,5 0,25

Biblioteca de
Ciéncia & Tecnof g
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Além disso, numa populagio numerosa composta por uma porcentagem
py? de individuos de caracteristicas dominantes, piY) de individuos hibridos e

p,(.l) de individuos de caracteristicas recessivas, a probabilidade de cruzamento

de genes de um individuo dominante com outro dominante ¢ p‘(i‘) . pé'). Se

quizermos calcular a probabilidade de um cruzamento onde um dos individuos
¢ dominante e o outro é hibrido, temos que somar pfj) . p},‘) (considerando
que o primeiro é dominante e o segundo € hibrido) a p},l) . pé’). Assim, a
probabilidade ¢ de 2p§') . p,(,'). Os outros casos seguem 0 mesmo raciocinio e
temos entdo:

Cruzamento Probabilidade
d X d pél) ) p‘(il)
rXor pfv . pttt
dxr 2pd” - pM
d X h 2050 pi

2 p1), Hi1)
r Xh D, p
h X h pi - piY

(Estamos supondo que a caracteristica genética analisada seja tal que ndo inter-
fira no cruzamento natural.)

Entdo, podemos ter as porcentagens de individuos dominantes, pg"), de
individuos hibridos, pf¥’, e de individuos recessivos, p¥, da segunda geragdo,
multiplicando as matrizes:

o)
p@] 11 00050 o025 oV - pY
P |=]0 01 05 05 03 2 - o
p®| o1 0 0 05 025 w3 pi?
20 - pp
p;ll) . p;'l)

Supondo que nio haja novo cruzamento de individuos da primeira gera-
¢do (o que, em geral, ocorre com populagdes de insetos etc.), uma vez obtidas
as porcentagens de individuos da segunda geragdo, podemos obter as porcenta-
gens da terceira geragdo, multiplicando novamente a matriz T pelos novos da-
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dos, e assim sucessivamente. Dessa forma, obtemos o perfil genético de qualquer
geragdo. Evidentemente, os cdlculos tornam-se demorados, mas podem ser feitos
facilmente, se usarmos calculadoras. Este tipo de andlise € muito simples (de-
mais talvez), mas é importante em muijtos campos, como em Agricultura, para
se ter uma idéia da propagacio da resisténcia genética a certos tipos de doenga,
da resisténcia de insetos a tipos de inseticidas etc.

Exemplo: Aplica-se um certo tipo de inseticida em uma plantagfo,
para se combater uma determinada espécie de insetos. Apds a aplicagdo verifi-
ca-se que, dos poucos insetos sobreviventes, 60% eram resistentes ac inseticida
e os outros 40% ndo o eram (e haviam sobrevivido por razdes casuais). Sabe-se
que o ciclo de vida desses insetos é de um ano ¢ que eles se cruzam apenas
uma vez em cada geragfo. Além disso, ficou comprovada que a resisténcia ao
inseticida é uma caracteristica dominante e que o inseticida ndo foi aplicado
novamente. Tendo estes dados em mente, perguntamos qual € a porcentagem
de insetos resistentes ao inseticida ap6s dois anos?

Como a resisténcia é uma caracteristica dominante, os insetos resistentes
podem ter gendtipo GG ou Gg na relagdo 1:2, e assim, 20% dos insetos resis-
tentes sdo dominantes e 40% sio hibridos. Temos, portanto, p&]) = 0,2, pﬁ,l) =
=04e pﬁl) = 0,4 e assim, a distribui¢io da porcentagem dos insetos apds um
ano é dada por

[ ©2) - 02 ]
» 04 - (04)
P |10 005 0035 5. (04)
g2 =0 0 1 05 05 05 |-]|202)-(04)
2(0.4) + (0.4)
P o 1 0 0 05 025 | 04) - 04) ]

ou seja, p¥) = 0,16, pf) = 048 e p{¥ = 0,36. Ap6s mais um ano, a distribui-
¢do de insetos serd dada por

[ ©16) (0.16) ]
- (0,36) (0,36)
Py L0 0 05 0 03015016 (036)
pPl=l0 0 1 05 05 05 2(0,16) (048)
o 2(0,36) (0.48)
Py 0 1 0 0 05 0,25 (048) (048) |

ou seja, p‘?) = 0.16, p}f) =048 e p}” = 0,36. Assim, apés dois anas, a por-

centagem dos insetos resistentes ao inseticida serd p§ + p§ = 0.16 + 048 =
= 0,64, ou seja, 64% da populagdo ¢ resistente. Dessa forma, se for necessaria
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uma nova aplicagdo de inseticida, ndo serd conveniente aplicar 0 mesmo tipo,
pois ele matard no médximo 36% do insetos.

Observe que a distribuigdo dos insetos quanto ao gendtipo GG, Gg ou gg
permaneceu a mesma na segunda e terceira geragdes. (py) = p,?) = 0,16
P2 = pf = 048 e p = pi¥ = 036)

Calcule as probabilidades para a quarta geragdo de insetos (depois de trés
anos). O resultado que vocé obteve ndo ¢ uma casualidade. Existe uma “lei ge-
nética” muito conhecida, que estabelece sob condigbes ideais que depois da se-
gunda geragdo, a distribui¢do entre os gendtipos permanece a MeSMA. Assim, se

partirmos de uma populagio onde a formagdo inicial ¢ dada por freqiiéncias
p&') = u, p},‘) =ve pﬁ‘) = w, temos:

Gendtipo | Geragdo iniciel | Gerages seguintes
GG u (u + % ¥
Gg v 2u +—;—)(w +%)
% w w+3)

Vocé pode mostrar esta relagdo através do produto de matrizes.

No “modelo genético” considerado neste pardgrafo, ¢ assumida uma situa-
¢do-padrio: nio existe migraco, os encontros 530 a0 acaso, ndo ocorrem muta-

¢des nem selegdo, os dois sexos aparecem sempre em quantidades iguais.
Esta relagdo de estabilidade genética aqui apresentada foi mostrada inde-
pendentemente, pelo matemdtico G. H. Hardy e o genético W. Weinberg em

1908.

» 1.6 EXERCICIOS

1. Suponha que um corretor da Bolsa de Valores faga um pedido para comprar

acdes na segunda-feira, como segue: 400 quotas de acdo A, 500 gquotas da
agdo B e 600 quotas da agdo C. As agbes A, B e C custam por quota
Cr$ 500,00, Cr$ 400,00 e Cr$ 250,00, respectivamente.

a) Encontre o custo total de agdes, usando multiplicagdo de matrizes.
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b) Qual serd o ganho ou a perda quando as agBes forem vendidas seis meses
mais tarde se as acdes A, B e C custam Cr¥ 600,00, Cr$ 350,00 e
Cr$ 300,00 por guota, respectivamente?

. E observado que as probabilidades de um time de futebol ganhar, perder e

empatar uma partida depois de conseguir uma vitoria 55.017 Le respec-

5 1o
tivamente; e depois de ser derrotado sdo 13—0 ,13—0 € %, respectivamente; e
depois de empatar séo—;- ,—‘;'- e% , respectivamente. Se o time ndo melhorar

nem piorar, conseguird mais vitorias que derrotas a longo prazo?

. Numa pesquisa procura-se estabelecer uma correlagdo entre os niveis de esco-

laridade de pais e filhos. Estabelecendo as letras P para os que concluiram o
curso primdrio, § para o curso secunddrio e U para o curso universitirio, a
probabilidade de um filho pertencer a um destes grupos, dependendo do gru-
po em que o pai estd ¢ dada pela matriz

P 5 U
2 1
1 1 1
S13 37 3
12
UO33

Qual ¢ a probabilidade de um neto de um individuo que realizou o curso
secunddrio ser um universitdrio?

. Numa cidade industrial, os dados sobre a qualidade do ar sdo classificados

como satisfatério (8) e insatisfatério (I). Assuma que, se num dia € registrado
S, a probabilidade de se ter S no dia seguinte ¢ de %e que, uma vez regis-
trado [, tem—se% de probabilidade de ocorrer S no dia seguinte.

a) Qual é a probabilidade do quarto dia ser S, se o primeiro dia é I?
b} O que se pode dizer a longo prazo sobre a probabilidade de termos dias
Soul?

. Numa ilha maravilhosa verificou-se que a cor azul ocorre em borboletas de

gendtipo aa, e ndo ocorre em Ad ¢ A4, Suponha que a proporgao de bor-
boletas azuis seja% . Depois de algumas geragdes, qual serd a porcentagem

das borboletas ndo azuis, mas capazes de ter filhotes azuis?
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1.7 RESPOSTAS

1.7.1 Respostas de 1.4

2.x =1
4. Triangular inferior
6.9 V; )V, OF, &4V, oF, NF, g F; BV
8. Triangular superior
12. Porque em geral o produto de matrizes nao é comutativo.
15. a) (146 526 260 158 388]
492
b) | 528
465
c) Cr$ 11.736,00
6.a) [1 1 2 3 1]
0 2 2 2 2
1 0 2 1 t
c ¥ 0 2 0
0 0 1 0 1]
17. [059 028 03]
044 039 0,17
048 036 0,16

1.7.2 Respostas de 1.6

2. As probabilidades de ganhar, perder ou empatar, a longo prazo, sdo aproxi-

madamente iguais a 1/3, sendo a probabilidade de ganhar ligeiramente maior.

3. A probabilidade é 1/3.
4. a) 31125 . '
b) A longo prazo, a probabilidade de termos dias satisfatorios € 1/4 e de

termos dias insatisfatorios € 3/4.
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SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES

2.1 INTRODUGAO

Na natuieza, as coisas estfo senmipre mudando, se transformando, e o ser huma-
no, para garantir sua sobrevivéncia e melhorar sua existéncia, precisa conhecer

e dominar estes processos de mudanga. Um dos métodos encontrados para se
descrever estas transformagGes foi o de procurar nestas o0 que permanece cons-
tante durante a mudanga. Por exemplo, sabemos que o hidrogénio (H,) reage
com o oxigénio (O,) para produzir dgua (H,0). Mas, quanto de hidrogénio e
de oxigénio precisamos? Esta é uma mudanga que podemos descrever do seguin-
te modo: x moléculas de H, reagem com y moléculas de O, produzinde z mo-
léculas de H,0, ou esquematicamente:

xH, + yO, — zH,0.

O yue permanece constante nessa mudanga? Como os dtomos nao 20
modificados, o nimero de 4tomos de cada elemento no inicio da reagdo deve
ser igual ao namero de itomos desse mesmo elemento, no fim da reagdo. Assim,
para o hidrogénio devemos ter 2x = 2z, e para o oxigénio, 2y = Z. Portanto, as
as nossas incognitas x, y e z devem satisfazer as equagDes:

2x - 2z
2y - zZ

0
0
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Se conseguirmos descobrir quais $30 0s nimeros x, y, z que satisfazem simul-
taneamente estas relagSes, teremos aprendido um pouco mais sobre como se
comporta a natureza.

Este procedimento que consiste em identificarmos ¢ que permanece cons-
tante na mudanga, leva a um sistema de equagBes que precisa ser resolvido e,
em muitos casos, as equagdes envolvidas s3o lineares (como no exemplo ante-
rior da reagio de H, com O,). Evidentemente, vocé ji sabe um pouco como
resolver este tipo de sistema, mas quando o nimero de equagdes se torna muito
grande, ou temos menos equagdes do que incdgnitas (como no caso anterior),
podem surgir muitas dividas, até mesmo sobre a existéncia ou ndo de solugdo
para o sistema. '

Por outro lado, em sistemas que apresentam mais do que uma solugdo ¢
necessirio ter-se uma forma clara de se expressar todas elas. Por exemplo, no
sisterna anterior vocé pode encontrar duas solugBes distintas para (x, ¥, 2)
(faga isto!), mas s6 o terd resolvido se conseguir expressar o conjunto de todas
as solugdes. Por isso, nosso objetivo neste capitulo é estudar um método para
a resolugio de sistemas lineares em geral. A técnica que serd utilizada pode nio
ser a melhor no caso de sistemas muito simples, mas tem a vantagem de poder

ser aplicada sempre e ser facilmente mecanizada, E particularmente util em sis-
temas com grande nimero de incognitas onde o uso de calculadoras € ineviti-
vel. Em sfntese, este método consiste em substituir o sistema inicial por siste-
mas cada vez mais simples, sempre “equivalentes” ao original.

Comecemos com o seguinte exemplo. (Para efeito de visualizagdo, coloca-
remos a0 lado de cada sistema uma matriz a ele associada.)

X, tdx, 35 =1 (D) 1 4 3
(I) 2x1 + ng + 4X3 =4 (2) 2 5 4 4
-3, -2 =5 (3) 1 3 2 5

19 Passo: Eliminamos x; das equagbes (2) e (3). Para isto, multiplicamos a
equagdo (1) por -2 e somamos a equagao obtida com a equagdo (2), obtendo
uma nova equagdo (2'). Da mesma maneira produziremos a equagdo (3'), obti-
da ao multiplicarmos a equagdo (1) por -1, somando esta nova equagio & equa-
¢2o (3). Isto resulta no seguinte sistema:

X t4x, +3x;=1 (1) 1 4 3 1
(I dox; -3x;, -2x;3=2 (2) 0 -3 -2 2
x, - 7X2 -5x3 =4 (3') 0 -7 -5 4
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20 Passo: Tornamos o coeficiente de x; da equagdo (2') igual a 1. Para isto,
multiplicamos a equagdo (2") por ~1/3. O sistema resultante é:

X, t 4x2 + 3x3 =1 (]”) 1 4 3 1

2 _ 2 " 2 b)

(Ill) Ox, + x4 + 3 X3 = - 3 (2 ) 0 1 3 iy
Ox; ~ 7%y - 5x3 =4 3 0 -7 -5 4

30 Passo: Eliminamos x, das equagdes (1") e (3"). Para isto, multiplicamos a
equagio (2") por -4 e somamos a esta a equagdo (1"), obtendo (1"'). De ma-
neira andloga obtemos (3'), mult]pllcando a equagio (2") por 7 e somando a
esta nova equagio a equagdo (3").

1 11 Hr 1 11

¥t tgx=5 (17 (1 0 5 75

2 2 e 2 2

(IV) Ox; + x, + Tx;; = —"i' (2 ) 0 1 3 T3
1 2 re 1 2
0X1+OXZ—EX3=—? (3 ) 0 0 -? —T

49 Passo: Tornamos o coeficiente de x; na equagdo (3"} igual a 1. Para isto,
multiplicamos a equagdo (3"') por -3. Isto resulta no seguinte sistema:

1 11 j 1 11
x‘+0x2+'3'x:‘=“§‘ (lw) 1 0 '3“ T

2 2 j 2 2

(V) q0x + Xy + 5 X3 = -~ 2" 01 5 -5
Ox, + 0x, + x3=2 (37 0 0 1 2

59 Passo: Eliminamos x; das duas primeiras equagdes do sistema V. Multiplica-
mos a equagio (3") por -1/3 e somamos a esta nova equagdo a equagio (1%).
De modo andlogo, multiplicamos a equagdo (3%) por -2/3 e a esta nova equa-
¢do somamos a equagdo (27). Sistema resultante:

xl + OxI + OX3 = 3 1 O O 3
(IV) {Ox; + x; + 0x3=2-2 o 1 0 -2
Oxl + 0x2 + Xz = 2 0 0 1 2
ou ainda:
X, = 3
= -2 Riblioteca de
X3 = 2 Ciéncia & Tecnoggia

Pel
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Assim, cada sistema foi obtido a partir do sistema anterior, por “opera-
¢hes” que preservaram as igualdades, Por isto, cada terna (x;, X3, x3) que € so-
lugdo do sistema I, também serd solugio dos sistemnas seguintes. Deste modo,
uma vez encontradas as solugtes do sistema VI, as solugGes do sistema I, se
existirem devemn estar entre estas, isto é, toda solucdo do sistema I também é
solucdo do sistema VI

O ponto fundamental deste procedimento é que as etapas sio todas re-
versiveis. Por exemplo, partindo do sistema If podemos obter o sistema I, da
seguinte maneira: ,

(1} = (1}

2)=2--0Y+2)
3y = (1) +3")

(Com esta notagdo estamos querendo indicar que, por exemplo, a segunda linha
(2) do sistema 1 ¢ obtida multiplicando-se por dois a primeira linha (1") do sis-
tema I1 e somando-se a segunda linha (2') do sistema 11, isto &, (2) =2 -
- (1 +(2))

De modo andlogo, vocé pode obter o sistema V a partir de VI, IV a par-
tir de V, LI a partir de 1V e 1l a partir de ill. Usando o mesmo argumento
anterior, podemos dizer que todz solugdo de VI rambém é solugao de f. A par-
tir das duas afirmacgdes destacadas acima concluimos que os sistemas I, II, III,
IV, V e VI tém as mesmas solugdes e, portanto, x; = 3, x; = -2 e X3 = 2,
que & a solugdo de VI, ¢ a nnica solugdo do sistema inicial 1. (Vocé pode ve-
rificar por substitui¢do direta, que esta € uma solugdo, mas apenas como ga-
rantia de que nio erramos nos cdlculos,)

Podemos afirmar que no exemplo anterior os sistemas I, 11, III, IV, V ¢
VI sdo equivalentes segundo a definicdo dada a seguir.

Observe que, no exemplo anterior, as Unicas operagdes que efetuamos
sfo dos seguintes tipos:

i) Multiplicar uma equagfo por um nimero diferente de zero.

if) Adicionar a equagdo a outra.

Existe ainda uma outra opera¢do que as vezes precisaremos efetuar neste

procedimento, e ela também ¢ reversivel.
iif) Permutar duas equagGes,

Por exemplo, no sistema:

x; + 3x3 = 5 (1)
Xy +30, + x3=2 (2)
2x, +dx, - X3 = (3)

|
—
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nosso primeiro passo seria permutar as equagbes (1} e (2), de modo a obter o
coeficiente de x, diferente de zero na primeira equagio.

Estas operaces num sistema produzem Sempre sistemas com rmesmo
conjunto-solugio, como vimos no exemplo anterior. Uma demonstragdo formal
deste fato, usando matrizes elementares, serd vista em 3.8.5. Agora iremos usar
matrizes para apresentar uma maneira organizada de resclver sistemas de equa-
¢oes, seguindo a idéia do exemplo anterior. Antes, porém, vamos formalizar
alguns conceitos.

2.2 SISTEMAS E MATRIZES

2.2.1 Conceitos
Um sistema de equag@es lineares com m equagdes e n incégnitas é um conjunto

de equagdes do tipo:

anXx; tapx, t.ootagxy = b
@y X, +apX, t . tdgXy = by

(+)
Xy T dppaXy + o0 T dgpXy = bm

com ¢jj, 1 £i<m, | <j<n nameros reais {ou complexos).
Uma solugio do sistema (*) é uma n-upla de nimeros (X, X2, «., Xn)
que satisfaga simultaneamente estas m equagdes.

Dois sistemas de equacOes lineares sdo equivalentes se, e somente se toda
solugao de qualquer um dos sistemas também €& solu¢do do outro.

2.2.2 Sistemas e Matrizes

Podemos escrever o sistema (#) numa forma matricial:

an 4 e i X1 by
a1 d; v d2p X2 by
2y Ema vas Amp Xn bm

ou A - X =B onde
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é a matriz dos coeficientes,

X1

Xn

a matriz das incognitas e

a matriz dos termos independentes.
Uma outra matriz que podemos associar ao sistema &

a1 /27 we  @in bl
dm  dm2 . 9mn  bm

que chamamos matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz é simples-
mente uma representagio abreviada da equagio correspondente no sistema.
Observe que no exemplo dado em 2.1, ao lado de cada sistemna, escrevemos sua

matriz ampliada. Assim, no sistema dado:
Xy +4x; +3x3 =1
2x, + sz + 4)-'3 =4
X - 3x, -2):3:5

temos a forma matricial

th
N

b

[ 5]

I
Lh g —

Em termos de matrizes ampliadas, na resolugdo do sistema, partimos de

1 4 3 1
2 5 4 4
P -3 -2 5
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¢ chegamos a

1 0 0 3
0 1 0 -2
0 0 1 2
que ¢ a matriz ampliada do sistema VI
Xy = 3
x2 X = -‘2
X3 = 2

através de operagOes equivalentes as efetuadas nas equagdes dos sistemas. Estas
que serio definidas a seguir sdo as operagGes elementares sobre as linhas de
uma matriz.

2.3 OPERAGOES ELEMENTARES
Sdo trés as operagDes elementares sobre as linhas de uma matriz.

i) Permuta das i-ésima e j-ésima linhas. (L; «— L))

Exemplo: Ly — L,

10 10
4 <|— |3 4
3 4 4 -1

i) Multiplicagio da i-ésima linha por um escalar ndo nulo k. (£; — kL)

Exemplo: L, —+ -3L,

1 4] 1 0
4 -1|—|-12 3
-3 4 -3 4

iif) Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima li-
nha. (L; — L; + kL;)

Exemplo: Ly — Ly + 2L,

1 0 1 0
4 -1|—1] 4 -1
-3 -1 4
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Se A e B sdo matrizes m X n, dizemos que B é linha equivalente a A e B
for obtida de A através de um numero finito de operagGes elementares sobre
as linhas de A. Notagdes: A—~B ou A ~ B.

Por exemplo,

1 0] 1 0
4 -1| é linha equivalente a } 0 1|, pois
-3 | 0 O
1 0] 1 0
- _ - -——
L_; ‘ll Ly > Ly -4l _g l Ly—>L3+3l,
1 0] 1 0 1 0
0 -1|——m=s|0 1|-—F— |0 1
- -1 [, 4 —
|_0 4 Lz Lz 0 4 L3—>13 4L2 0 0

J4 comentamos em 2.1 que as operagdes com linhas de um sistema pro-
duzem outro sistema equivalente ao inicial. Em termos de matrizes, podemos

enunciar este resultado como:

2.3.1 Teorema: Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes

30 equivalentes.

(A demonstragio deste teorema, usando-se matrizes elementares, estd em
38.5)

Como vimos, o processo utilizado para se resolver sistemas por “‘elimina-
¢do de incognitas” corresponde a passar a matriz ampliada do sistema inicial
para matrizes-linha equivalentes a esta, até que cheguemos a uma matriz conve-
niente que indique a splugio do sistema original. Vocé pode observar em 2.2
que a matriz final (associada ao sistema VI) tem uma forma especial. Ela ¢ um
exemplo do que chamaremos matriz-linha reduzida a forma escada. O método
que apresentamos aqui consiste em obter por linha-redugio estas matrizes, por
meio das quais chegamos 4 solugdo do sistema de uma forma explicita.

Um outro .método, conhecido como o Método de Gauss, reduz por linha-
-equivaléncia a matriz ampliada do sistema a uma matriz “triangular”. (Vocé te-
14 a oportunidade de resolver sistemas por este método, que é muito usado por
suas vantagens computacionais, no Exercicio 17 de 2.6, Nao perca!)

Sistemas de EquacBes Lineares 37

2.4 FORMA ESCADA

2.4.1 Definigdo: Uma matriz m X n é linha reduzide d forma escada se

a) O primeiro elemento nio nulo de uma linha ndo nula é 1.

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento nio nulo de alguma linha tem
todos os seus outros elementos iguais a zero.

¢) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas (isto ¢, daquelas
que possuem pelo menos um elemento ndo nulo).

d) Se as linhas 1, ..., r sdo as linhas nfo nulas, e se o primeiro elemento nio
nulo da linha i ocorre na coluna k;, entdo ky < ky < ... < k.

Esta dltima condi¢do impde a forma escada & matriz:

[ -

%

Figura 2.4.1
Isto é, o niimero de zeros precedendo o primeiro elementc nao nulo de
uma linha aumenta a cada linha, até que sobrem somente linhas nulas, se hou-

Ver.

2.4.2 Exemplos

L 0 0 0 =
Exemplo 1: o 1 -1 0 Nio ¢ a forma escada pois a segunda
o0 1 0 condi¢gdo ndo é satisfeita,
0 2 1 _
Exemplo 2: 1 o0 - Nio é a forma escada pois ndo satisfaz a
0 0 o primeira e a quarta condigBes.

o

—
L}

W

Nio satisfaz a primeira nem a

0 1
Exemplo 3: ¢ 0 0o 0 0 .
12 terceira condig@o.

6 1 -3 0 2 . .
Exemplo 4: 0o o0 0 1 2 E a forma escada. pois todas as
00 0 0 0 condigbes sdo satisfeitas.
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2.4.3 Teorema: Toda matriz Ay, 6 linha equivalente a uma Gnica ma-
triz-linha reduzida 4 forma escada.

Para a demonstragdo, veja a secgdo 2.7. Este teorema permite-nos definir
o0s conceitos abaixo que serfo telacionados a seguir com © namero real de equa-
¢Ges e 0 nimero de solugdes de um sistema,

2.4.4 Definigio: Dada uma matriz Ay, xp,, seja By xn 8 matriz-linha re-
duzida i forma escada linha equivalente a A. O posto de A, denotado por p, é
o numero de linhas nio nulas de B. A nulidade de A é o nidmero 1 - p.

Observamos que dada uma matriz A qualquer, para achar seu posto neces-
sitamos encontrar primeiro sua matriz-linha reduzida a forma escada, ¢ depois
contar suas linhas ndo nulas. Este numero € o posto de A. A nulidade é a di-
ferenga entre colunas de A e o posto.

2.4.5 Exemplos

Exemplo 1: Desejamos encontrar 0 posto e a nulidade de A, onde

1 2 1 0
A=]-1 0 3 3
i -2 1 1

Assim, efetuamos as seguintes operagBes com matrizes:

1 2 1 0 1 2 1 0 219
1 0 3 $5|—1lo 2 4 5/—J0 1 2 _g. s
2011 0 -4 0 1 o 4 0 1
1 0 0 -1
1 0 -3 -5 1 0 -3 -5 g
5 s 1
01 2 3|—jo 1 2 F|—fo 1 0 -5
0 0 11 1 , .
00 1 3 20 1 &

OpostodeAé3eanulidadedeAé4—3= 1.
Observagdo: Se interpretarmos a matriz A dada acima como sendo a matriz
ampliada de um sistema linear, teremos:
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X+ 2x; + X3 =
-x1+0x2+3x3—

X, - I + X,y

[
—_—n O

A matriz-linha reduzida 4 forma escada é linha equivalente & matriz A. Assim
X :]
o sistema que ela representa:

Xy

|~ 90| =

X2

X3

fl

o= o

¢ equivalente ao sistema inicial, possuindo a mesma solucio que este.

Exemplo 2: Desejamos encontrar o posto e a nulidade de B, onde

2 -t 3

1 4 2
B =

1 -5 1

4 16 8

Assim, efetuamos as seguintes operagOes matriciais:

2 -1 3 1 4 2 1 4
14 2| |2 -1 3| |0 9 -
1 =5 1 1 -5 1 0 9 |~
4 16 8 4 16 8 0 0

1 4 2 10{}

1

0 1 5|10 -;—

0 0 O

0 0 0 ggg

O posto de B é 2, e a nulidade é 1. Repare que a matriz

2 -1 3
Bl_[l 4 2}
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tem o mesmo posto e nulidade que B.
Reinterpretando as matrizes acima como sistemas de equagdes, diremos
que o sistema de quatro equagdes associado 4 matriz inicial:

2x - y=3
xt+ 4y =2
x - 5y=1
4x + 16y = 8

¢ equivalente ao sistema de duas equagdes:

14

+ 0y = —
x+0 B
e et
Y=3

associado 4 matriz-linha reduzida a forma escada. Este ¢ um caso de sistema
com equagles redundantes. A terceira e a quarta equagdes (que se tornam nu-
las no final do processo) podem ser desprezadas. Isto significa que o sistema
inicial é equivalente ao sistemna:

x - y=3
x + 4y

li
o8]

associado 3 matriz By.

Usamos dizer também que, neste caso, as duas primeiras equagdes 530
“independentes” ¢ que as demais 530 “dependentes” destas. Vocé vai se fami-
liarizar com estas denominagdes no Capitulo 4. Ainda segundo esta terminolo-
gia, denominamos posto de uma matriz ao nimero de linhas “independentes”
desta. Vocé pode observar que uma linha serd “dependente” de outras (isto &,
serd igual a zero no final do processo de redugdo) se ela puder ser escrita co-
mo soma de produtos destas outras linhas por constantes, Costumamos dizer
também que esta linha é uma combinagao linear das outras. Por exemplo, na
matriz B podemos dizer que a primeira ¢ a segunda linhas sio independentes,
enquanto que a terceira e a quarta s3o combinagdes lineares das duas primeiras
linhas.

Vocé viu assim que um posto da matriz ampliada de um sistema nos dd o
namero de equagdes independentes deste. Na proxima sec¢do veremos gue 0
posto também estd relacionado com © namero de solugGes de um sistema.
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25 SOLUCOES DE UM SISTEMA DE EQUAGCOES LINEARES

O objetivo desta secgdo ¢ estudar detalhadamente todas as situagSes que po-
dem ocorrer na resolugio de um sistema linear.

25.1 Se tivermos um sistema de uma eguagio € uma incdgnita

- ax =b
existirio trés possibilidades:

i) a # 0. Neste caso a equagio tem uma Unica solugdo
b

X =—
a

ify a=0eb=0. Entdo temos Ox
da equagdo.

0 e qualquer nimero real serd solugdo

ifi) a=0¢b+#0 Temos Ox = b. Nio existe solugdo para esta equagio.

Para analisar sistemas de duas equagBes e duas incognitas, vejamos alguns
exemplos.

2.5.2 Exemplos

Exemplo 1:

[}

2x; + x,
Xy - 3x,

5
6

n

Lembramos que o conjunto de pontos (x;, x;) € R X R, que satisfaz cada
equagio deste sistema, representa uma reta no plano. Para resolver este sistema
devemos ent3o encontrar os pontos comuns a estas duas retas.

\

/ X1
(3, -1)
/K

Figura 2.5.1

Deste modo, (3, -1) é a fnica solugio. A matriz ampliada do sistema ¢é

2 1 5
[1 -3 6:]‘ Transformando-a em matriz-linha reduzida a forma escada,



42 ALGEBRA LINEAR

obtemos \:[1) (1) :15] que & a matriz ampliada do sistema

Xy = 3
X23-1

. . L. - =3
equivalente a0 sistema inicial. O sistema tem uma fnica solugdo X, ; 3matriz
x, = -1, como foi analisado graficamente. Observamos que o posto da

3

. 1 0 ; iada
dos coeficientes do sistema reduzido |: 0 l:l e o da matriz amplia

1 0 3|,
[0 1 _l:le2.

Exemplo 2:
W+ X= 5

As duas retas que formam este sistema sdo coincidentes.

vz

\ x1

Figurs 2.5.2

Neste caso, vemos geometricamente que qualq1.1er ponto de urpa das r:etas é
solugdo deste sistema. A matriz ampliada do sistema e a matriz reduzida por

linhas A forma escada sdo:

1
2 1 sj\__> 1 5
6 3 15 0 0

Portanto, o sistema acima ¢ equivalente a0 sistema

© B

1 -
X, +?X2-

Oxl + Dx'l

1]

o e
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onde a segunda equagdo pode ser simplesmente “ignorada”, pois nio estabelece
nenhuma condigdo sobre x; ou x,. Ela é verdadeira para quaisquer nimeros x,
e x;. O conjunto de solugdes deste sistema serd dado, atribuindo-se valores

arbitrarios para a incognita x, e tomando x, = -52— - —;xz. Assim, para x; = A
temos:
5 1
Xp = — - —A
T2 772
X, = A

Atribuindo diversos valores para A, obtemos vérias solugdes para o sistema. Por

exemplo, para A = 0, temos x, = % ex;, = 0. Para A=1,temos x; =2 e

x; = 1 etc. Este sistema admite infinitas solugBes.

Observe que a matriz ampliada e também a matriz dos coeficientes do
sistema tém posto 1, pois, uma vez transformadas em matrizeslinha reduzidas
na forma escada, elas possuem uma linha ndo nula. A nulidade da matriz dos
coeficientes é 2 - 1 = 1 que & também chamada o grau de liberdade do siste-
ma, Isto quer dizer que o nossc sistema apresenta uma varidvel livre,

Exemplo 3:

2x, + x,

6x; + 3x, = 10

Geometricamente, temos duas retas no planc que nio possuemn nenhum ponto
em comur, pois sdo paralelas, e portanto este sistema ndo tem solugfo. Isto é
mostrado na Figura 2.5.3,

\*2
ASAY *1
Figura 2.5.3
A niatriz ampliada deste sistermna 2 ; 13 ¢ equivalente i matriz-linha re-
duzida 3 forma escada )
— L)
1 5 0
10 0 1]
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Portanto, o sistema inicial ¢ equivalente a

0
1

x, t %xz

Ox; + Ox,

i agdo,
Nio existe nenhum valor de x; ou x, capaz de satisfazer a segunda egue]ga;im
iy . v i
Assim, o sistema inicial ndo tem solugao. Dizemos que ele € incompatl
t

possivel). Vamos comparar a matriz de coeficientes ¢ a ampliada, reduzidas a
forma escada do sistema
i
- = 0
1 2 1€ 1 2
0 0 0 0 1

Observe que o posto da matriz dos coeficientes do sistema inicial é 1 € 0 pos-

to de sua matriz ampliada € 2.

. I "
2.5.3 Caso Geral: Consideremos um sistema de m equagdes lineares com

incognitas xy, ..., ¥n.

Xy tapxy toot dinke = b,

Ay X1 ¥ @paXa t o T @mnXn = bm

ici . §io numeros reais (ou complexos).
cujos coeficientes a; e t€Inios constantes b;

Esle sistema poderd ter

x; = Ky

i) uma tunica solugdo:

Xp = Kn

if) infinitas solugbes
iii) nenhuma solugdo.

imei i o si
No primeiro caso, dizemos que ‘ ' _ . pinad
No segundo caso, dizemos que © sistema € posszt_’el e mde’tepimmado, En
ceiro caso, dizemos que o sistema é zmpGSvael (mcompat;ve ). N

Consideremos a matriz ampliada do sistema anterior e tomemos Sua I

trizlinha reduzida a forma escada:

i
" 1

e

stema é possivel (compativel) e determinado.

iy

T g o e R T S ¢ T

T T
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Ao
00 . 0/lay

0 0o .. O

o o
Mmimx{n+1) | ¢ : Do
le
P _Imx(n+)
Procure entender e demonstrar (veja a secgdo 2.7) cada uma das afirma-

¢Oes do teorema abaixo. Leia com atengfio e volte aos exemplos dados em
2.5.2, se achar conveniente.

2.5.4 Teorema
i) Um sistema de m equagGes e n incognitas admite solugido se, e somente
s¢ 0 posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes.
ii) Se as duas matrizes tém o mesmo posto p e p = n, a solugdo serd Gnica.

ii} 8e as duas matrizes tém o mesmo posto p e p < n, podemos escolher
n - p incognitas, € as outras p incognitas serdo dadas em fung¢do destas.

Para finalizarmos este assunto, convém ilustré-lo. Dizemos no caso #i que
o grau de liberdade do sistema é n - p.

Em cada exemplo, é dada a matriz-linha reduzida i forma escada da ma-
triz ampliada. Usamos a notagio

Po = posto da matriz dos coeficientes ¢

Ds = posto da matriz ampliada. Se p, = p, denotamos simplesmente por

2.5.5 Exemplos
Exemplo I.

o0 —
far B -
-0 O
1

%]

™

o

|

b'!:s

Il

W

m=3,n=3ep=3 Entdo, a solugio é finica e x; = 3, x, = -2 e X3 =2,

1 o 7 -10
0 1 5 -6

Exemplo 2:

Pc =Pa =
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m=72 n=23ep=2 Temos um grau de liberdade: x; = ~10 - Tx3 € X2 =
= -6 - SX3.

Exemplo 3.
1 0 7 -10
0 1 5 -6
0o 0 O 2

m=3n=3,p.=2c¢ep;=3. 0 sistema ¢ impossivel ¢, portanto, nio existe
solugdo.

Exemplo 4:

1 0 -10 -2 -10
o 1 7 1 4 Pe=Pg = 2
0 0 ¢ O 0

m=23.n=4ep= 2. Temos dois graus de liberdade: x, = -10 + 10x3 + 2x4
ex, =4 -"Tx3 - X4

2.6.6 Agora, depois de termos mostrado como ¢ possivel resolver sistemas

de equagDes lineares através de matrizes, pod_emos voltar_ao probler.na qtﬁle.ha-
viamos proposto no infcio do caprtulo, relativo 4 quantidade de hidrogénio ¢
oxigénio necessiria para se formar a dgua.
Sabemos que
xH; + yO; — zH,O
onde X, y, z devem satisfazer

2x -2z
2y - z

Hou
oo

A matriz ampliada, associada ao sistema é

2 0 -2 0
0o 2 -1 0

que, reduzida a forma escada, da
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ou seja, z é uma varidvel livre e, assimn, se tornarmos z = A, teremos

x- A=0
y-3A=0

z=X

ou X |
y =13

Z 1

Note o significado de termos um grau de liberdade na solugdo deste
sistema. Temos apenas estabelecida a proporgdo com que 0s elementos devem
entrar na reacio, e, para diferentes valores de A, teremos quantidades diferentes
de reagentes produzindo quantidades diferentes de igua. Por exemplo,
se A = 2, teremos 2H,; + O, - 2H,0
se A = 4, teremos 4H, + 20, -+ 4H,0

2.5.7 Exemplos

Exemplo 1. Resolver o sistema

x+2y+z+ t =0
x+3y-z+?;=0

A matriz associada ao sistema é

1 2 1 1 0
1 3 -1 2 0

que reduzida 3 forma escada fornece

1 0 5 -1 0

01 -2 1 0
Reinterpretando o sistema, vemos que 2 e ¢ sdo varidveis livres (grau de liber-
dade 2). Chamando z = A; e ¢ = A, obtemos:

=—5Rl+)\z
= 2R|—A1
:hl

2

_ N e R
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ou, na forma matricial A matriz associada ¢
$]

1
* "; 1 [1 § 1 ; ;:I que reduzida 3 forma escada torna-se
Yo_ -1 -
M [T Mo 1o 5 -1 :
t 0 1 0 P 12 1 2l Reinterpretando, vemos que z e ¢ sdo livres.
Observe que [- 5 2107 e [1 - 10 1Y sdo solugBes do sistema ob- Fazendo z = X, ¢ I = A3, obtemos
tidas da seguinte forma: a primeira, fazendo A, = 1 e A, =0, ¢ 2 segunda, o Skt A+ 3
A; = 0 e A, = 1. Elas sdo chamadas solucoes bdsicas do sistema porque geram P 2}\‘ ) ?\2 +2
todas as outras. Todo sistema homogéneo tem solugdo que pode ser escrita N LI
desta forma. Basta reduzir o sistema, observar as varidveis livres ¢ atribuir ‘- 7\'
valores 1 para uma delas e zero para as outras, obtendo as solugGes biésicas 2
(tantas quanto o grau de liberdade). A solugdo serd uma soma destas solugses x _5 1 3
multiplicadas por constantes. oul? |2 A ? 2 _(1) s ?)
Exemplo 2: Resolver o sistema z
¢ 0 1 0
x+3y+ z=0
2x+6y+22=0 Compare com o exemplo 1. O que vocé nota?
-x-3y- z=0 /
A matriz associada ¢ 1 3 1 0 2.6 EXERCICIOS
2 6 2 0
-1 -3 -1 0 1. Resolva o sistema de equagdes, escrevendo as matrizes ampliadas, associadas
que reduzida tornase (1 3 1 O . 205 NOVOS sistemas.
0 0 0 0 . 2x - y+3z=11
©c 000 4x -3y +2z= 0
Reinterpretando, vemos que y e z s3o varidveis livres. x+ yt+ z= 6
Fazendo y = Ay e 2 = Ay, temos 3x+ y+ z= 4

I
1
w
>
1
>
[ 5]
&

X
y =
¥4

. Descreva todas as possiveis matrizes 2 X 2, que estio na forma escada redu-
zida por linhas.

|
2z

. i i linhas.
As solugBes bdsicas sdo entdo: x = 3,y=1,z=0ex=-1,y=0,z =1 3. Reduza as matrizes 2 forma escada reduzida por linhas

Assim . 3 1 ot 2 3 4 ofo 2 2
_ + 2 -1 2 1 1 3
Y|t h AR I 3 1 2 3 3 -4 2
- N 2 -3 1
Exemplo 3: Resolver o sistema by |0 1 3 -2
- 21 -4 3
=1 12 3 2 -]

x+2y+tzt+ 1=
x+3y-z+t2

1l
w
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4. Calcul lidade d i ~
alcule o posto e a nulidade das matrizes da questio 3. 10. X, + 2%, - X3 + 3x4 = |

- i + =
5. Dado o sistema 3x + 5y 1 1. { x+ y+ z=4
2x +z =3 2x + Sy -2z2=13
5x+ y-z=0 g
escreva a matriz ampliada, associada ao sistemz e reduza-a 3 forma escada 12.f x+ y+ z=4
reduzida por linhas, para resolver o sistema original. It Sy o223

x+7y-Tz=135

6. Determine &, para que o sistema admita solugdo.
lB.{x—2y+32—0

~hx + 3y =2 2x+ Syt 62=0
5x -4y =0
Zx-y=k 14.’_x1+x2+x3+x4:0
x1+X2+X3—x4:4
7. Encontre todas as solugBes do sistema { X, + Xy - X3t Xz = -4
xl+3—t2+2Xg+3x4'—7x5=l4 _xl_x2+.x3+x4=2
2xl+6x2+ X3—ZX4+SXS='-2 r
X + 3x; - X4 + 2xg = -1 15. x+2y+32=0
2x+ p+3z=0
8. Explique por que a nulidade de uma matriz nunca é negativa. 3x+2yt+t z=0
9. Foram estudados trés tipos de alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 g) 16, [3x + 2y -4z = 1
determinou-se que: x- y+ z=
i) O alimento I tem I unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B ¢ § x- y-3=-3
4 unidades de vitamina C, 3x+3y-5z= 0
i} O alimento II tem 2, 3 e 5 unidades respectivamente, das vitaminas A, B Xt oyt o= 1
e C.
i) O alimento 11 tem 3 unidades de vitaminas A, 3 unidades de vitamina C
¢ nio contém vitamina B. 17. O método de Gauss para resolugdo de sistemas é um dos mais adotados
Se s30 necessirias 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B e 20 de vita- quando se faz uso do computador, devido ao menor nimero de opera¢Ges
mina C, que envolve. Ele consiste em se reduzir a matriz ampliada do sistema por

linha-equivaléncia a uma matriz que s6 ¢ diferente da linha reduzida 4 forma
escada na condi¢gio b) de 2.4.1, que passa a Ser b') Cada coluna que con-
. , tém o primeiro elemento n3o nulo de alguma linha, tem todos os elementos
b) Se o alimento I custa 60 centavos por grama ¢ os outros dois custam 10, abaixo desta linha iguais a zero. As outras condi¢Bes ¢, ¢ e d sdo idénticas.

. - ) : ed :
existe uma solugao custando exatamente Cr$ 1,007 Uma vez reduzida a matriz ampliada a esta forma, a solugdo final do siste-
ma é obtida por substituigdo.

a) Encontre todas as possiveis quantidades dos alimentos I, II ¢ IiI, que for-
necem a quantidade de vitaminas desejada.

Resolva os sistemas seguintes achando as matrizes ampliadas linha reduzidas Exemplo:

4 forma escada e dando também seus postos, os postos das matrizes dos {Zx + x, =
i

wn

coeficientes e, se o sistema for possivel, o grau de liberdade.

I
=2}

Xy - 3):2—



52 ALGEBRA LINEAR

[2 I silml %%N{l% é{\
1 -3 8 o -7 1 0 1 -l
a Gltima matriz corresponde ao Sistemna:
“*3%=%
X, = -1,
Por substitui¢do, x, - % = 5, 0u seja, x; = 2.

Resolva pelo método de Gauss os Exercicios 14, 15 e 16 e compare as res-
postas.

18. a) Mostre a proposigio 2.4.3 para matrizes 2 X 2 quaisquer,
b) Sinta a dificuldade que vocé terd para formalizar o resultado para matri-
zes n X m, mas convenga-se de que € s6 uma questdo de considerar to-
dos os casos possiveis, ¢ escreva a demonstragdo. Consulte 2.7.

19. Chamamos de sistema homogéneo de n equagdes € incognitas aquele siste-

ma cujos termos independentes, b;, sdo todos nulos.

¢) Um sistema homogéneo admite pelo menos uma solugdo. Qual é ela?
b) Encontre os valores de k € R, tais que o sistema homogéneo

2x -5y t22=0
x+ y+ z=0
2x tkz=0

tenha uma solugdo distinta da solugao trivial (x = y = z = U).

20. Considere o sistema

1
0

x + 6y - 8z
Ix + 6y - 4z

Note que podemos escrevé-lo na forma matricial
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a) Verifique que a matriz X; =

LI

1
=Ll ¢ luca i
=13 uma solugdo para o sistema.
o

b) Resolva o sistema e verifique que toda *“‘matriz-solugio” ¢ da forma

x -4
X=|y|=r| 2]+ %
z 1 0
onde A € R.
¢) Verifique

-4 -4A

Al 2= 22

1 A

é a solugdo do sistema homogéneo, associado ao sistema (*),

16 8% o
* —_—
(*)[2 6 -4} ’ ‘[0‘
z
d) Con‘clua, dos itens 2), b) e c), que o conjunto-solugio do sistema = é o
conjunto-solugdo do sistema *#, somado a uma solugdo particular do sis-

tema *,

21. Dado o sistema

BN O
S I S
LL
T onw X
f
e T SN S R S

1
1
1
3

a) Encontre uma solugio dele sem resolvé-lo. {(Atribua valores para x, y, z
e w)

b) Agora, resolva efetivamente o sistema, isto é, encontre sua matriz-sciugio.

¢) Resolva também o sistema homogéneo, associado.

d) Verifique que toda matriz-solugdo obtida em b) é a soma de uma matriz-
-solugdo encontrada em ¢) com a solugdo particular que vocé encontrou
em a).

22. Altamente motivado pelos Exercicios 20 e 21, mostre que toda matriz-solu-
¢3o de um sistema linear AX = B ¢ a soma de uma solugdo do sistema ho-
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mogéneo associado AX = 0 com uma solugdo particular de AX = B. Suges-
t30: siga as etapas seguintes, usando somente propriedades de matrizes.

f) Mostre que se X, é uma solugdo do sistema AX = 0 ¢ X, ¢ uma solugdo de
_ AX =B, entdo X, + X, ¢ solugio de AX = B.
#) Se X, e X, sio solugdes de AX = B, entdo X, - X, & solugio de
AX = 0.
iif) Use i) e ii) para chegar 4 conclusdo desejada.

23. Faca o balanceamento das reagdes:
ﬂ') NgOs -> N02 + O,
b) HF + 8102 - SIF4 + H20
C) (NH4)2C03 - NH3 + I’Izo + CO:

(decomposi¢do térmica do N,O;)
(dissolugao do vidro em HF)

24. Dado o sisterna linear

3x+50+ 12z -w=-3
xt y+ 4z-w=-6
Y+ 22+w= 5

a) Discuta a solugdo do sistema,
b) Acrescente a equagio 2z + kw = 9 a este sistema, encontre um valor de
k que torne o sistema incompativel.

25. Sabe-se que uma alimentagdo didria equilibrada em vitaminas deve constar
de 170 unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B, 140 unidades
de vitamina C, 180 unidades de vitamina D e 350 unidades de vitamina E.
Com o objetivo de descobrir como devera ser uma refeicdo equilibrada,
foram estudados cinco alimentos. Fixada a mesma quantidade (1g) de cada
alimento, determinou-se que:

i} O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vitamina B,
1 unidade de vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 2 unidades de
vitamina E.

if) O alimento II tem 9 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina B,
0 unidades de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 1 unidade de
vitamina E.

ifi} O alimento I tem 2 unidades de A, 2 unidades de B, 5 unidades de
C, 1 unidade de D e 2 unidades de E. ‘

iv) O alimento IV tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C,
2 unidades de D e 13 unidades de E.

v) O alimento V tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C,
9 unidades de D e 2 unidades de E.

Quantos gramas de cada um dos alimentos I, IT, I, IV ¢ V devemos ingerir

diariamente para que nossa alimentagio seja equilibrada?
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26. Necessita-se adubar um terreno acrescentando a cada 10m?® 140 g de nitrato,
190 g de fosfato e 205 g de potdssio.
Disp@e-se de quatro qualidades de adubo com as seguintes caracteristicas:

) Cada quilograma do adubo I custa 5 u.c.p. e contém 10 g de nitrato,
10 g de fosfato e 100 g de potéssio.
i/} Cada quilograma do adubo II custa 6 u.c.p. ¢ contém 10 g de nitrato,
100 g de fosfato e 30 g de potdssio.
if) Cada quilograma do adubo III custa 5 u.c.p. ¢ contém 50 g de nitrato,
20 g de fosfato e 20 g de potéssio.
) Cada quilograma do adubo 1V custa 15 u.c.p. e contém 20 g de nitra-
to, 40 g de fosfato e 35 g de potassio.
Quanto de cada adubo devemos misturar para conseguir o efeito desejado se
estamos dispostos a gastar 54 u.c.p. a cada 10 m* com a adubagdo?

27. Deseja-se construir um circuito como o mostrado na figura,

onde ¥y = 280V, ¥, = 100V, V3 = 50V, R; = 208, R, = 304,
Ry = 5082, R, = 4082, R; = 100%2.

Dispoe-se de uma tabela de precos de virios tipos de resisténcias; assim
como as correntes mdximas que elas suportam sem queimar.

resisténcias
208 3082 400 500 10082
cm 05A 10,00 10,00 15,00 15,00 20,00
°% "loa | 1500 | 2000 | 1500 | 1500 | 2500
ri 30A 20,00 22,00 20,00 20,00 28,00
I: 50A 30,00 30,00 34,00 34,00 37,00

De que tipo devemos escolher cada resisténcia para que o circuito funcione
com seguran¢a ¢ a sua fabricagdo seja a de menor custo possivel?

Biblicteca de g
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28. Uma placa quadrada de material homogéneo é mantida com os bordos AC
e BD i temperatura de 20°C, o bordo 4B a 40°C e CD a 10°C, com o
uso de isolantes térmicos em 4, B, C e D (vide figura).

y

i

40°C

20°C

A

20°C

10°C

Apos ser atingido o equilibrio térmico, qual é a temperatura aproximada
em cada ponto da placa?

29. Consideremos uma unidade de produgio (muito simplificada) de um proces-

so de producgdo industrial de um determinado composto C a partir de certos
compostos 4 e B (segundo a reagdo quimica 4 + B —— C):

Ao, By, Co Ay By € Aj, By, C3
rrererrr—— o | > ]
alimentagdo
A+B T2 C
resfriador
reator filtro Az
T reciclagem 82 .
C, produto final

Ay = 100 kg/h, By = 100 kg/h, Co = 10 kg/h sdo os fluxos de alimentagdo,
isto é, a quantidade de material jogada dentro da unidade de produgio por
hora, enquanto que A;, B; e (j sdo os fluxos em cada estdgio da produ¢ao.
Sabe-se, ainda que: .
f) No reator a reagdo processa-se em condicGes tais que a quantidade de 4
apds a reagdo & 0,487 da sua quantidade antes da reag@o, enquanto a de
B €0,266 e ade Cé4,675 de suas respectivas quantidades antes da reagdo.
if) Baseado no fato do ponto de ebulicgo de C ser inferior ao de 4 e B,
o filtro constitui-se de um destilador, Dessa forma o vapor dentro do
filtro tem maior concentracio de C do que A e B, e é continuamente
retirado do filtro, sendo levado para um resfriador do gual obtemos o
produto final. Enquanto isso a parte nao vaporizada no destilador ¢
levada de volta ao reator para ser reciclada. Tem-se a informacio de

Wir oo, -
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que a quantidade de 4 em forma de vapor dentro do filtro €, em um
determinado instante, 0,5854 da quantidade de A presente naquele
instante na parte nio vaporizada, enquanto que para B e C estas rela-
¢oes sdo 1,50 ¢ 1,07 respectivamente.
Deseja-se saber qual & o grau de concentragio de € no produto final se a
unidade opera em condigdo estacionaria (isto é, os fluxos de A, B e Cnio
mudam com o tempo em cada estigio), sabendo que a concentragao de
C, na mistura que passa do reator para o filtro é de 68%.
2.6.1 Respostas

l.x=—l,y:2, z= 5
a1 0 0 -4 a1t o 2
0o 1 0 -3 0 1 1
10 0 1 -l 0 0 O
_ 0 0 O
b) 7 5
0 -7 7
0 1 3 2
|0 0 0 0
5 x = 7 1 z_i
'x_Es y“ﬁs = g
7.x1=1-3x - x4
x3::2+ x5
X4=3+2x5
9. 2) Sejam x, y e z as quantidades de alimentos 1, II e 1II respectivamente.
Entdo
5 8
x=-5+3z, y=8-3z onde —3_=<,z~<,—3—’—
By Sim x=1, y=2, z=2
17 7 5 4
ll'x:T__:;z’ y=-gt37
Pa=2=p; gl =1
13.p,=2=p; gl=1,x=3,y=0
. 15.p,=3=p,, gl=0x=y=2=0
| 19.4) x; = 0 By k = 2
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27.
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a)x=03 y=2=1, w=10
c)

> oo
e
- -

a) 2N205 -— 4N02 + 02
b) 4 HF + Sl()g—'—? SIF4 + 2 H20
¢) (NHy);CO; — 2NH,; + H,0 + CO,

Sugestdo: Calcule as vérias correntes que circulam no circuito para depois

fazer a escolha dos tipos de resisténcia. Para isto use as Leis de Kirchoff:

I} A soma das correntes que entram em um né de um circuito é igual 4
soma das correntes que saem deste né.

if) A partir de um ponto qualquer de uma malha, se a percorrermos em
um sentido qualquer, ao voltarmos ao mesmo ponto, a soma algébrica
das quedas de potencial é nula,

Leve em conta as observagdes:

i) R
—WWW—————»
A -; 8

Neste caso, ao irmos do ponto A ao ponto B hi uma queda de poten-
cial dada por Ri. Se fossemos do ponto B ao ponto 4 haveria uma
quedz de potencial de -Ri, ou seja, um aumento de potencial de Ri.

. 'l 1 — 5
L . — r

- +
A v 8

Neste caso, a0 irmos do ponto A4 ac ponto B hd um aumento de po-
tencial de ¥, ou seja, uma queda de potencial de -V, Se fossemos de
B até A terfamos uma queda de potencial de V.

Aplique, entdo, as leis de Kirchoff ao circuito, obtendo um sistema Linear.

Generalizagdes do problema podem ser obtidas nas situagGes:

i) Circuitos de Corrente Altemada (obtemos sistemas com coeficientes
complexos).

ii) Projetos de Circuito (calculo das caracteristicas dos componentes para
que o circuito tenha certas especificagdes).
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. Sugestido: Sabe-se que a equagdio que rege o fluxo de calor ¢ dada por:

oF _, T 9T
(I) —a?=c(ax2+ay2)

onde T é a temperatura num ponto (x, y) e no instante de tempo ¢ e
¢ > 0 € uma constante caracterfstica do material de que é feita a placa,

T
No equilibric térmico 7" ndo varia mais com o tempo e, portanto, FTin 0;

a equagdo se torna

FT 9T _
(II) dx? t ay2 =0

e o problema se converte em achar 7(x, y) satisfazendo (II) e tal que T
tem um valor pré-fixado no bordo da placa.

Modelo Aproximado: Substituimos a placa por uma “aproximagio discreta”
que consiste em uma malha {(espera-se que quanto mais fina a malha melhor

seja a aproximagdo — veja a figura abaixo)

4
20°C 20°C
nd (4, 3)
4 - né (3, 2}
h
¢ -
[a— j —=

€ procuramos as temperaturas Ty nos (i, /) da malha que devem satisfazer

a condigdo dada nos bordos e uma equagdo que é uma aproximagio de (II).
Para obter a aproximagdo de (II} temos, num ponto (f, j) do interior da
malha:

3T T - 2T + Ty
Ay n
T Tij+1-2T3 + Ty 5,
2 GQn N b
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substituindo em (II) e simplificando obtemos entdo:

Tinjt Tiajt Tiju t Ti gy
.\

any 7 =

(Observe que a temperatura num ponto do interior da malha deve ser a
média aritmética das temperaturas dos seus vizinhos mais préximos.)
Impondo a condigdo (III) nos pontos do interior da malha na figura acima,
obtemos um sistema linear. Resolva-o!

O que seria modificado se a “abertura” da malha na vertical fosse diferente
da “abertura” na horizontal? Seriam necessdrias mais informacdes sobre a
placa? E se o formato da placa fosse diferente?

Sugestdo: O modelo tebrico é construido baseado no seguinte fato: a massa
que entra em um determinado estigio deve ser igual 3 massa que sai.

Usando este fato em cada estdgio, assim como as informag&es dadas no pro-
blema, obtemos um sistema linear. Resolva-o e interprete os resultados.
Vocé acredita neles? Os dados sdo reais?

2.7 DEMONSTRACOES

Nesta se¢do, faremos com detalhes as provas dos teoremas 2.4.3 e 2.5.4, que
omitimos anteriormente, para ndo prejudicar a seqiéncia de exposigio do assun-
to. Estas demonstragSes sdo apresentadas como matéria adicional, podendo ser
estudadas ou nio, dependendo de seu interesse,

2.7.1 Demonstragio do Teorema 2.4.3: Toda matriz é linha equivalente a
uma Gnica matriz-linha reduzida 4 forma escada.

Demonstracgio

1% Parte: Seja A uma matriz m X n qualquer. Se todo elemento da primeira
linha de A é zero entdo a condigdo (a) estd satisfeita, no que diz respeito a
esta linha. Se a primeira linha tem algum elemento ndo nulo, seja k o menor
inteiro j tal que a; ¥ 0. Multiplicamos a primeira linha por 1 fajje a condigo
{) ficard satisfeita. Agora, para cada i > 2 somemos (-a;;) vezes a primeira
linha & i€sima linha. Como resultado, teremos uma matriz cujo primeiro ele-
mento da primeira linha é 1 e ocorre na coluna k. Além disto, todos os outros
elementos da coluna & sio nulos.
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Consideremos agora 2 matriz B obtida acima. Se a segunda linha desta
matriz for nuia nada fazemos. Se houver elementos nio nulos nesta linha, seja
a coluna k' a primeira a conter um destes, Multiplicamos a segunda linha por
1/by4 e a seguir, somando miltiplos adequados desta nova segunda linha as de-
mais linhas, obtemos uma matriz cujo primeiro elemento nio nulo da segunda
linha ¢ 1 e todos os outros elementos da coluna em que este elemento (1) se
encontra s30 nulos. O importante é que neste processo ndo foram alterados os
elementos by, byx, € nem a k-ésima coluna da matriz B. (Por qué),

Repetindo o procedimento acima em relagao as demais linhas (33, 48,
m-ésima) obteremos no final uma matriz M que ¢ linha equivalente 2 inicial A,
e que satisfaz as condigGes (¢) e (b) da definigio 2.4.1.

As condigbes (¢) e (d) serdo satisfeitas através de um numero finito de
permuta¢des de linhas da matriz M.

2¢ Parte: Assim, mostramos nesta primeira parte que toda matriz A ¢ linha
equivalente a wma matriz-linha reduzida 4 forma escada. Para mostrarmos que
$6 existe uma tnica matriz-linha reduzida 4 forma escada linha equivalente a A,
observamos primeiramente que duas matrizes-linha reduzidas i forma escada
que sac linhas equivalentes 56 podem ser iguais.

De fato, vocé pode observar que nenhuma das trés operagdes com linhas
{exceto a multiplicagio de uma linha pela constante 1) pode ser efetuada numa
matriz-linha reduzida 4 forma escada, sem que ela perca esta condi¢io, (Pense
nisto!)

Agora, suponhamos que por operagBes com linhas, partimos de uma ma-
triz M e podemos chegar a duas matrizes-linha reduzidas 4 forma escada, N e P.
Teremos entio M ~ N e M ~ P. Como as operagbes com linhas s3o reversiveis,
isto significard que N serd linha-equivalente a P, e, portanto, da afirmagdo desta-
cada acima, N = P.

2.7.2 Demonstragio do Teorema 2.5.4

12 Farte: Se o posto da matriz ampliada for maior que o da matriz dos coefi-
cientes (menor ndo pode ser), entdo esta matriz reduzida a forma escada deve-
ter pelo menos uma linha do tipo (00 ... Ocg), com ¢ # 0. Isto significa que
0 sistema associado a esta matriz (que é equivalente ao inicial) tem uma equa-
¢do do tipo:

Ox; + . +0x, =¢ #0

e portanto ndo admite solugio.

29 Parte: Por outro lado, se o posto da matriz ampliada, P, for igual ao da ma-
triz dos coeficientes, temos dois casos a considerar:
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@) se p = n, teremos a matriz-linha reduzida 2 forma escada:

— 1
~_ 0 0 ¢
0 \l\\g . 0 || Cs
\\\\\ !
0.0 . _ 0~L | oy
0 0 0 O
LO . 0 0 0
A solugdo do sistema serd Xy = €y, ..y Xn = Cny portanto o sisterna admi-

te uma {nica solugfo,

b) se p # n entdo p < n (pois p ndo pode ser maior que n, veja o Exer-
cicio 8 de 2.6)
Neste caso, devernos considerar as yarias possibilidades para a matriz-linha
reduzida 4 forma escada. Podemos analisar inicialmente quando esta matriz de

posto p < n tem a forma:

1.
. |
M0 . 0fapa - ¢ |
0 “h_0 0
~. |
. ~a Il
0 0 0 .. >} dppsr - pn Cp
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Teremos, neste caso: | Xy = ¢ = dipr1Xper - ~din¥n
Xp = €p = dpparXp+r ~dpnXn

e o sistema terd portanto infinitas solugdes, sendo Xp.1, ..., Xn varidveis li-

VIEs,
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Uma segunda forma a ser considerada para a matriz reduzida &

— : _
2 0 \L\\O 0 s 0 ; a1p+2 e Qyp (9]
0 0 +_ .. 0
e I :
\\\ |
0 0 - 0 i dppas pn  p
0 0 0 0 0 0
[V 0 g O 0 0
entdo X3 =C1-Qips2Xpsez +..t=a1pXn
X3 = Cy-4ayps2Xpsez t.. t-azp¥n

Xp+1 =Cp-ap xP+ 2 +...+-ap’nx,,
sendo Xy, Xp.g, -, Xp Variaveis livres,

E assim podemos prosseguir de uma maneira sistemdtica e ver que eul to-
das as possibilidades para a matriz-linha reduzida 4 forma escada de posto
p < n, teremos um sistema com infinitas solugBes ¢ n - p varidveis livres.

Observe que na 1% parte mostramos, usando contra-reciproca, que a
igualdade de postos entre as matrizes ampliada e dos coeficientes é uma con-
digao necessiria para a existéncia de solugio do sistema. Na 22 parte mostra-
mos que esta condicdo também é suficiente, considerando as possibilidades a) e
b). Ficou assim demonstrada a afirmagdo (i) de 2.5.4. Note ainda que também
as condigBes (if) e (ifi) foram demonstradas em a) e b) respectivamente.

Leituras Sugeridas e Referéncias

1 Lipschutz, S.; Algebra Linear; McGraw-Hill do Brasil Ltda., Rio de Janeiro, 1971.
z SMSG: Matemdtica: Curso Colegial, vol. 3; Yale University Press, New Haven, 1965.



DETERMINANTE E MATRIZ
INVERSA

3.1 INTRODUGAO

Jd em 250 A.C. havia exemplos da resolugdo de sistemas de equagGes através de
matrizes, no livio chinés Nove Capitulos sobre a Arte Matemdtica, cujo autor €
desconhecido. Também algumas nogdes ligadas a determinantes, o assunto que
serd objeto de estudo neste Capitulo, j4 eram conhecidas na China antiga,

Mas, se por um lado ja se utilizava a nogo de determinantes no mundo
Oriental hd tanto tempo, no Ocidente este assunto comegou a ser tratado espo-
radicamente a partir do século XVII. Nesta época surgem trabalhos de G. W.
Leibniz (1646-1716), de G. Cramer (1704-1752) que desenvolveu um método
de resolucdo de sistemas através de determinantes, conhecido por “Regra de
Cramer” e foi publicado em 1750 (provavelments ji conhecido por C. Maclaurin
(1698-1746) em 1729, e alguns resultados simétricos de J. L. Lagrange (1736-
-1813).

86 no século XIX € que os determinantes passaram a ser estudados mais
sistematicamente, a comegar pelo longo tratado de A, L. Cauchy (1789-1857)
em 1812, tendo sido realizados, em seguida, trabalhos de C. G. Jacobi (1804
-1851).
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A partir de entdo, 0 uso de determinantes difundiu-se muito e este con-
ceito de um nimero associado a uma matriz quadrada mostrou-se extremamen-
te util para caracterizar muitas situagdes, como a de saber se uma fnatriz é
inversivel, se um sistema admite ou ndo solugdo, 0 que veremos nas proximas

secgles.

3.2 CONCEITOS PRELIMINARES

Consideremos o sistema ax = b com ¢ # 0. A solugao deste sistema € x = —-.

Observe que o denominador esta associado 4 matriz dos coeficientes do sistema,

ou seja, lal.
allxl + AL
Gy xy t dyppX;

Num sistema 2 X 2
resolvendo (desde que sejam possiveis as operagd

b,
by

es), encontramos

byayy - biay

biay; - badra '
a1 a3y — d12dn

aydyp - Q12

Xy = e Xy =

Observe que os denominadores 530 iguais e estdo associados 4 matriz dos coe-

ficientes do sistema
a4y

dy Uy

Num sistema 3 X 3

apxy + @pXy taxy = b

@y Xy + @p%y + dp3X3 = by

Gyx, tanx; tanx; =bs
(desde que sejam possiveis as operagles), 20 procurarmos os valores de x;, X;
e X5, vemos que eles t€m 0 mesmo denominador @;;a5;833 — @y1@23d3; ~ .
- @3y 833 T 28938y t 413 dn ~ d1392951, que também estd associado a
matriz dos coeficientes do sistema

a, 4 413
gy d2 @23
2y dn 4

inadores associados as
do que ¢ chamado

Bibiioteca de |
Cigéncia & Tecnol

1Ir,m -~

Vamos rever estes nimeros que aparecem nos denom
matrizes (quadradas). Estes niimeros s30 casos particulares
determinante de uma matriz quadrada.
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3.3 DETERMINANTE

Quando nos referirmos ao determinante, isto €, ao numero associado a uma
matriz quadrada A = [e;] como na secgdo anterior, escreveremos:

detA ou Al ou det [ay]

Entdo
det [2] = &
an  dp an
det = = Ayl - 124
ﬂzl ﬂ'22 021 az 1122 12421
a5y dpp 4p Iy dyy g3
det| @y @3 dp| = @z an 13| = @ndypdy-dydiady - d138y033
a3 di3z d3 4y dxpn dyp Y d12dy3d3y Y @3l 8y ~ 13zt

Talvez seja conveniente avisd-lo de que o conceito de determinante no caso geral
envolve muitos simbolos, o que dificulta a leitura. Para tornar a discussio mais sim-
ples e organizada, vamos introduzir algumas definigGes necessirias. Comecemos
lembrando o que significa uma permuragdo. Dados n objetos distintos ay, ...,a,,
uma permutagao destes objetos consiste em dispd-los em uma determinada
ordem. Por exemplo, (1 2 3) é uma permutagdo dos nimeros 1, 2 e 3,

(2 1 3) é outra permutagio etc. A quantidade de permutagdes de n objetos &
dada por n!, que ¢ lido n fatorial e n! = n(n-1)(n-2)....2.1 (se

n > 0). Por exemplo 3! = 3-2.1 = 6. Define-se ainda 0! = 1,

_3.3.1 Definigdo: Dada uma permutagiio dos inteiros 1, 2, ..., n, existe
uma inversjo quando um inteiro precede outro menor que ele.

Consideremos as permutagdes de 1, 2, 3 ¢ vejamos em cada permutagio
o nimero de inversies.

Permutagio Numero de inversées
(123 0
(132 1
213 1
231D 2
312 2
320 3

T
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Como um outro exemplo, podemos tomar duas das 4! = 24 permutagBes de 1,
2, 3, 4. Assim, (3 2 1 4) tem 3 inversbes e (4 3 2 1) possui 6 inverses.
Voltemos ao determinante:

= ay1822833 — d11d23%32 - d12821833 + 212823431 T 13821035 — 1adardy

Observe que aparecem todos os produtos ay;, 2,5, d37,, onde (f, j; f3) sio as per-
mutagdes de 1, 2 e 3. Além disso, vemos que o sinal do termo € negativo, se a
permutacio tiver um nimero impar de inversdes. (Veja a tabela acima para verificar

0s sinais.)
Como generalizagdo, o determinante de uma matriz quadrada [a;i)nxn ¢
dado pela definicio a seguir.

3.3.2 Definigio: det [ay] = Y (-1Yayay, ... ay, onde J = JGi ....in)

P

¢ 0 nimero de inversdes da permutagdo (j,/; ... ju)} e p indica que a soma é
estendida a todas as n! permutagdes de (1 2 ... n).

Em relagio a esta definigio podemos fazer trés observagdes:

i) Se a permutagdc (j, j; ... jp) tem um nlmero par de inversGes, o coe-
ficiente (—1)’ do termo correspondente na somatdria terd sinal positivo;
caso contririo, terd sinal negativo.

ii) Em cada termo da somatéria, existe um e apenas um elemento de cada
linha, € um e apenas um elemento de cada coluna da matriz.

iii) Através de uma reordena¢do conveniente dos termos, mostra-se que tam-
bém ¢ possivel definir um determinante por

det [a,-,-] = Z (-l)"ajll i3 - djun
p

variando os primeiros e deixando fixos os segundos indices. Verifique isto
no caso 3 X 3.
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Propriedades

i) Se todos os elementos de uma linha (coluna) de uma matriz A s3o nulos,
detA = 0.

A razio disto é que, pela observagio (i), em cada termo que aparece no cdleu-
lo do determinante hd um dos elementos da linha (coluna) nula e, portanto,
todos os termos se anulam, e 0 determinante é zero,

iy detA = det A’
Daf inferimos que as propriedades que sao vdlidas para linhas também o s2o

para colunas.
A prova desta propriedade € a seguinte: se A = la;;], sabemos que A’ = Lby),
onde bj; = gj;. Entdo, pela definigdo de determinante, temos

Z (—1)Jb1]'1b2]'2 b”fn
P

Z (-l)‘]a]‘],a}'zg w Bipn
£

det [bj)

det [ai) pela observagao (iif).

i) Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinan-
te fica multiplicado por esta constante.

Para verificarmos isto, chamemos de A a matriz originai e B a matriz obti-

da de A, multiplicando uma linha de A por uma constante k. Entdo, ao calcular-

mos o determinante de B, pela observagdo (i), em cada termo aparece um ele-

mento daquela linha que foi multiplicada por k. Podemos colocar k em evidén-

cia, e 0 que permanece € exatamente o cdlculo do determinante de A. Portanto,
det B = k det A.

iv) Uma vez trocada a posigio de duas linhas, o determinante troca de sinal.

A razio disto é imediata se observarmos que ao trocar duas linhas de uma
matriz, alteramos a paridade do niimero de inversdes dos indices e, portanto
trocamos o sinal dos termos.

¥) O determinante de uma matriz que tem duas linhas {eolunas) iguais € zefo.

Isto é verdade porque se trocarmos as posi¢Ses das linhas que sdo iguais, a
matriz e, portanto, o determinante permanecerdo 0s mesmos. Por outro lado,
pela propriedade anterior, o determinante deve trocar de sinal e, portanto, a
Gnica possibilidade ¢ que o determinante seja nulo.
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VI) apn ey din a . Uy ay, e u]ﬂ
bil + C“ ees b;n + Cm = b” . blﬂ‘ + CJ'] ver C"n
am /3799 (75731 e yn am pn

Para mostrar esta propriedade, usamos a defini¢do de determinante ¢ a
distributividade. Mas cuidado! Observe que aqui temos a soma numa linha, e
ndo uma soma de matrizes. De um modo geral, o determinante de uma soma
de duas matrizes nio & igual 4 soma dos determinantes das matrizes. Ou seja,
det (A + B) # det A + det B. Veja o Exercicio 4 da secgdo 3.10.

vii) O determinante ndo se altera se somarmos a uma linha outra linha mul-
tiplicada por uma constante.

Exemplo: 3 2 1 3 -2 1
2 5 0ofl=(2 5 0
2 4 -2 8 0 O

Aqui, 2 terceira linha, somamos a primeira linha multiplicada por 2. Para pro-
var esta propriedade usamos as propriedades (vi), (ifi) ¢ ().

viti} det{(A - B) = det A - detB

Mostre, inicialmente, esta propriedade para matrizes 2 X 2. Sinta a difi-
culdade que se teria para demonstrd-la j4 em matrizes 3 X 3. A demonstragdo
deste resultado para matrizes n X # ¢ bem mais elaborada, mas vocé terd con-
digdes de fazé-la usando matrizes elementares (veja a secdo 3.8).

A proxima propriedade é tio importante e Gtil no célculo de um deter-
minante que destacamos sua importancia apresentando-a numa se¢io separada.

3.4 DESENVOLVIMENTO DE LAPLACE
Na se¢ao 3.2 vimos que:

a3 diz Q13
IA] = | gy A2 423 |=
dy dyp dmn

= @ lagdsy - G1183385 — d1287d33 T @12823831 T @138 dp — 4139243
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Mas, podemos escrever esta soma como:
a11(822833 — W3383) - @3 (U T33 — d23¢3;) + 833(G0 a5 - d283)

Ou ainda:

dy)  dyp

+day;
g3 A3

- dyn

Observe que o determinante da matriz inicial 3 X 3 pode ser expresso em fun-
¢io dos determinantes de submatrizes 2 X 2, isto &,

det A = a;fAu | - g2l A | + apalAgsl

onde Aj; € a submatriz da inicial, de onde a i-ésima linha e a j-ésima coluna
foram retiradas. Além disso, se chamarmos

Af}' = (—l)h‘j |AUI

obtemos a expressdo
det A = g, 4 + @187 + €ad;

. ) ! . )
Esta propriedade continua sendo vdlida para matrizes de ordem #', e assim po

demos expressar:
det Apxp = @pdp + ... + dinlpy

a;i(-1)*det Ay

M::

—
0]
-

H
= z i A,‘j
J=1

Ao niamero Ay (que é o determinante afetado pelo sinal (-1)'*/ da submatriz
Ajj, obtida de A retirando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna), chan?amos
cofator ou complemento algébrico do elemento aj;;. Observe que na féormula da-
da, o determinante foi “desenvolvido” pela i-ésima linha. Uma forma andloga €
vilida para as colunas.

3.4.1 Exemplos

Exemplo 1: i‘] 3

1; -1 | = (=242 + 145 + (-1}4y
o2

J

Para uma demonstragio, veja por exemplo Lipschutz, S.; Algebra Linear, McGraw-Hill do
Brasil Ltda., Rio de Janeiro, 1971.

onde
A22=(‘1)2+2 _é g
Bu = (D) 3
Portanto

[A] = (-2)(-2) + 1
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2 -l
==l g =72
’=8
=7
B+(-1)7=5

O desenvolvimento de Laplace é uma formula de recorréncia que permite
calcular o determinante de uma matriz de ordem n, a partir dos determinantes
das submatrizes quadradas de ordem n - 1. Em grande parte dos casos ele sim-
plifica muito o cdlculo de determinantes, principalmente se for utilizado um
conjunto com outras propriedades dos determinantes.

Exemplo 2.
1 -2 3 i
2 1 |
-2 -1 2
- yaea |l =2
=1 D 201

O rndice acima da igualdade indica o nimero da propriedade usada. Neste caso

Sormamos a segunda linha 4 terceira.

Exemplo 3:

-1 2 3 -4
4 2 0 0w
-1 2 -3 0

2 5 3 1
-5 3 -4 (i 5
=2-1-s -3 0| s
-8 3 1 8
. ez |10 4
=G

1 2 3
201 - =
0 0 1
=1 -(l+4)=5

.

S5 2 3 -4

0 2 0 o

5 2 3 of°

£ 5 3 1

-3 4 10 0 4
3 0|Wats 3 of-
-3 -l 13 ¢ -l

= -6(-10 - 52) = 372

Biblioteca de
Ciéncia & Yecnolsgia

FPel



72 ALGEBRA LINEAR

Note que na primeira passagem usamos a sétima propriedade ao somarmos a se-

gunda coluna multiplicada por 2 & primeira coluna. Nosso intuito foi o de
obter uma segunda linha com apenas um elemento nio nulo, e entdo abaixar a
ordem do determinante, usando menos cdlculos. Seguindo este raciocinio, vocé
pode também obter o determinante inicial, por exemplo, igualando o Gltimo
elemento da primeira linha a zero.

3.5 MATRIZ ADJUNTA — MATRIZ INVERSA

Dada uma matriz A, lembramos que o cofator Ay do elemento 4y da matriz é
(-1)"*/ det A, onde Ay ¢é a submatriz de A, obtida extraindo-se a iésima linha
e j-ésima coluna. Com estes cofatores podemos formar uma nova matriz A, de-
nominada matriz dos cofatores de A,

A = [Aq]
E lo:
vemp 2 1 0
A=[-3 1 4
1 6 5
An =4
5
+ ‘3 4
An = (—l)l 2 1 5 = 19, etc
_ -19 19 -19
Entao, A = -5 10 -11
4 -8 5

3.5.1 Dada uma matriz quadrada A, chamaremos de muatriz adjunta de A
i transposta da matriz dos cofatores de A.
adj A = A’
No exemplo anterior

-19 -5 4

ajA=|19 10 -8
-9 -11 5
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e

Vamos efetuar, neste exemplo, A - A

-19 0 0 1 0 o
0-19 0] =-19 |0 1 0| =-191,
0 0 -19 0 0 1

Além disto, podemos verificar que det A = - 19. Entdo A + A’ = (det A)l;. Este
resultado néo foi obtido por acase, mas ¢ vilido para toda matriz quadrada A
de ordem s '

3.5.2 Teorema: A - A" = A - (adj A) = (det A)l,

Para demonstrarmos esta proposigio, usamos a propriedade (v), segundo a
qual o determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais é zero.
¢ o desenvolvimento de Laplace. Vamos fazé-la esquematicamente, para matrizes
3 X 3. A demonstragdo ¢ a mesma para matrizes n X #.

Prova: (n = 3)
ay @y dia Ay By Ay
A-Q@djA)=an ap ayi-|Ap Ay Ay | =ley)
a3 dp dyp Az Ay Ag

Calculando os elementos ¢j, achamos que
Ci = dnlyy tapdyy ta;d = det A
€12 = ddy + @185, 1 dy3d43,

Usando o desenvolvimento de Laplace em relagio 3 segunda linha, temos:

a1y 43
Cya det a1 3% a3 =0
dn a3 dyp
pois duas linhas sio izuais, Analogamente,

cy=detA e ¢; =0 se i+]

Entdo:
det A 0 0
A - (adj A} = 0 det A 0 = {det A)1,
0 0 det A

3.5.3 Definicdo: Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de
inversa de A a uma matriz B tal que A - B=B - A = I,,, onde I,, é a matriz
identidade de ordem #. Escrevemos A™' para a inversa de A.
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3.5.4 Exemplos

Exemplo 1:

2 3 - -1 _
Seja A = \; 4:\. Entio A7 =

pois A-A7 =1, e A~ A = I, (Verifique!)

lo 2.
Exempio - ] 6 3
Seja A = 11 4

Procuremos sua inversa, isto e,

B=E¢I? 2] talque A-B=1L e B-A=h

Impondo a primeira condicdo,

6 2| [a b=E ﬂ
1 4| |c d 0 1

A B I,
oz 10 ]
lla + 4c 11b+ 4d 0 1

1 6b+2d =0
© litp+4d=1

Portanto,

n

6a + 2¢
g +4c=10

Resolvendo os sistemas, temos
a=2

Teremos entdo,

n
1
—

I
mlu ‘-"lw

4
5

-1
5
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ou seja, A - B = I. Também

ou seja, B - A =1 e, portanto,

¢ a inversa da matriz A. (B = A™%).

Observacdes:

f) Se A ¢ B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, ambas inversiveis {isto
é, existem A™' ¢ B™'), entdo A - B & inversivel e (AB)™t = B! . A,

De fato, basta observar que (AB)(B™'A™!) = A(BB)A™! = AIA™! =
= AA™! =1 e que, analogamente (B~ A™')(AB) = I.

i) Se A € uma mattiz quadrada e existe uma matriz B tal que BA = I,
entdo A € inversivel, ou seja A™' existe e, além disso, B = AL,

Em outras palavras, basta verificar uma das condigdes para a inversa de
uma matriz, ¢ esta serd Qnica.

A prova da primeira parte, ou sgja, de que Al existe, sera feita em
3.8.6. Por ora, mostraremos apenas que B = A™'. De fato, se A~ existe, temos
a seguinte seqiéncia: B = BI = B(AA™') = (BA)A™' = IA™ = AL

iif} Nem toda matriz tem inversa.

2 & R . -
Por exemplo, para mostrar que I:g 1:| nio tem inversa, é suficiente

mostrar que a equagdo matricial [g f:l l:‘z 3:' = B ?:| nao tem solugdo.

Isto é verdade, pois
2c 2d|_|1 O
e d| 0 1

implica que 2¢ = 1 e ¢ = 0, ¢ n3o podemos ter estas igualdades simultanea-
mente.
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Suponhamos agora que Apxp tenha inversa, isto €, existe A7 tal que
A - A™! = 1,. Usando o determinante temos

det(A + A7) = det A - det A™' e detl, =1

Entéo:
det A « detA™' =1
Desse produto conclurmos que se A tem inversa,
iydetA # 0
1
,e -1
¢ i)detA™ = Tl A

Ou seja, det A # 0 é uma condigdo necessdria para que A tenha uma inversa,
Vamos ver que esta condigio também ¢é suficiente. J4 vimos em 3.5.2 que

- i
A A= (det A)l Se det A # 0., A '—det—A‘
1 <

- -1 _ .
ca, entdo A7 = JelA A.

il - . - .
. A'=1 e como a inversa € uni-

Em resumo:

355 Teorema: Uma matriz quadrada A admite uma inversa se, ¢ somente se

det A # 0.
Neste caso:
1

_l__
A T detA

(adj A)

Este resultado nos fornece um novo método de calcular a inversa de uma
matriz. Consideremos a matriz do Exemplo 2 anterior:

6 2

det A = 24 - 22 = 2 # 0 e, portanto, existe a inversa de A. Calculemos sua

inversa pela relagdo A~ = dei y (adj A).

= 4 -1 _— 4 2
A= I:'Z 6:\ e ad]A—li_ll 6j|

2 -
P TP U R 1
AT = gora @diA) = 2[-11 6] |- 3

Entao
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3.6 REGRA DE CRAMER

Q calculo‘ da inversa de uma matriz fornece um outro método de resolugio de
sisternas lineares de equagOes. Este s6 se aplica a sistemas lineares em que ¢ nu-

mero de equagdes € igual ao numero de incognitas. Suponhamos que desejdsse-
mos resolver o sistema linear de n-equagdes e n-incognitas.

unx; oLt dgpx, = b,

dyy Xy + ...+ AppXy = bn

Podemos escrever este sistema na forma matricial

dyy .. dip X b,
py - dpp Xn by
ou
A.X=B
onde
a1 - dip
A=] : ¢ a matriz dos coeficientes e
Qyy oo dpn
b, X
B = | : | é a matriz dos termos independentes, e X =
by -x:n

a matriz das incOgnitas. Para esta equagdo suponhamos que det A # 0 e por-
tanto, que A tenha a inversa A~'. Entdo

AN(AX) = A'B

(ATA)X =A"'B

I, X=A"B
X=A"'B
Na forma matricial
X1 i) W hp -l bl
Xp @y ... fpn by
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Usando a relagio para matriz inversa dada em 3.5.4, temos
T detA : :
Xn A] n Ann bl‘l

Entao
b1A11 + en + bnAnl

*L= det A

Mas note que o numerador desta fragdo ¢ igual ao determinante da matriz que
obtemos de A, substituindo a primeira coluna pela matriz dos termos indepen-
dentes. De fato, usando o desenvolvimento de Laplace, obtemos:

by, a;; .. n
=bAy ot bnAnl
by am - dnn
Ou seja
b] alz ana al"
by dpa o Ann
xl = -
dy 57} &in
apy 4m - Amn

Fazendo deducBes andlogas, obtemos

gy .. b . am
X apy es b!f . arm
je——
1 .. dn
an dnn

para i =1,2, ., 1

mos o determinante da matriz dos coeficientes

Observe que no denominador te
z obtida de A,

(det A # 0), e no numerador aparece 0 determinante da matri
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;?;t:::,ndf a i-e(;sima coluna pela coluna dos termos independentes. Este méto
solugio de um sistema linear de » e 5 incognitas, -
: quagdes ¢ n incégnitas, que s6 po-
) | , que s6 po
de ser aplicado quando o determinante da matriz dos coeficientes for ndo npl

é chamadc Regra de Cramer. e

3.6.1 Exemplo

Dado o sistema de 3 equagdes e 3 incOgnitas:

2x -3+ 7z =1
x +3z=5
2y - z=10
temos
2 -3 7
det|1 0 3|=-1%#0
o0 2 -l
Portanto, podemos usar a Regra de Cramer.
Entdo:
1 -3 7
5 06 3
. 0o 2 -
. = -49
21 7
I 5 3
) 0 0 -l
- = 9
-1
2 -3 1
1 0 5
o 2 0
z="————=18

- Cflibe aqui um comentério sobre a Regra de Cramer. Embora seja muito

Util, pois dd uma forma explicita das solugbes de um sistema, ela ndo ¢ muito

usada para cédlculos numéricos. Isto porque o nimero de oper‘ac;,ﬁes que ela

envolve ¢ muito grande, quando trabalhamos com muitas equagdes. No cilculo

:: determinante de uma matriz de ordem n, temos que calcular n! produtos

y (:‘ fatorei, e' depois somé—lf)s. (Veja a defini¢io.) Efetuamos entdo n'(n - 1) +
n! ~ 1) = nln - 1 operagdes. Como para resolver um sistema X n pela



80 ALGEBRA LINEAR

Regra de Cramer precisamos calcular n +  determinantes de ordem n, 0 nime-
ro de operagdes se elevaria a (n + 1)(n!n - 1), Gue ¢ maior que nin!,

Como um exemplo, para resolvermos um sistema de 10 equagBes e 10
incognitas, pela Regra de Cramer terfamos um nimero de operagoes superior a
107 10! = 362.880.000 operagdes, enquanto que pelo método de redugdo de li-
nhas nfo chegarfamos a 14.000.

Muitos dos problemas que aparecem em Engenharia, Economia, Biologia
etc., costumam envolver um grande nimero de incégnitas, de ordem 100 ou
1.000, por exemplo. Nestes casos, mesmo 0s métodos de eliminagio e redugdo
por linhas podem ndo ser adequados. Entdo nos meios computacionais prefere-
se usar métodos numéricos iterativos {como, por exemplo, o de Gauss-Seidel).
Estes processos iterativos serdo nosso objeto de estudo no capitulo 13.

3.7 CALCULO DO POSTO DE UMA MATRIZ
ATRAVES DE DETERMINANTES

Muitas vezes, é suficiente saber apenas se um sistema de equagdes lineares tem
solugdo sem precisar resolvé-lo, isto &, sem explicitar as solugdes. Por exemplo,
a0 estudar a posicdo relativa de duas retas no plano, dadas pelas equagdes
y=2x =3¢y -3x =2 podemos estar interessados em saber apenas se elas
se interceptam ou ndo, sem determinar seu ponto de intersecgdo. Ou seja, que-
remos saber se o sistema
y-x=
{ y-3x
admite ou nio solugio.
Como j4 vimos em 2.5, a existéncia ¢ o namero de soluges estdo relacio-
nados com o posto da matriz dos coeficientes e o posto da matriz ampliada.

Vamos ver agora uma maneira de obter o posto de uma matriz usando deter-
minantes.

LI
[ SR RS

3.7.1 Teorema: O posto (caracteristica) de uma matriz A (quadrada ou
nio) é dado pela maior ordem possivel das submatrizes quadradas de A, com
determinantes diferentes de zero.

{Para uma demonstragdo, deste teorema veja os exercicios 18, 19 20
da sec¢io 3.10))
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3.7.2 Exemplos

Exemplo I: Dada a matriz 4 X 5
1 3 -2 35 3
1 11 -15 19 14
3 1 7 1 -2
7 -3 25 -7 0

podemos verificar que cada submatriz de ordem 4 (hd 5) tem determinante O.
Também o determinante de cada submatriz de ordem 3 (hd 4Q) é zero. Mas

1 3
df:t|:1 11:|=8#O.

Exemplo 2: Dado o sistema linear

Entio, o posto & 2.

x+2y+3z2=1
2x+ yt+t oz= 0
6x - 3y - 3z = -1

vamos dizer se ele é possivel ou ndo, sem resolvé-lo.
A matriz dos coeficientes

1 2 3
A=1-2 1 1
6 -3 -3

tem determinante 0, pois a terceira linha ¢ igual 4 segunda multiplicada por -3.
Portanto, o posto de A é menor que 3. (Se det A # 0, o posto seria 3, pois A

¢ submatriz dela mesma.) Como I:_; f

de ordem 2, com determinante diferente de zero; portanto, seu posto é 2.

j| = 5, A tem uma submatriz quadrada

Tomemos agora a matriz ampliada do sisterna

2
Como | 1

—
o

=1, o posto de B é 3. Conclurmos assim, que 0 sisterma

Biblioteca de
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ndo admite solugdo, pois o posto da matriz dos coeficientes ¢ diferente do pos-
to da matriz ampliada.

Observagdo:

Num sistema de n equagdes e # incognitas, onde o determinante da matriz dos
coeficientes ¢ diferente de 0, existe uma tnica solugio.

* 3.8 MATRIZES ELEMENTARES
Um processo de inversdo de matrizes

O célculo da inversa de uma matrz usando determinante, envolve um nime-
ro muito grande de operagdes. O processo pritico de inversio que vamos
apresentar nesta segio é baseado nas operagbes com as linhas de uma matriz
e, em termos de calculos, é muito vantajoso. O conceito de matrizes elemen-
tares que introduziremos aqui serd utilizado para mostrar 2 validade deste pro-
cesso e ainda para demonstrar varios resultados jd enunciados em segOes ante-

riores.
Observemos, inicialmente, que cada operagdo com as linhas de uma ma-

triz corresponde a uma multiplicagio dessa matriz por uma matriz especial.

3.8.1 Exemplos

Exemplo 1: Ao multiplicarmos a primeira linha da matriz

1 2 4
A=|0 1 3
2 1 -4
por 2, obtemos a matriz
2 4 8
o 1 3
2 1 -4
que é exatamente © produto
2 0 0 1 4
0 1 0]]0 1 3
0o 0 1 2 -4
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Exemplo 2: Ao trocarmos a primeira e & segunda linha da matriz A acima
obtemos ’

0 1 3
1 2 4
2 1 -4

o 1 0 1 4
1 0 0 o 1 3
0 0 1 2 1 -4

Exemplo 3: Ao somarmos & primeira linha da matriz A a segunda linha
multiplicada por 2, obtemos

1 4 10
0 1 3
2 1 -4
que ¢ 0 mesmo que 0 produto
o2 o[t 4
o1 0f(0 1 3
0 ¢ 1f]|2 -4

Observando mais cuidadosamente estes exemplos, vemos que aplicar uma
operagio elementar nas linhas da matriz A é o mesmo que aplicar esta opera-
¢dio elementar na matriz identidade e, em seguida, multiplicar esta nova matriz
por A, Vejamos isto em outros exemplos.

Exemplo 4: Se tomarmos a matriz identidade I e trocarmos a primeira e
a terceira linha, obteremos a matriz

—0 O
(=B -
oo -

Se multiplicarmos esta matriz pela matriz A do exemplo 1, teremos

o o 1]|[1 2 a P 4
0 1 0 0 3|=10 3
1 0 0 2 1 -4 1 4

cujo resultado é exatamente a troca da primeira e terceira linha da matriz A.
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Exemplo 5: Se tomarmos I3 e somarmos 4 terceira linha a segunda multi-
plicada por -3, obteremos
0
1

oo
-0 o

-3

Se multiplicarmos esta matriz pela matriz A do Exemplo 1, teremos

1 o ol 2 4 1 2 4
o 1 o]fo 3l={0 1 3
o -3 102 1 -4 2 -2 -13

Este resultado é exatamente aquele que obtemos se SOMAarmos i terceira linha

de A a segunda multiplicada por -3.

Através desses exemplos podemos perceber que existe uma relagao 1mtima
entre as operagbes com linhas de uma matriz e certas matrizes especiais cons-
truidas a partir da matriz identidade. Estas matrizes serdo denominadas matri-

zes eclementares.

3.8.2 Definicio: Uma matriz elementar é uma matriz obtida a partir da
identidade, através da aplicagio de uma operagio elementar com linhas.

O relacionamento entre matrizes elementares ¢ operagbes com linhas ¢
dado pelo teorema abaixo.

3.8.3 Teorema: Se A é uma matriz, o resultado da aplicagio de uma ope-
ragio com as linhas de A ¢ 0 mesmo qué o resultado da multiplicagdo da ma-
triz elementar E correspondente 4 operagao com linhas pela matriz A.

A prova deste resultado poderd ser feita por vocé. Consiste apenas em
escrever a matriz E, efetuar o produto E- A e verificar que o resultado obti-
do é o esperado. Este procedimento deve ser efetuado para cada tipo de opera-
¢do com linhas. Uma conseqiéncia importante da proposi¢o anterior é:

3.8.4 Corolario: Uma matriz elementar E; & inversivel e sua inversa é a
matriz elementar E;, que corresponde 3 operagdo com linhas inversa da opera-
¢io efetuada por Ey.

Por exemplo, se E; é a matriz elementar cuja opera¢do consiste em mul-
tiplicar uma determinada linha por k, a matriz inversa de E, serd a matriz ele-
mentar E, que corresponde 2 operagao de multiplicar a mesma linha por % A

prova deste coroldrio & deixada a seu encargo.
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Como conseqgiiéncia do resultado anterior, podemos mostrar agora o teo-
rema 2.3.1.

3.8.5 Teorema: Sistemas associados a matrizes linha equivalentes sdo equi-
valentes.

Prova: Sejam A ¢ A’ matrizes-linha equivalentes. Por 3.8.3
A' = MA, onde M é um produto de matrizes elementares e, portanto, inver-
stvel (veja 3.8.4 e (i) de 3.5.4). Os sistemas (I) e {II) que tém A e A' como
matrizes ampliadas podem ser escritos respectivamente:

N.X=BeNX-=B, onde N ¢ a submatriz de A da qual se retirou a
Gltima coluna e B ¢ esta coluna. (Idem para N', A" e B') Além disto, vocé po-
de verificar que

N=M.N<e¢ B=M:-B

Portanto, NX = B —= MNX = MB +— N'X=PB.
Isto significa que os sistemas (1) e (1l) sdo equivalentes pois toda matriz

x
X=|! | queseaa solugio do I serd solugio de 11 e vice-versa.

*n

3.8.6 Usando os resultados 3.8.3 ¢ 3.8.4 podemos também completar
agora a demonstragdo da observagio (i) de 3.5.4. Repetindo-a da maneira co-
mo foi enunciada: Se A é uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que
BA =1, entdio A ¢ inversivel, ou seja, A-! existe ¢ B = A™'. J4 haviamos mos-
trado que se A é inversivel, entdo B = A~!. Mostremos agora que A é reaimen-
te inversi'vel.

Comecemos analisando o sistema de equagQes lineares que corresponde a
AX = 0, onde X é um vetor coluna e @ é 0 vetor-coluna cujos elementos sdo
nulos. Observamos que a dnica solugdo possivel para esse sistema é X = 0 pois,
multiplicando AX = 0 por B, temos 0=B-0=BAX)=(BA)X = 1X = X.
Por outro lado, se resolvermos o sistema AX = 0 através de operagBes com li-
nhas, obteremos um sistema equivalente RX =0, onde R é a forma escada li-
nha reduzida de A e, portanto, R = ExEx_ . E; A. Mas, como o sistema
RX = 0 ¢ equivalente a AX = 0, a sua Onica solugdo é X = 0, e como R estd
na forma escada linha reduzida, a 0nica possibilidade é R = I, Entio

1= EzE;_, .. E;A, e, multiplicando sucessivamente por Ei', iy, .. B

(que sio matrizes elementares, como vimos na se¢do 3.8.4), teremos
_p-1p-l - . . .

A = ET'E;' ... Ef’, ou s¢ja, A é um produto de matrizes elementares e, pela

observagio (i) de 3.5.4, ¢ inversivel.
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* 3.9 PROCEDIMENTO PARA A INVERSAO DE MATRIZES
Com argumentos analogos aos usados em 3.8.5 vocé pode provar o teorema €nun-
ciado a seguir.

3.9.1 Teorema: Se A é uma matriz inversivel, sua matriz-linha reduzida 3
forma escada, R, é a identidade. Além disso, A ¢ dada por um produto de ma-

trizes elementares.

A reciproca deste resultado ird fornecer um novo processo para se calcular
a inversa de uma matriz A. Suponhamos que, ao reduzir A a forma escada linha
reduzida, a matriz identidade seja obtida como resultado. Neste caso, como a ca-
da operagdo com linhas corresponde uma multiplicagio por uma matriz elementar,
E;, teremios entdo;
.+E;-E - A
.E, - E; - DA

I=Ex -Ex_y -
= (Ex - Eg-1 -

Mas isto quer dizer que
Ey - Ex, - .
que podemos colocar em palavras através do teorema abaixo.

'Ez'E]'I=A_l

3.9.2 Teorema: Se uma matriz A pode ser teduzida 4 matriz identidade,
por uma seqiiéncia de operagGes elementares com linhas, entdo A é inversivel e
a matriz inversa de A é obtida a partir da matriz identidade, aplicando-se a
mesma seqiléncia de operagdes com linhas.

Na pritica, operamos simuitaneamente com as matrizes A ¢ I, atravé
operagdes elementares, até chegarmos 3 matriz I na posigio correspondente 4
matriz A. A matriz obtida no lugar correspondente 4 matriz I serd a inversa de

A

s de

(A1) — (IiA™)

Vejamos como este procedimento pode ser colocado em pritica.

3.9.3 Exemplos

Exemplo I: Seja

S -t
S —o =
—_—
W——

Determinante ¢ Matriz Inversa 87

Coloquemos a matriz junto com a matriz identidade ¢ apliquemos as operacdes
com linhas, para reduzir a parte esquerda (que corresponde a A) i fomP:a e§ca-
da linha reduzida, lembrando que cada operagdo deve ser efetuada simuitanea-

mente na parte direita.

2 1 0 0f1 0 0 0
1 0o -1 1 ;0 1 00O
01 1 110 0 1 0O
-1 0 0 310 0 0 1
Trocando a primeira e segunda linhas, obtemos
1 0 -1 1 t0 1 0 0
21 0 031 0 ¢ 0
01 1 1 !0 0 1 0
-1 0 0 3 ;0 0 0 1

Agora, somamos i quarta a primeira e 3 segunda, a primeira linha multiplicada
por -2.

1 0 -1 110 1 0 0O
01 2 211 -2 00
01 1 170 0 10
00 -1 4,0 1 01

Subtraimos a segunda linha da terceira, obtendo

1 0 -1 11 0 1 00
o1 2 2, 1 =2 00
0 0 -1 3 -1 2 1 0
0 0 -1 4 L 0 1 0 1

Trocamos o sinal da terceira linha e, subsequentemente, anulamos o resto da
terceira coluna.

I
1 0 0 -2 ] 1 -1 -1 0
01 0 4 -1 2 20
00 1 31 1 2 -1 0
600 0 1 | 1 -1 -1 1

Biblioleca de g\
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Finalmente, obtemnos a identidade 4 esquerda e a inversa de A a direita.

1 0 0 0 | 3 -3 -3 2
o 1 0 0 {—5 6 2 4
0 0 1 0 | 4 -5 3
o 0o 1! 1 -1 -1 1
Portanto
3 -3 -3 2
-5 6 2 4
-1 _
AT=ly 5 4 3
1 -1 -1 i
Exemplo 2: Seja
1 0 1
A=1|1 2 1
0 2 0
Partimos de
|
1 0 1 |1 00
1 2 1 10 1 0O
0 2 010 01

e fazemos operagdes com linhas, para converter a parte esquerda {que corres-
ponde a A) a forma escada linha reduzida. Obtemos entio

0 1
0o 0

Como a forma escada ndo é a identidade, a matriz A n3o tem inversa.

3.9.4 Agora, iremos demonstrar a propriedade
det (AB) = det A - detB

conforme nos propusemos a fazer em 3.3 (vif7).
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Para isso, queremos que vocé descubra qual ¢ o determinante de uma matriz
elementar E nos seguintes casos:

/) E é obtida de I por uma permutagdo de linhas.
ify E ¢ obtida de 1 pela multiplicagio de uma das linhas por uma constante
k (k +0).
iiiy E ¢ obtida de I pela substitui¢do da i-ésima linha por k vezes a j-ésima
mais a I-ésima linha. ,

Agpra vocé deverd provar o seguinte resultado.

3.9.5 Teorema: Se E for uma matriz elementar e A uma matriz qualquer
da mesma ordem que E, entio det EA = detE - det A.

Para provar este teorema, considere as trés possibilidades para a matriz E
(i), (if) e (iii} dadas acima. Tudo ficard realmente simples se vocé tiver chegado
4 conclusdo que, em (i) temos det E = -1, em (if) det E = k ¢ em (ifi) detE = 1,

Finalmente, podemos demonstrar a propriedade do determinante do pro-
duto.

3.9.6 Teorema: Se A e B sio matrizes 7 X nr quaisquer, entio
det{A - B) = det A . detB.

Prova:

I9 caso: Se A ou B s@o ndo inversiveis, temos A - B ndo inversivel (veja o
Exercicio 10 da se¢do 3.10). Neste caso, det (AB) = 0, e como det A = 0 ou
det B = 0, a igualdade se verifica.

20 caso; Se A e B sio inversiveis, usando 3.9.1 temos:

det (AB) = det (E; ... ExB)

Ap6s sucessivas aplica¢des do teorema 3.9.5 chegamos a:

det (AB) = det E, - det (E, ... E¢B)

w.=detE, - detEy - .. . detE; - detB
det E; « ... - det(Eg_; - Eg) . detB
o=det(E; - Ey « ..« Ep) - detB
=detA . detB

fl

I
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3.10 EXERCICIOS

1. Dé o numero de inversdes das seguintes permutagdes de 1, 2, 3, 4, 5:

a)3 54172

by2 1 435

c})5 4321

d) No determinante de uma matriz 5 X 5, que sinal (negativo ou posi-
tivo) precederia os termos 4,39:5@3d41ds2 € ayg8240338 4280517

2. Quantas inversdes tem a permutagio {(n n=-1 .. 2 1) dos ndmeros 1, 2, .,

n-1, n?
2 o -1
3. Calcule det |3 0 2
4 -3 7

a) pela defini¢do
b) em relag@o A segunda coluna, usando o desenvolvimento de Laplace.

4. Dadas as matrizes A = l:i g] e B = [3 _i:| calcule

a) det A + detB
b) det (A + B)

5. Sejam A e B matrizes do tipo n X n. Verifique se as colocagBes abaixo sio
verdadeiras ou falsas.

a) det (AB) = det (BA)

b) det (A) = det A
¢) det (2A) = 2detA
d) det (A?) = (det A)?

e) detAy; < detA
/) Se A é uma matriz 3 X 3, ento
@y Ay tdpdy a3l = ay Ay +apdyy a3l

2 3 1 -2
6. Dada A = (SJ ’:’ :12 ; calcule
3 -1 2 4
a) Ay ¢) By
b) [A23| d) det A
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7. Propriedade: O determinante de uma matriz triangular A, ., ¢ igual ao pro-
duto dos elementos de sua diagonal.

a) Prove esta propriedade no caso em que A € uma matriz triangular supe-
rior (genérica) 5 X 5. (Sugestao: Use e abuse do desenvolvimento de La-
place.)

b) O que vocé pode dizer sobre o nimero de solugdes dos sistemas abaixo?

SX1 + 2x, - 3X3 + 9%, =0
1 _
) -3x; 1 9x, -5 Xe = 0
—ZX3 + Xq = 0
Xg = 1
3x$ + 2x, + Xy = 0
- x3 + xZ - xl = 5
(ii} -09x3; - x;+ 9%, =0
—3x2 + X, = 0
xl = O
8. Calcule det A, onde
a) 3 -1 5 0 <) i 3 2 i
_10 2 o 1 |3 - 1 i
A=l 0 a1 3 A=l 1 a1 o0
1 1 2 0 - i 1
b) 3 0 0 ¢ O
19 18 o 0 0
A=|-6 T -5 0 0
4 2 3 0 0
8 3 5 6 -1
9. Encontre A™', onde
a) 4 -1 2 =2 b) 0 i 2 i
3 -1 0 0O 1 - i 1
= A =
A 2 31 0 0 -1 1 -
o 7 1 1 1 1 1 0
) 1 0 x
A=|1 1 x?
2 2 x?
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10. Se A ou B é uma matriz ndo inversivel, entdo A - B também ndo é. Prove

isto, sem usar determinantes.

11. Mostre que

¥ x+1 3
L
xlg x 22
2x 1 0 x x+1 3 x* x+1l 3
1 2x-1 x*+}0 2 W+ |1 -1 X
0 X -2 0 x -2 0 1 0
Observe atentamente a igualdade acima e enuncie 2 propriedade que ela
ilustra,
2 1 3
12. Dada a matriz A= |0 2 1| calcule
s 1 3
a) adj A
b) det A
cy A

=(a-byb-ol- a)

13. Mostre que det | ¢ b ¢
a

14. Dizemos que A e B sio matrizes semelhantes se existe uma matriz P tal que

B = P'AP. Mostre que det A = det B se A ¢ B sdo semelhantes.

15. Verdadeiro ou falso?
a) Se det A = 1, entdio A™' = A,
b) Se A é uma matriz triangular superior e A7l existe, entio também A
serd uma matriz triangular superior.
¢) Se A é uma matriz escalar n X n da forma £l,, entdo det A = k"
d) Se A ¢ uma matriz triangular, entdo detA =a;,;, + ...+ dy,.

16. Resolva o sistema, usando a Regra de Cramer:

x-2y+ z=1
2c+ y =3
y-5z=4

R e T

e

21.

22

17.

18.

19.

20.
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Dado o sistema

x +y - w=0
x -zt =2

vtz- w=-3
x+y 2w = 1

a) Calcule 0 posto da matriz dos coeficientes.

b) Calcule o posto da matriz ampliada.

¢) Descreva a solug@o deste sistema.

d} Considere um sistema homogéneo AX = 0, onde A é uma matriz n X n.
Que condigdo vocé deve impor sobre A, para que o sistema admita solu-
¢oes diferentes da solugdo trivial (X = 0)? Compare com 3.6 ¢ o Exer-
cicio 18 do Caprtulo 2.

Prove que: Uma matriz A, com ordem &, tem posto 1 se, ¢ somente se Aé
inversivel.

A partir do exercicio acima, vocé pode concluir que uma matriz A, de
ordem n, possui determinante difererne ae zero se, e somente se A tem #
linhas linearmente independentes. Por qué? (Veja o final da seccdo 2.4.)

Agora prove a propriedade 3.7.1, usando o exercicio anterior.

Mostre que a drea do triangulo na figura ¢ dada pelo determinante

B(X:;,Vg)
s 1 Alxyoyy)
D) X2 Y2
X3 ¥y 1 >
\ C(Xz,ygl
a) Mostre que {1 &, at
1 a ﬂ% = (a3 - ay) (a3 - a,) (a3 - a2)
1 az d%

b) Se a,, az, ..., @, sZo numeros, mostre por indugdo finita que

1 a, ... a'f_l
-1
Vp = 1 o @ (x5 - xp)
i<j
1 ay .. ap’t

O simbolo 4 direita significa o produto de todos os termos Xx; - X;j cOm
i <je i jinteiros variando de 1 a n.
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Sugestdo: Para efetuar facilmente a indugio, multiplique cada coluna por
xy e subtraia o mesmo da coluna imediatamente 4 direita, partindo do
lado esquerdo, obtendo, entdo: ¥, = (x, - x;) ... (x2 - X3) Vo1

Tal determinante é chamado determinante de Vandermonde.

Uma maneira de codificar uma mensagem §é através de multiplicagdo por
matrizes. Vamos associar as letras do alfabeto aos niimeros, segundo a
correspondéncia abaixo:

C FIGHII|J |[LIM|N|O
3 6(7(8{9|10|11112113|14

B
2

U
20

A
1

XY |Z
23124|25

D(E
4(5

\AL
21|22

PIQIR|S|T
15|16(17|18|19

Suponhamos que a nossa mensagem seja “PUXA VIDA”. Podemos formar
uma matriz 3 X 3 assim:

P U X
A — V|, que usando a
1 D A

correspondéncia numérica fica:

15 20 23
1 0 21|=M
9 4 1

Agora seja C uma matriz qualquer 3 X 3 inversivel, por exemplo:

1 0 1
C=1[-1 3 1
0 1 1

Multiplicamos nossa matriz da mensagem por C, obtendo M ..C,

15 20 23 1 0 1 -5 83 358
1 0 21|-4f~-1 3 1|=|1 21 22
9 4 1 0 1 1 5 13 14

Transmitimos esta nova matriz (na pratica, envia-se a cadeia de nimeros

-5 83 58 1 21 22 5 13 14). Quem recebe a mensagem decodifica-a
através da multiplicagio pela inversa (M - C) - C™' = M) e posterior
transcricio dos nimeros para letras. C é chamada matriz chave para o
codigo.

a) Vocé recebeu a mensagem:
-12 48 23 -2 42 26 1 42 29
Utilizando a mesma chave traduza a mensagem,
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b) Aconteceu que o inimigo descobriu sua chave. O seu comandani¢ manda

T T
vocé substituir a matriz chave por [1 1 0. Vocé transmite 2
0 0o 2

mensagem “CRETINO...” a ele (codificada, naturalmente!). Por que nio
serd possivel a ele decodificar sua mensagem?

¢) Escolha uma matriz-chave que dé para codificar palavras até 16 letras.
Codifique e descodifique 4 vontade!

3.10.1 Respostas

l.a)5 b) 2 10 d-e+
3. a) 21 b) 21
5.0 V By V ¢) F d) vV e) F nv

7. a) Seja A uma matriz triangular superior e desenvolva-se o determinante
através da primeira coluna.
{Al = a,,|A,;| mas A, é triangular superior também A} = anlAy !
etc.
Entio |Al =4y, * @33 ... dnp-

b) (i) tnica, (#) nenhuma.

9.2 [-1 -1 4 -2
3 -4 12 -6
11 14 -43 22
10 14 -4 21

b) . -1 -1
-1 - i 1-i
S+ {1+ 2 1 -1 i

3-§i 2-i 3-1

9 | -2 R

x x

-1 -1 + 2 1 -1
x

2 -1

1 x? x2



