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Transformacao linear

Até agora so trabalhamos com fungdes reais de uma varidvel real, ou seja, fungdes cujos
dominios ¢ imagens sdo subconjuntos de R. Por exemplo: f(x) = 2x + 1; f(x) = x% f(x) = ¢, etc.
Vamos agora tratar de funcdes que tém como dominio e contradominio outros espacos vetoriais
como R?, R?, Mx(R), etc . Assim, tanto a varidvel independente quanto a variavel dependente serdo
vetores, razao pela qual, fungdes deste tipo sdo também chamadas de fungdes vetoriais.

Vamos estudar uma classe especial de fungdes definidas entre espacos vetoriais que sdo
aquelas que preservam as operagdes de adi¢do e a multiplicagdo por um escalar. Enfatizaremos as
transformagdes lineares de R" em R™. Tais transformag¢des tém importancia fundamental no estudo
da Algebra Linear e muitas aplicagdes na Fisica e nas Engenharias.

Para dizer que T ¢ uma transformagao (ou fun¢do) de um espago vetorial V num espago
vetorial W, escrevemos T: V — W. Sendo T uma funcao, todo vetor v € V esta associado a um
unico vetor imagem w € W, tal que w = T(v).

v T W

w="T(w)
Exemplos:
1) T:R* 5> R’
T(x, y) =, y, x+y).
Exemplos de algumas imagens: T(1, 2) = (1, 2, 3); T(0, 1)=(0, 1, 1).

2)T:R’ >R’
T(x,y,2)=(X,Y, 0).

Esta transformagdo ¢ chamada de projegdo ortogonal do R® sobre o plano XY, pois ela transforma
um vetor qualquer do R’ na sua projecdo sobre o plano XY.



Definicao de transformacio linear

Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre R. Uma transformacgao linear T: V> W
¢ uma aplicagdo (fungdo) que satisfaz as seguintes condigdes:

i) T(u+v)=T()+ T(v), Vu, v e V.
i1) T(Au) =AT(u), Vue V e VA € R.

Observacoes:

1) No caso em que V = W uma transformacao linear T: V — V ¢ também chamada de operador
linear.

2) A defini¢ao nos diz em palavras que se T ¢ uma transformacao linear entdo a imagem da soma ¢
a soma das imagens e a imagem de um vetor multiplicado por um escalar ¢ igual ao escalar
multiplicado pela imagem do vetor.

3) As condigdes i) e 1ii) da defini¢do sdo equivalentes a T(u + Av) = T(u) + AT(v). Isto significa
dizer que para verificarmos se uma transformacao ¢ linear, podemos verificar apenas esta condi¢ao.

Exemplos:

1) A transformagdo T: R — R, tal que T(x)=2x ¢ linear. De fato:

) T(x+y)=2(x+y)=2x+2y =T(x) + T(y).
i) T(Ax) = 2(Ax) = A(2x) = AT(x).

2) A transformagdo T: R — R, tal que T(x) = ax, o constante real, ¢ linear. Este caso ¢ uma
generalizac¢do do anterior.

As transformagdes acima tém como grafico uma reta passando pela origem e motivaram
a definicdo de transformagao linear. Pode-se mostrar que toda transformacao linear de R em R ¢ do
tipo descrito acima.



3) A transformagdo T: R* — R, tal que T(x,y)=x+y ¢ linear. De fato:
DT(xLyD) (X, y2)) =T+ x, yity)=xitxtyity=&+ty)+xty)=
=T((x1, y0)) + T((x2, ¥2) ).

11 ) T( }\,(Xl, y1) ) = T( (}\,Xl, }\,yl) ) = }\,Xl + }\,y1 = }\,(Xl + y1) = }\,T(Xl, y1)

4) A transformacgdo T: R> - R, tal que T(x, y) =x +y + 1 ndo ¢ linear. De fato, a condicdo i)

falha:

DT(XLy) T (X, y2)) =Tt X2, y1 ty) =X+ x) +(y1+ty) +1 # T(xp, y) + T(x2 +y2) =
=xityit Dttt )= +x)+(y1ty)+2

Nao ¢ necessario verificar a segunda condigdo, visto que a primeira condi¢ao falhou.

De outra forma, poderiamos mostrar, com um exemplo numérico, que esta transformagao nao ¢
linear. Por exemplo, T(1,1)=3 e T(2,2)=5.Logo, T(2(1,1))#2T(,1),isto &5 # 6.

5) A transformagao T: R* > R, tal que T(x,y)= (xz, y) nao ¢ linear. De fato, a condi¢do i) falha:

D) T( (X1, y) + (%2, ¥2) ) = T(x1 + X0, yi +y2) = (1 + %), yi+y2) # T(xi, y1) + T(xa +y2) =
=x2,y) T (X, y2) = (x> + X7, y1 +y2), pois sabemos que (X1 + X2)* # xi* + X7

De outra forma, poderiamos mostrar, com um exemplo numérico, que esta transformagdo nao ¢

linear. Por exemplo, T(1,1)=(1,1) e T(2,1)=(4,1),mas T((1,1)+(2,1))=T3,2)=(9,2) #
(1L,H+@, 1)=@,2).

Exercicios: Verifique quais das seguintes aplicagdes sdo lineares:

a) T: R® > R? definida por T(x,y,z) = (2%, y).
b) T: R > R definida por T(x, y) = xy.
¢) T: R > R definida por T(x) = |x/|.

d) T: Ma(R) — R definida por T[X yj:x+y+z+w.

zZz W



Algumas transformacoes lineares do plano

1) Reflexdo em relagdo ao eixo ox.

T:R> » R?
T(Xa Y) = (X7 -Y)

2) Reflexdo em relagao ao eixo oy.

T:R> » R?
T(X: Y) = (_Xa Y)

3) Reflexdo em relagdo a origem.

T:R> » R?
T(Xa Y) = ('Xa _Y)

4) Reflexdo em relagdo a 1° bissetriz (reta y =

T: R> » R?
T(x,y)=(y, x).

¥
(%, ¥)
o X
(%, -¥)
by
(-, ¥ (z, ¥
o
Y
(z, ¥
[]
(_Ks _Y:I
X).




5) Cisalhamento horizontal de fator o.

T: R> » R? (z, ¥) (z + 0y, ¥)
T(x,y)=(x+ay,y).

Por exemplo, a transformacdo T: R® — R’ tal que T(x, y) = (x + 3y, y) é uma
transformagdo de cisalhamento de fator 3. Pode ser mostrado que, se T for aplicado sobre cada
ponto do quadrado 2x2 mostrado na figura 1, entdo o conjunto das imagens forma o paralelogramo
sombreado na figura 2. A idéia chave ¢ mostrar que T transforma segmentos de reta em segmentos
de reta e, depois, verificar que os vértices do quadrado sdo transformados nos vértices do
paralelogramo. Por exemplo, a imagem do ponto u=(0,2) ¢ T(u)=(6,2) e a imagem de
v=1(2,2) é T(v)=(8,2). A transformagao T deforma o quadrado transladando-se a base superior
para a direita e mantendo a inferior fixa. Transformacgdes de cisalhamento aparecem na Fisica, na
Computacao Grafica, na Geologia, na Cristalografia, etc.

by Y

2 2

o 2 * o 2 5 8"
Figura 1. Figura 2.

6) A Rotacdao de um angulo 6.

A operagio que gira cada vetor do R* por um angulo fixado 6 ¢ chamada de uma rotacio
do R* de um angulo 0. Vamos supor que o operador Ty gira o vetor v = (x, y) no sentido anti-
horario por um angulo positivo 0, obtendo o vetor w =Ty (v) = (X', y").

Seja ¢ o angulo formado pelo vetor v com o eixo ox e r o modulo dos vetores v e w.

b

’

v w=Tg W =&,y

Da trigonometria basica, temos que:

x=rcos(¢) e y=rsen(p).

x'=rcos(0+¢) e y =rsen(d+¢).



Desenvolvendo x” e y’, usando o cosseno e o seno da soma, obtemos:

{x' =xcos(8) — ysen(8)
y' =xsen(0)+ ycos(d)

E, portanto, Tg (X, y) = ( xcos(8) — ysen(0), xsen(0) + ycos(0) ).

Exemplos

a) Tope (X, y) = ( xc0s(90°) — ysen(90°), xsen(90°) + ycos(90°) ) = (-y, x).

Por exemplo, Top- (1, 0)=(0, 1).

b) T4se (X,y) = (xcos(45°) — ysen(45°), xsen(45°) + ycos(45°) )= (? (x— y),g(x + y)j.

Por exemplo, T4so (1, 1) = (0, NGO ).

Propriedades das transformacoes lineares

Propriedade 1: Se T: V — W ¢ uma transformagao linear entdo T(0) = 0, isto ¢, o vetor nulo de V
¢ sempre transformado no vetor nulo de W.

De fato, T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0) = T(0)=2.T(0) = T(0)=0.
Temos como conseqiiéncia: se T(0) # 0, entdo T ndo ¢ uma transformacao linear.
Exemplo: A transformagdo T: R> — R, tal que T(x, y) = x +y + 1, ndo é linear, pois T (0, 0) = 0.

Observacao: O fato de T(0) =0 ndo garante que T seja uma transformagdo linear. Por exemplo,
a transformacio T: R — R%; T(x) = (x*, x), é tal que T(0) = (0, 0) mas T néo é linear.

De fato, T(1) = (1, 1); T(2) = (4, 2) ¢ T(1+2) = T(3) = (9, 3) # T(1) + T(2).

Propriedade 2: Se T: V — W ¢ uma transformacao linear entdo T(—u) =— T(u).

De fato, T(—u) = T(— 1.u) = (- 1).T(u) = — T().

Propriedade 3: Se T: V — W ¢ uma transformacao linear entdo T(u — v) = T(u) — T(v).

De fato, Twu—v)=T@u+ (-1 )v)=T (u) + (- 1).T(v) = T(u) — T(v).



Exemplos:

1) Sabendo que T: V — W ¢ uma transformacao linear tal que T(u) =w; e T(v) = wy, calcule
T(3u - 5v).

Solugdo: T(3u—5v)=T@Bu) - T(5v)=3T(u) -5T(v) = 3w; —5w».

2)Sev=a,vi+opvy +..+a,vy, ¢ T éuma transformacao linear, entdo:
T(v)=T(ovy + vy + ... + agvn) = o T(vy) + o T(v2) + ... + o, T(vp).
Este resultado ¢ uma generaliza¢cdo do exemplo anterior.
3) Sabendo que T: R> - R ¢ uma transformagio linear e que T(1,2)=4 e T(1,4)=-3,
determine T(2, 6) e T(50, 100).
Como (2,6)=(1,2)+(1,4),entao T(2,6)=T((1,2)+(1,4))=T(1,2) +T(1,4)=4-3 = 1.

Como (50, 100) = 50(1, 2), entdo T(50, 100) = T( 50(1, 2) ) = 50.T(1, 2) = 50.4 = 200.

skokeoskskosk

Um resultado importante sobre as transformacdes lineares é que elas ficam completamente
determinadas se conhecemos as imagens dos vetores de uma base qualquer do dominio.

Sejam V e W espacos vetoriais 3 = {vy, V2, ..., Va} base de V e wy, wa, ...wy,
vetores arbitrarios de W. Entdo, existe uma unica transformacao linear T: V> W
tal que T(v)) =w;, Vi=1,2, ..., n.

Para determinar a lei da transformacao linear, encontramos as coordenadas de um vetor v genérico
do dominio e aplicamos a definicao de transformagao linear, isto ¢;

o
[ =| *7 -
vlg =1 . = V=01V toavyt ...+ o,V

Ay

Desta forma,

T(v)=T(o1vy + aavy + ... + agvy) = o T(vy) + aT(v2) + ... + o, T(v) = oywy + cows + ... + oWy,

‘ T(vV)=oyw; +a,wy + ...+ anwn.‘




Exemplos: Determine as transformacgdes lineares a seguir.
1) T: R > R’ tal que T(1, 0)=(1,2,3) e T(0,1)=(-1,0, ).

Solucio:

B ={(1,0), (0, 1)} é uma base (canonica) do R*> e conhecemos as imagens dos vetores desta base.

[(X’Y)]B:(Z;J = (X,y)=a1(l,0)+a2(0,l) = @ =X € o,=y. Entio:

T(x,y)=T(e (1,0)+ &5 (0,1)) = ¢, T(1,0) + a, T(0,1) = x(1, 2,3) + y(=1,0,1) = (x -y, 2x, 3x +y).
Logo, T(x, y) = (x -y, 2X, 3x+ y).

Observe que esta lei satisfaz as condi¢des do problema: T(1,0)=(1,2,3) e T(0,1)=(-1,0, 1).

2) T: R* > R% tal que T(1, 1)=(1,0) e T(-1,1)=(1,2).

Solucio:

B={(1, 1), (1, 1)} é uma base do R%. Vamos, inicialmente, encontrar as coordenadas de um vetor
genérico v = (x, y) em relagdo a essa base.

(SN
a—b=x X+y p_Yox

,y)=a(l,1)+b(-1,1) = = a=
(x.y)=a(l, D +b(-1, 1) {Hb:Y a=— .

Assim, T(x,y)=T(a(1,1)+b(=1,1))=a.T(1,1)+b.T(-1,1)= [X+yj(1,0)+[y

5 j(1,2)=

- X
2

X+y y—-x 2y—-2x
= + , =(y, y—X).
( 2 2 2 j ¥ y=x)

LOgO, T(X’ Y) = (y’ Y- X) .

Observe que esta lei satisfaz as condi¢gdes do problema: T(1, 1)=(1,0) e T(-1,1)=(1, 2).

3) T: My(R) > R, tal T(l Oj 2 T(O lj 4 T(O O] 1 T(O Oj 3
Y TMAR) >R talque T ) =2 T\ o) =% T o) =785 T )=
. Xy 1 0 0 1 0 0 0 0 N
Solugao: Como =X +y +z +w , entao
zZ W 0 0 0 0 1 0 0 1

X 'y 1 0 0 1 0 0 0 0
T =xT +yT +zT +wT =2x+4y—z+3w.

zZ W 0 0 0 0 1 0 0 1



4) T: R’ > R? tal que T(1,0,0)=(1,2), T(0,1,0)=(1,1) e T(0,0,1)=(1,0).

Solucio:

Como (x,y,z)=x.(1,0,0)+y(0,1,0)+z(0,0,1), entdo

T(x,y,z) = T(x.(1,0,0)+y.(0,1,0)+z(0,0,1)) = x.T(1,0,0)+y. T, 1,0)+zT(,0, 1) =
=x.(1,2)+y.(1, ) +z(1,0)=(x+y+z, 2x+Yy).

Observe que esta lei satisfaz as condig¢des T(1, 0, 0) = (1, 2), T(0, 1,0)=(1, 1) e T(0, 0, 1)=(1, 0).

skokeoskoskosk

Exercicios:
1) Determine a transformagao linear para cada uma das aplicacdes abaixo:

a) T: R > R’, tal que T(1,2)=(3,-1,5) e T(0,1)=(2,1,-4).
b) T: R® - R tal que T(1,0,0)=(2,0), T(0,1,0)=(1,1) e T(0,0,1)=(0,-1).

¢) T: R’ - R’, tal que T(1,2,1)=(1,2,3), T(0,1,0)=(2,1,5) e T(0,4,1)=(0,3,2).

2) a) Qual a transformagio linear T: R* — R, tal que T(1,1)=(3,2,1) e T(0,-2)=(0,1,0)?
b) Determine T(1,0) e T(0,1), usando o item (a).



Imagem de uma transformacao linear

Vamos estudar um subespago importante do contradominio W de uma transformagdo linear
T: V> W.

Definicao:

A imagem de T, indicada por Im(T), ¢ o conjunto dos vetores w de W tais que existe um vetor
v em V que satisfaz T(v) = w, isto é,

Im(T)={we W/ IveVe T(v)=w}.

-
H
=

Teorema: Seja T: V — W uma transformacao linear. Entdo a Im(T) ¢ um subespago vetorial de W.

De fato,

i) 0 € Im(T), pois em qualquer transformagao linear T(0) = 0.

v T W

5

ii) Sejam w; e w; vetores pertencentes a Im(T). Entdo w; + w, € Im(T), pois:
dvy eV talque T(vi))=w; e Jvy eV tal que T(v2) =w,. Entdo,

wi +wy =T(vy) + T(v2) = T(v) + o).

i

iii) Sejaw € Im(T) e A € R. Entdo Aw € Im(T). Pois,
Jv eV, tal que T(v) =w. Entdo, Aw = AT(v) = T(Av).

v L W

o

10



Transformacio linear sobrejetora

Quando a imagem de uma transformagao linear T: V. — W ¢ igual ao contradominio, dizemos
que a transformacao T ¢é sobrejetora. Para que isto ocorra ¢ necessario que

dim(Im(T)) = dim(W), ja que Im(T) = W.

Exemplo: Dada a transformacio T: R* — R, tal que T(x, y) = (0, x, y), determine Im(T).
Im(T) = {T(x,y); (x,¥) € R} = {(0,x,y); xey e R} =
=1{x(0,1,0) +y(0,0, 1); xey € R} =[(0, 1, 0), (0, 0, 1)].

A imagem da transformacdo T ¢ o subespago gerado pelos vetores j = (0, 1,0) ¢ k=(0, 0, 1). Este
subespago corresponde graficamente ao plano zy do R”:

Neste caso, dim(Im(T)) = 2 # 3 = dim(R?). Assim, a transformagcio nio é sobrejetora.

Os geradores da Im(T) poderiam ser encontrados também de outra forma. Tome uma base
qualquer do dominio e calcule a imagem desses vetores. O subespaco gerado por estes vetores ¢
Im(T). No exemplo anterior temos que {(1, 0), (0, 1)} é uma base (canénica) do R*. Temos entio
que

Im(T) = [T(1, 0), T(0, 1)] =[(0, 1, 0), (0, 0, 1)].

Este resultado ¢ vélido de uma forma geral para todas as transformagdes lineares e ¢ enunciado da
seguinte forma:

Seja T: V — W uma transformagao linear e § = {vy, v, ...,v4} uma base de V. Entdo

Im(T) = [T(v1), T(v2), ..., T(va)].
Este resultado nos diz que a imagem de uma transformagao linear ¢ gerada pelas imagens dos

vetores de uma base qualquer do dominio.

11



Exemplos: Determine os geradores da imagem das transformagdes lineares abaixo e também uma

base para imagem:

1) T: R* > RY, tal que T(x, y, z) = (x + 2z, 0, y, 0).
T(1,0,0)=(1, 0,0, 0).

T(0, 1, 0) = (0, 0, 1, 0).
T(0, 0, 1) = (2, 0, 0, 0).

Assim, Im(T) = [(1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (2, 0, 0, 0)] = [(1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0)]. Uma base 3 para
imagem neste caso ¢ B = {(1, 0, 0, 0), (0,0, 1, 0)}.

Neste caso, dim(Im(T)) = 2 # 4 = dim(R*). Assim, a transformacio ndo ¢ sobrejetora.

2) T: R - R? tal que T(x, y) = (-, y) (Reflexdo em torno do eixo OY).

T(1, 0) = (-1, 0).
T(0, 1) = (0, 1).

Assim, Im(T) = [(~1, 0), (0, 1)] = R*. Uma base B para imagem neste caso ¢ B = {(—1, 0), (0, 1)}.

Neste caso, dim(Im(T)) = 2 = dim(R?). Assim, a transformagéo é sobrejetora.

Proposicao: Se T: V — W ¢ uma transformacdo linear ¢ dim(V) < dim(W), T ndo pode ser uma
transformagdo sobrejetora.

Exercicio: Demonstre esta proposicao.

Por exemplo, ¢ impossivel obter uma transformagdo sobrejetora T: R* — M(R). Por que?

12



Nucleo de uma transformacao linear

Vamos estudar agora um subespago importante do dominio V de uma transformagdo linear
T: Vo> W.

Definic¢ao:

Seja T: V. — W uma transformacao linear. O nucleo de T, indicado por N(T), € o conjunto de
todos os vetores v € V que possuem imagem nula, isto ¢, T(v) = 0.

N(T)={v e V; T(v)=0}

N(T) pode também ser indicado por ker(T) e chamado de kernel.

T

Teorema: Seja T: V. — W uma transformacao linear. Entdo a N(T) ¢ um subespago vetorial de V.

De fato,

i) 0 € N(T), pois em qualquer transformagao linear T(0) = 0.

ii) Sejam v; e v, vetores pertencentes a N(T). Entdo v; + v, € N(T), pois:
T(vi)=0 e T(vz2)=0. Entao,

T(vi+vy)=T(v))+T(v2)=0+0=0.

iii) Sejav € N(T) e A € R. Entdo Av € N(T), pois:
T(v)=0 e T(Av) =AT(v)=A.0=0.

Exemplos:

1) Dada a transformacdo linear T: R® — R? , tal que T(x, v, z) = (0, y), temos que:

N(T) = {(x,y,2) € R®; T(x,y,2) = (0, 0)} = {(x,y, ) € R*; (0, y) = (0, 0)} =

={(xy,2) e R ;y=0} = {(x,0,2) € R’} = {x(1,0,0) + 20,0, 1) € R’} =[(1, 0, 0), (0,0, 1)].

Logo, N(T) = [(1, 0, 0), (0, 0, 1)]. Observe que o nucleo de T ¢ o subespago gerado pelos
vetoresi=(1,0,0) e k=1(0,0, 1). Graficamente, N(T) é o plano xz de R’:

13



Observe que

MCT) | & dim(N(T)) = 2.

x
2) Dada a transformacao linear T: R > R3, tal que T(x, y, z) = (X, y, 0), temos que:
N(T) = {(x,y,2) € R’} T(x,y,2)=(0,0,0)} = {(x,y,2) e R>; x=0 e y=0}.

Logo, N(T) = {(0, 0, z) € R Vz e R} =[(0, 0, 1)]. Observe que N(T) ¢ uma reta do espago, mais

precisamente, N(T) € o eixo OZ. A dimensdo do nucleo neste caso ¢ igual a 1.

3) Dada a transformagio linear T: R* — R? tal que T(x, y) = (=%, y), temos que:

N(T) = {(x, ¥) € R;; T(x,¥) = (0, 0)} = {(x, y) € R* (-x,y) = (0, 0)} =
={(x,y) eR%—x=0 e y=0}={(0,0)}.

Logo, N(T) = {(0, 0)}.Observe que N(T) ¢ o subespago nulo. A dimensdo do nucleo neste caso ¢

Z€ro.

O conceito de fungdo injetora se estende naturalmente para as transformagdes lineares. Afinal uma
transformacao linear é uma fun¢ao!! Vamos relembrar a definic¢ao.

Transformacao linear injetora

Uma transformacao T: V — W ¢ injetora se dados u e v € V, temos que

T(u)=T(v) >u=v ou,de forma equivalente, u= v = T(u) # T(v)

Obs.: De acordo com a defini¢do, uma transformacao injetora nao admite dois vetores distintos do
dominio com mesma imagem, isto ¢, nio pode ocorrer a situacdo do diagrama abaixo:

v T W

| =
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Exemplo: A transformacio T:R*>— R’, tal que T(x,y)=(0,x +y, 0) ndo ¢ injetora, pois

(1, 1) # (2,0) mas T(1,1)=T(2,0)=2.

Um teorema importante garante que uma transformacao linear é injetora se o seu nucleo possui
apenas o vetor nulo. Observe que na transformacgao acima N(T) = {(0, 0)}, pois o vetor (1, —1),
além de outros vetores, tem imagem nula.

Teorema: Seja T: V — W uma transformagao linear. Entdo, T ¢ injetora se, e somente se, N(T) = {0}.
De fato, seja v € N(T). Vamos mostrar que v s6 pode ser o vetor nulo.

v € N(T) = T(v) = 0. Numa transformagao linear T(0) = 0. Como T ¢ uma transformagao injetora,
e T(v) =T(0), entdo v =0.

Reciprocamente, se N(T) = {0}, vamos mostrar que T(u) =T(v) = u=v, Vu,ve V.
Tw)=TKv) = TwW)-T(v)=0 = Tu-v)=0 = (u-v) e N(T)={0} = u-v=0.

Logo,u=v.

Exemplo: A transformagio T: R> — R tal que T(x, y) = (- X, y) é uma transformagio injetora,
uma vez que calculamos N(T) = {(0, 0)}.

Exemplo: Sabemos que a transformacio T: R> - R’, tal que T(x, y) = (0, x +y, 0) nio &
injetora, pois (1, 1) # (2, 0) mas T(I, 1) = T(2, 0) = 2. Podemos verificar este fato também
calculando o nucleo desta transformacao:

N(T) = {(x,y) e R* / x+y =0} = {(-y,y) / y € R} =[(=1, D] # {(0, 0)}.

Transformacao linear bijetora

“ Uma transformagdo T: V — W ¢ bijetora se T ¢ simultaneamente injetora e sobrejetora.

Exemplo: Mostre que a transformacdo T: R* - R? tal que T(x, y) = (x +y, X) é bijetora.
N(T)={(x,y) eR* / x+y=0 e x=0}={(0,0)}. Logo, T é injetora.

T é sobrejetora, pois dim(Im(T)) = 2, uma vez que Im(T) = [T(1, 0), T(0, 1)] =[(1, 1), (1, 0)] = R

Exercicio: Verifique se a transformacdo linear T: R> —» R’, tal que T(x,y, z2) = (y + z, x + z, X + y)
¢ bijetora.
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Exercicio: Considere a transformacio linear T: R* — R, tal que T(x, y) = x + y. Determine N(T),
Im(T) e as suas dimensoes.

N(T) = {(x,y) e R T(x, y) =x+y=0} = {(x,—x) ; x e R} = [(1,- 1)].
Assim, N(T) =[(1,—1)] e dim(N(T))=1.

Im(T) =[T(1, 0), T(0, 1)]=[1, 1]=[1].
Assim, Im(T)=[1]=R e dim(Im(T))=1.

Observe que a dimensao do dominio ¢ igual a soma das dimensdes do nicleo e da imagem, isto €,

| dim(R?) = dim(N(T)) + dim(Im(T)) |

Este resultado vale de uma forma geral para todas as transformagdes lineares e estd expresso no
seguinte teorema:

Teorema do Nucleo e da Imagem

Se T: V- W ¢ uma transformacao linear, entdo dim(V) = dim(N(T)) + dim(Im(T)).

Exercicio: Seja T: R> — R* uma transformagao linear definida por T(x, y, z) = (x + v, 2x —y + 2).

a) Determine uma base ¢ a dimensao do nucleo de T;
b) Determine uma base e a dimensao da imagem de T.

Proposicao: Se T: V — W ¢ uma transformacao linear e dim(V) > dim(W), T ndo pode ser uma
transformagao injetora.

Exercicio: Demonstre esta proposi¢ao (use o Teorema do Nucleo e da Imagem).

Por exemplo, é impossivel obter uma transformacdo injetora T: Ma(R) — R>. Por que?

Proposicao: Seja T: V. — W uma transformacao linear. Se T ¢€ bijetora , entdo dim(V) = dim(W).
Ora, se T ¢ injetora, entdo dim(V) < dim(W).
Como T também ¢ sobrejetora, entao dim(V) > dim(W).

Logo, T ¢ bijetora na unica condicao dim(V) = dim(W).

Obs.: Uma transformacao linear bijetora também ¢ chamada de isomorfismo.
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Matriz associada a uma transformacio linear

Vamos agora relacionar as transformacdes lineares as matrizes e veremos que, num certo sentido, o
estudo das transformagdes lineares ¢ equivalente ao estudo das matrizes.

Consideremos o seguinte exemplo:

1 2 1

Seja A amatriz 4 = (0 ; 1] e consideremos a transformacao linear que indicaremos por T:
T :R’ >R

* 12 1" 2

X+2y+z
TA(xx y; Z):A y ’ istOé, TA(x, y, Z): y = y .
0 1 -1 y—z
z z

Observe que tomamos o vetor (x, v, z) na forma de matriz coluna para que a operagdo com a
matriz 4 estivesse bem definida.

Podemos interpretar T,(x, y, z) = (x+2y+z, y—z), pois as coordenadas do vetor T ,(x, y, z)
em relaco 4 base candnica p do R é

e 2 = (7727

y—z

Observaciao: Dada uma matriz 4 € Muw(R), ela pode ser interpretada como uma transformacao
inear T : onde os vetores sdo tomados através de suas coordenadas em relacdo as bases
1 T4: R" > R™ ond t tomados at d denad 1 b
candnicas do R" e R™.

De uma maneira geral, fixada uma matriz 4, A € My (R), € considerando a aplica¢do T4 do R" em
Rm

T, R"—>R"
TA(v)zA-v

onde v € considerado um vetor coluna do R", isto é, v é uma matriz coluna n x 1, podemos afirmar
que Ta € uma transformagao linear.

De fato: Usando as propriedades de matrizes ja conhecidas, temos que:

Tu+A-v)=4-(u+A-v)=A-ut+A4-A-v=A-u+trA-A-v=Tyu)+ A -Ty(v).

Dados V e W espagos vetoriais, o = {vy, V2, ...vy} base de V e B = {w;, Wy, ...Wy,} base
de W, toda matriz A de ordem m x n induz uma transformacao linear de V em W:

T VoW

[TW)]p= A-[V]a.
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Exemplos:

1 -1 0
1) Seja A:(z 1 2), determine a transformagdo linear induzida por A de R’ em R?,

onde a = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, )} e B={(1, 0), (0, 1)} sdo as bases candnicas do R’ e R?,
respectivamente.

Solugiio: T:R’® >R’
[T (x,y,2)]p = AV«

X
As coordenadas do vetor (X, y, z) em relagdo a base o sdo [V]a =|y].
z

2 1 2 2X+y+2z

X
1 -1 0 —
[T(x,y,z)]B=A[v]a=( jyz( Y ]
Z

Assim, T(x, y,2) = (x~ y)(1, 0) + (2x+y+22)(0, 1) = (x -y, 2x+y +22).

2) Sejam V =R? considerado coma base o = {(1,0), (0, 1)}, W=R’> com a base

1 2
B=1{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} e A=[1 0|. Determine T»: R* > R’.
11

Solucio:
1 2 2
X X+ y

[(X, Y)]a= (XJ . Logo, [T(x, y)]p=Alx, y)]o=|1 0 ( J = x
Y. y
1 1 X+y

Portanto, T(x, y) = (x +2y)(1,0,0) +x(1, 1, 0) + (x +y)(1, 1, 1) = (3x + 3y, 2x +y, x+y).

Definicdo de matriz associada a uma transformacao linear

Seja T: V — W uma transformacao linear, V ¢ W espacos vetoriais de dimensao n
e m, respectivamente. Considere o = {vj, va,...,vy} base de V e B = {wi, Wz, ...,Wn}
base de W. Definimos a matriz da transformacio T em relaciio as basesa e B, ¢

indicamos por [T]g, como sendo a matriz de ordem mxn cuja j-ésima coluna ¢

formada pelas coordenadas do vetor T(v;) na base .

Observacao: No caso em que o e 3 sdo as bases canonicas, indicamos a matriz da transformacao
. . . I o
linear simplesmente por [T], isto &, [T]B =[T].
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Exemplos:

: 2 . A e
1) Considere V=R’ ¢ W=R? com as suas respectivas bases candnicas o e 3.

Sendo T: R* — R?, definida por T(x, y, z) = (x + 2y, y + z), determine a matriz da transformagio [T].

Solugdio: T(1,0,0)=(1,0), T(0,1,0)=(2,1) e T(0,0,1)=(0, ).

1 2 0 N 1 20
Como [(1, 0)]p = o) [(2, D]p= e [0, 1)]p = || entdo [T]= .

0 1 1

. 2 . A .
2) Considere V=R?> ¢ W =R’ com as suas respectivas bases candnicas o ¢ .

a) Sendo T: R? - R, definida por T(x,y) = (3x + 3y, 2x +y, X +Yy), determine [T].

Solucio:

T(1,0)=(3,2,1) e T(0,1)=(3, 1, 1.

3 3 33
Como (3,2, Dls=[2| e (3,1, D]p=]1/, entdo [T]=|2 1.
I I 11

33
b) Sendo A=|2 1 |, determine Ta: R? 5> R’
1 1

Solucio:

X
Sendo o a base canénica de R?, temos que [(x, y)] = ( J

3 3 3x+3y

Assim, [T(x, y)]B = A[(x, y)]a =12 1 [Xj =| 2x+y |. Sendo B a base candnica de R’, temos
I 1 Y X+y

entdo, T(x,y)=(3x+3y)(1,0,0) + (2x +y)(0, 1,0) + (x +y)(0, 0, 1) = (3x + 3y, 2x+y, x+Vy).

Assim, Ta(x,y)=(B3x+ 3y, 2x+y, x+Yy).

Comparando os resultados dos itens a) e b), observe que T(x,y)=Ta(x,y) e que [T]=A.

Concluimos que a transformacdo T tem como matriz associada a matriz A que induz Ta.
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O resultado observado no exemplo 2 anterior ¢ geral para todas as transformagdes lineares e esta
traduzido no seguinte teorema:

Seja T: V — W uma transformacao linear, V ¢ W espacos vetoriais de dimensao
finita de bases ordenadas a e B3, respectivamente. Entdo [T(V)]B = [T]g v, -

r . 2 . A .
Exercicio: Considere V=R> ¢ W =R’ com as suas respectivas bases candnicas o ¢ .

33
Seja T: R* — R* a transformagio linear induzida pela matriz A =| 2 1 |. Determine T(1, 2).
11

33 33 9
Solugdo:  Como [TJ§ =|2 1|, temos que [T(1,2)]; = [T];[(1,2)], = |2 1 (;} 41,
11 11 3

Logo, T(1,2)=9(1, 0, 0) + 4(0, 1, 0) + 3(0, 0, 1) = (9, 4, 3).

) . 2 .
Exercicio: Considere V=R’ ¢ W=R? comas respectivas bases

a=1{(1,1,0),(-1,0,1),(0,0,1)} de Ve B={(1,1),(0,2)} de W.

« (-1 0 1 ) . ) .
Seja [T] 5 :( 3 1 1] a matriz associada a transformaco linear T: R> — R”. Nestas condic¢des,

determine T(X, y, z).

y
y-X
Z+X-y

Solucio: [T(x, Y, z)]ﬁ = [T]; -[(x, Y, Z)]OL . Calcule [(x, Y, z)]a e obtenha [(x, Y, z)]

o

Assim,

y
- B 10 1 ' _ -y+z+x-y B x-2y+z
[T, y, 2)], =[T]; [(x,y,z)]m—[3 { _J y-x (3y+y_x-(z+x-y)j_(-2x+5y-zJ'
Z+X-y

x-2y+z

[T(X’ Y Z)]B B {—2x+5y—z

j < TX,y,z) = (x2y+2)-(1, 1) + (-2x+5y-2)- (0, 2) = (X-2y+z, -3x+8y-7)

Resposta: T(x,y, z) = (x-2y+tz, -3x+8y-z2).
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Autovalores e autovetores de uma transformacao linear

Vamos analisar agora um determinado aspecto de um operador linear T, ou seja, de uma
transformagao linear de um espago vetorial V nele proprio, T: V. — V.

Consideremos a transformacio T : R — R?, tal que T(x, y) = (X, — y) (reflexdo em relagdo ao eixo ox).

A pergunta que se coloca ¢é:
Existem vetores cujas imagens pelo operador T continuam na mesma reta (com a mesma dire¢do)?
Observemos que:

e Todo vetor que esta sobre o eixo OX ¢ mantido fixo por T, isto ¢, T(x, 0) = (x, 0).

e Todo vetor que esta sobre o eixo OY continua sobre o eixo OY, isto ¢, T(0, y) = (0, -y) = —(0, y).

F
V3 vl
V2 =T(vg)
o x
T(T"I3:' T(T-.Tl)

Os eixos OX e OY neste caso sdo ditos invariantes em relagdo ao operador T. Todo vetor
sobre o eixo OX ¢ transformado noutro vetor sobre o mesmo eixo. O mesmo acontece com vetores
sobre o eixo OY.

Serd que todo operador tem essa propriedade? Isto é, existe sempre um vetor v tal que T(v) = Av,
sendo A um numero real ?

Vejamos mais um exemplo.
T: R > R?, tal que T(x, y) = (-, X) (Rotagdo de 90°).

X
T 7

Existe algum vetor v que depois de sofrer uma rotagdo de 90° continua sobre a mesma reta?

Resp.: Apenas o vetor nulo possui essa propriedade.
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A nossa questdo agora ¢ investigar o seguinte aspecto: Dado um operador linear T: V > V,
que vetores de V sdo transformados em multiplos de si mesmos? Esta investigagdao vai nos levar
aos conceitos de autovalor e autovetor. Tais conceitos tém inimeras aplicagdes, principalmente no
estudo das equacdes diferenciais. Também fornecem informagdes importantes em projetos de
Engenharia e aparecem naturalmente nas areas de Fisica e Quimica.

Definicao de autovalor e autovetor

Seja T: V. — V um operador linear. Se existe um vetorve V(v#0)e A € R,
tal que T(v) = Av dizemos entdo que A ¢ um autovalor de T e v ¢ um
autovetor de T associado a A.

Observacao:
e Os autovalores sao também chamados de valores caracteristicos ou valores proprios.
e Os autovetores sao também chamados de vetores caracteristicos ou vetores proprios.
Exemplos:
1) Considere o operador linear T: R* — R?, tal que T(x, y) = (x, —).

Todos os vetores da forma v = (X, 0), x # 0, s3o autovetores associados ao autovalor A = 1, uma vez
que T(v) = l.v.

Todos os vetores da forma v = (0, y), y # 0, sdo autovetores associados ao autovalor A = —1, uma
vez que T(v) =—-1.v.

2) Considere o operador linear T: V — V, tal que T(v) = av, a € R.

Claramente percebemos que qualquer vetor v # 0 ¢ autovetor associado ao autovalor a.

3) Considere o operador linear T: R — R?, tal que T(X, y) = (—X, —y) (reflexéio em relagio 4 origem).

Todos os vetores v # (0,0) sdo autovetores associados ao autovalor A = —1, uma vez que T(v) = —v.

4) Considere o operador linear T: R* — R, tal que T(x, y, ) = 5(x, y, 2).

Todos os vetores v # (0,0,0) sdo autovetores associados ao autovalor A =5, uma vez que T(v) = Sv.
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Definic¢ao:

O conjunto de todos os vetores de V tais que T(v) =Av ¢ um subespaco de V chamado
de autoespaco (ou subespaco) associado ao autovalor A e indicado por V.

Vyi={veV /Tv)=Av}.

De fato V; ¢é um subespago de V:

i) 0 € V,, pois T(0) = 0 =270.

ii) Se vi e v, € V,, entdo v| + v, € V), pois:
V] € Vx = T(V]) = 7\,V1.

v, eV, = T(Vz) = AVy.

Assim, T(vy + vy) = T(vy) + T(v2) = Avy + Avy = MV + Vo).

iii) Se v; € V). e k € R, entdo kv, € V;, pois:

vi € Vo, = T(vi)=Avy.

Assim, T(kv;) = kT(v;) = kiv; = A(kv)).

Exemplos:
a) Os autoespacos do operador linear T: R* — R, tal que T(x, y) = (x, —y) sdo:

Vi={(x,0);xeR} e V_;={0,y);y € R} como foi verificado no exemplo 1 anterior.

b) O autoespaco do operador linear T: R* — R?, tal que T(x, y) = 3(x, y) &:
Vi={(x,y)/ x€R ¢ ye R} =R%

Observe que T(v) = 3v, para todo v € R%.
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Calculo dos autovalores e autovetores

O célculo dos autovalores e autovetores pode se tornar bastante trabalhoso se usarmos
simplesmente a definicdo. Vamos buscar um método pratico para encontrar autovalores e,
conseqiientemente, autovetores de um operador T. Isso serd obtido através da matriz associada ao
operador.

Definicao:

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, definimos os autovalores e autovetores
de A como sendo os autovalores e autovetores da transformagdo induzida por A,
em relagdo a base candnica do R".

T:R"—>R"
T(v) = Av.

Assim, um autovalor A € R e um autovetor v € R" sdo as solugdes da equagdo Av = Av, pois:
Tv)=Av e T(v)=2A\v.

Queremos, portanto, encontrar os valores de A tais que Av = Av, parav # 0.

Av=Av < Av=ALv & Av-ALL,v=0 < (A-AL)v=0.

Obs.: I, é a matriz identidade de ordem n.

A equagao matricial (A — A I,)v = 0 nos leva a um sistema quadrado homogéneo com n
equagdes e n incdgnitas. Uma vez que estamos procurando autovetores v # 0, ndo queremos que o
sistema tenha apenas a solugdo trivial (caso em que ndo haverd autovetor). Estamos, portanto,
interessados no caso em que o sistema seja possivel indeterminado (tenha infinitas solugdes). Isto
acontecera se det(A — A I,) = 0 (lembre-se da Regra de Cramer: Se o sistema ¢ homogéneo, entdo o
determinante da matriz dos coeficientes nulo implica num sistema possivel indeterminado).

Exemplo 1:

Encontre os autovalores, os autovetores e os autoespagos do operador T: R> > R?, tal que
T(X, y) = (— X, y).

-1 0
Solugdo: A matriz associada a este operador linear ¢ A = [ 0 J.

Queremos encontrar os valores de A tais que (A — Aly)v = 0. Assim:
-1 0 1 0 X 0 -1-1 0 \x 0
-\ = = = .
0 1 0 1 y 0 0 I-A \y 0

-1-2 0
O sistema acima tera soluc¢ao nao trivial se, ¢ somente se, det( 0 j =0.
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“1-4 0 , ,
detf " ]F0 = (I-MA-H=0 = HA-AE =0 = o150

= A=1 ou A=-1.

Os autovalores sao, portanto, A =1 e A = —1. Para cada um deles encontramos os seguintes
autoespagos associados:

Para A =1:

A-LTL)v=0 A-Lyv=0 S0y 10y (O
A-ALy=0 = A-byv=0 = 0o 1) lo 1) \y)"lo) ~
(—2 0]{1 (0] {—2X+Oy:0
= = .
0 O\y 0 0x+0y=0

A solugdo deste sistema é x = 0, Vy, isto &, {(x,y) € R*; x=0} =[(0, 1)].

Logo, o autoespago associadoaA =1 ¢ V; =[(0, 1)].

Para A =-1:

A-AL)v=0 A+L)v=0 B R R
ar=o = om0 = ([T G4 3 O] -
(o OJ(XJ (oj {Ox+0y=0

= = .
0 2)\y 0 0x+2y=0

A solucdo deste sistema éy = 0, Vx, isto &, {(x,y) € R*; y=0} =[(1, 0)].

Logo, o autoespago associadoa A =-1 ¢é V_;=[(1, 0)].

Exemplo 2:

Encontre os autovalores, os autovetores e os autoespagos do operador T: R’ > R’, tal que
T(X,Y,Z)=(—22, X+2y+z, x+3z).

-2

S NN O

0
Solu¢do: A matriz associada a este operador linear ¢ A =| 1
1
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Queremos encontrar os valores de A tais que (A — Al3)v = 0. Assim:

0 0 -2 1 00 X 0 -2 0 -2\ x 0
1 2 1 [-M0 1 0 yl={0|=|1 2-A 1 y|=]0].
1 0 3 0 0 1 z 0 1 0 3-A)z 0
-2 0 -2
O sistema acima tera solugdo nao trivial se, e somente se, det| 1 2—A 1 [=0
1 0 3-x
-2 0 -2
detf 1 2-% 1 |=0 = A -50A7+8—-4=0.
1 0 3-x

Lembremos o seguinte fato: Todas as solugdes inteiras (se houver) de uma equagdo polinomial
A"+ e A"+ e ¢, =0

com coeficientes inteiros c; sdo divisores do termo independente c;,.

No nosso caso, &> — 50 + 8\ — 4 = 0, as unicas possiveis solucdes inteiras sdo os divisores de — 4,
ou seja, £ 1, £ 2 e £ 4. Substituindo sucessivamente cada um destes valores na equacao
encontramos rapidamente A = 1 como uma raiz. Logo, podemos fatorar esta equacdo (usando o
dispositivo pratico de Briot-Ruffini) como

(L — 1)(A—2)*=0 (verifique!)

Os autovalores sdo, portanto, A =1 e A = 2. Para cada um deles encontramos os seguintes
autoespacos associados:

ParaA=1:
0 0 -2 1 0 0 X 0
A-ALiv=0 = A-Li=0 = 1 2 1 |-(0 1 0 y|=|0 =
1 0 3 0 0 1 z 0
-1 0 -2)\x 0 —-1x+0y—-2z=0
I 1 1 ]yl=]|0 = Ix+1ly+1z=0
I 0 2 )z 0 Ix+0y+2z=0

O conjunto solucdo deste sistema ¢:

{(x,7,2) eR’; x==2z e y=2z}={(-22,2,2) /ze R} = {z(-2,1, 1) /ze R} = [(-2, 1, 1)].

Logo, o autoespago associadoaA=1 ¢ V;=[(-2, 1, 1)].
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Para A =2:

0 0 -2 2 00 X 0

A-AL)v=0 = A=2Lv=0 = 1 2 1|-/0 20 y|=1]0

1 0 3 0 0 2 z 0
-2 0 =-2)\x 0 -2x+0y—-2z=0
I 0 I |y|=]0 = Ix+0y+1z=0
I 0 1 )z 0 Ix+0y+1z=0

O conjunto solucao deste sistema ¢:

{(x,y,z)eR3; x=-z}={(-2,y,2)/z,y e R} = {z(-1,0,1)+y(0,1,0)/z,y e R} =

=[(-1,0, 1), (0, 1, 0)].

Logo, o autoespaco associadoaA=2 ¢ V,=[(-1,0, 1), (0, 1, 0)].

skokeosk skok

Os casos analisados nos exemplos anteriores sdo gerais, isto €, valem para todos os operadores

lineares e estdo traduzidos nos seguintes resultados:

Seja T: V — V um operador linear, oo uma base de V e dim(V) =n. Resolver a
equacdo T(v) = Av ¢ equivalente a resolver a equacao

AX=AI,X, onde A = [T]Ol e X= [V]

o (VA

Os autovalores (e autovetores) de um operador linear T s3o os mesmos da matriz associada a T em

relacdo a uma base qualquer.

o
o2

Seja T: V — V um operador linear, oo uma base de V e dim(V) =n. Se A = [T]
entao:

A ¢ autovalorde T < det(A —AlL,) =0.

Observemos que det(A — A I,) = 0 ¢ um polindmio na variavel A. Este polindmio é chamado de

polinémio caracteristico da matriz A (ou de T).
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EXERCICIOS GERAIS

1. Verifique se a transformacdo 7 : R2 > R, tal que T (x, y) = (x +y, 5 y) ¢ linear.

2. a) Qual a transformagao linear 7 : R2 5 R3 tal que T(I, 2)= (3, -1, 4) € T(— 1, 3)= (2, —4, ])?
b) Determine, se possivel, o vetor (x,y)e R?, tal que T(x,y)=(5,-1, = 7).

3. Considere a transformagio linear 7 :R> — R? tal que T (x3.z)=(0, 0, x=2y+z 5z).

a) Determine uma base para N(7),
b) Determine, justificando, dim (N(T)) e dim (Im(T));
¢) Determine, justificando, geradores para Im(7T),

d) T ¢ sobrejetora? Justifique a sua resposta.

4. a) Determine uma transformagao linear 7 : R R, tal que
N(T)={x,y,2)e R /x+y+2=0] e T(002)=(1,11).

b) Determine [T'(~1,2,1)]g , sendo B=1(2.3-1).(- 1,2,3),(- 2-7,0)} base de %°.

5. Sabendo que a matriz de uma transformacao linear 7 : R’ >R nas bases 4= {(1,—] ) (1,0)} do
%2 e B={-110)(0.1,0)(0,0,1)} do R’ ¢
-2 =2

3

0 1
a) Encontre a expressao de T (x, y);

b) Determine, se possivel, ve R’ tal que T(v)=(-2-2,1).

6. Os vetores v, =(1, 1) e v,=(2, —1) sdo autovetores de um operador linear T : R> > R,
associados aos autovalores A, =5 e i,=-7, respectivamente. Determine a imagem do vetor

V= (4, 1) por esse operador.
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