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Matrizes

Um conglomerado ¢ composto por 5 lojas numeradas e 1 a 5. A tabela a seguir apresenta
o faturamento, em reais, nos quatro primeiros dias do més de agosto de um determinado ano.

01/08 | 02/08 | 03/08 | 04/08
Loja 1 1.950 | 2.000 | 1.800 | 1.950
Loja 2 1.500 | 1.800 | 2.000 | 2.300
Loja 3 3.000 | 2.800 | 2.900 | 2.500
Loja4 | 2500 | 3.000 | 2.750 | 1.900
Loja5 | 2.000 | 2350 | 2.450 | 3.000

e Qual o faturamento da loja 3 no dia 2?
¢ Qual o faturamento total de todas as lojas no dia 3?
¢ Qual o faturamento total da loja 1 nos 4 dias?

Podemos representar a tabela acima, abstraindo o significado de suas linhas e colunas, da seguinte
maneira (que chamamos de matriz):

1950 2000 1800 1950
1500 1800 2000 2300
3000 2800 2900 2500
2500 3000 2750 1900
2000 2350 2450 3000

e Esta matriz possui 5 linhas (representando o nimero de lojas) e 4 colunas (representando o
nimero de dias). Dizemos que ela possui ordem 5x4;

e Os elementos desta matriz sdo os nimeros que representam o faturamento;

e Um elemento genérico de uma matriz ¢ representado por @, , onde i indica a linha que ele

ocupa e j acoluna.
e Para a matriz acima temos a,, =1950; a;, =2800; etc...

o Para a situacdo apresentada na matriz acima, temos que a, = faturamento da loja i no dia.



Defini¢ao: Sejam m>1 e n>1, dois nimeros inteiros. A matriz de ordem mxn (1€-se m por n),
que indicaremos A = ai].) , consiste em mn elementos dispostos em m linhas e n colunas,
5 mxn

conforme a tabela

a;; dp ag ap, a;; 4 dg a,

a, 4y 4y a,, ay, dy; A4y a,
A= ou A= ,

am] am2 amj’ amn aml amZ am3 amn

onde a;; indica o elemento da i-ésima linha e j-¢sima coluna.

Temos a variacdiode i como i=1,2,3,...m e avariagdode j como j=1,23,...,n.
Observagio: O elemento a;; pode pertencer a qualquer conjunto (nimeros, fungdes, polindmios,
matrizes, etc). Trabalharemos com matrizes em que os elementos @;; serdo nameros reais.

Existe uma série de situacdes em que utilizamos a representacao matricial.

Exemplos:

1. A matriz P abaixo fornece a quantidade de vitaminas A, B e C (representadas nas colunas)
contidas nos alimentos I e II (representados nas linhas).

4 30
50 1

Assim, a,; =0 indica que ndo existe vitamina C no alimento 1.

2. Considere a ligagdo entre pontos (os quais
podem representar pessoas, cidades, paises,

etc.) representada ao lado.

1, seiestdligadoa j.
0, seindoestaligadoa j.

A forma matricial do diagrama, admitindo-se que todo ponto esté ligado a si mesmo, ¢:

Seja a; =

—_— O =
e e e
S = = o
—_— OO = =

Curiosidade A palavra matriz deriva da palavra latina mater, que significa “mae”. Quando o sufixo
“iz” é acrescentado, o significado torna-se “Utero”. Assim como um utero envolve um feto, os
colchetes de uma matriz envolvem seus elementos. Assim como o utero d4 origem a um bebé, uma
matriz gera certos tipos de func¢des chamadas transformagoes lineares, que serdo vistas
posteriormente.



Tipos especiais de matrizes.

Matriz nula — ¢ aquela em que a;; =0, Vi, Vj.

i =
0 0 0

Exemplo: 4 = .
0 0 0

Matriz linha — ¢ toda matriz do tipo 4 = (al.j )m .

Exemplo: A=(~1 0 4 3).Estamatriz tem ordem /x4.

Matriz coluna — ¢ toda matriz do tipo 4 = (aij )mx[ .

2
Exemplo: A =| 0 |. Esta matriz tem ordem 3x/.
1

Obs.: Um escalar (um nimero real) a,, pode ser interpretado como uma matriz de ordem /x/

(au )

Matriz quadrada — ¢ toda matriz do tipo 4 = (aij) , isto é, o numero de linhas ¢ igual ao nimero
nxn

de colunas. Neste caso, dizemos que 4 ¢ uma matriz quadrada de ordem n e podemos usar a notacao

A,.

Obs.: Numa matriz quadrada, os elementos da forma a,, Vk=1,2,3..,n sdo chamados de

elementos da diagonal principal.

2 17

Exemplo: | 3 I 0 | ¢ quadrada de ordem 3. Os elementos da diagonal principal sdo 2, / e 5.

4 0 5

Dizemos também que os elementos 7, / e 4 formam a diagonal secundaria.

Matriz diagonal — ¢ a matriz quadrada em que os elementos que nao estao na diagonal principal

sdo nulos.
2 0 0
Exemplo: |0 1 0
0 0 5



Matriz escalar — ¢ a matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal sdo iguais.

Exemplo:

S S N
S N D
N S D

Matriz identidade — ¢ uma matriz diagonal em que os elementos da diagonal sdo iguais a 1.

Usamos a notagdo /, para indicar a matriz identidade de ordem n.

Exemplo:
1 0 0 0
100 0
100 0 1 0 0
1,=(1) (40 O L A L I,=|0 0 I 0
1~ > 2_0]’ 3 ’ 4_00]0’a n
0 0 I
00 0 I
0 0 0 1

Matriz triangular superior — ¢ uma matriz quadrada em que todos os elementos abaixo da
diagonal principal sdo nulos, isto ¢, a;, =0, se i> j.

Y 27270
Exemplo: ,jf —d

Matriz triangular inferior — ¢ uma matriz quadrada em que todos os elementos acima da diagonal
principal sdo nulos, isto €, a, =0, se i< j.

(10 0
Exemplo: (! 5!9
27 3



Operacoes com matrizes

1. Igualdade.

Duas matrizes A:(au) e B:(bij) sdo iguais se possuem a mesma ordem, isto €,
mxn rxs

ij
m=r € n=s eal./.=b. Vi, Vj.

i’
2. Adicao.

e B= (blj )m)m ¢ uma outra matriz C de
Vi,Vj.

A soma de duas matrizes de mesma ordem A= (aij )mm

mesma ordem mxn que denotamos por C = A+ B, tal que C = (cl.j )mxn, ondec; =a, +b,,

Propriedades da adicao:

1) Comutatividade: 4 + B=B + A.

i1) Associatividade: 4 + (B +C) =(4 + B) + C.

ii1) Elemento neutro: 4 + 0 = 0 + A, onde (0 representa a matriz nula.

iv) Elemento oposto: Dada a matriz 4, existe a matriz oposta de 4, que denotaremos por —4, tal que
A+ (-A)=0.

. -1 -3 2 2 05 .
Exemplo: Sejam A4 = 5 e B= ; , determine 4 + B.

0 -4 -1 3
1 -3 7
A+B= .
e

3. Multiplicacao por um escalar.

Seja A= (a,.j )m e k um escalar. Definimos a matriz k4 como sendo a matrizB = kA, onde

B= (b[j )mm , tal que b; =ka, . Isto &, multiplicamos todos os elementos de 4 por £.

Exemplo: Seja 4 :( P

3 . -5 15
.Amatriz B=54 é B= .
0 10 0

Propriedades da multiplica¢io por escalar:

i) k(4 + B) = kA + kB.
i) (ki + k2)A = kA + ToA.
iii) k; (kod) = (k;* k2 )AL

Obs.: kA= Ak.



A diferenga A — B ¢ a soma de 4 com a oposta de B, isto ¢ A + (—B).

500 -4 ~1 3 1
-3 -3 -3

A-B= :
(6 -3 —5}

4. Multiplicaciio de matrizes.

) -1 -3 2 2 0 5 ,
Exemplo: Sejam A4 = e B= , determine A4 — B.

Consideremos a seguinte situagdo, que ird motivar a defini¢do de multiplicagdo de matrizes.

Um corretor da bolsa de valores, calculando o patrimdnio adquirido no dia por dois clientes, nas
quatro primeiras horas do pregdo, montou as seguintes matrizes:

2
5000 2000 1800 1000 2,5
- = em que:
2000 3000 800 1200 3
4

e Cada elemento a; da matriz 4 ¢ a quantidade das agdes de uma empresa adquiridas pelo

cliente 7 na hora j. Por exemplo, o elemento a,; =800 nos diz que foram adquiridas 800

acoes pelo cliente 2 na hora 3.
e Cada elemento b, da matriz B ¢ o prego, em dolares, de cada ag@o na hora i. Por exemplo,

o elemento b,, nos diz que na hora 2 o preco de cada acdo era de 2,5 dolares.

Quanto investiu cada cliente para adquirir suas agoes?

Esse investimento ¢ calculado multiplicando-se o nimero de ag¢des adquiridas em cada hora pelo
preco unitario e somando-se os resultados.

e Cliente 1: 5000x2 + 2000x 2,5 + 1800x 3 + 1000x 4 = 24400.
e Cliente 2: 2000x2 + 3000x 2,5 + 800x3 + 1200x4 = 18700.

A matriz C em que cada elemento ¢, € o investimento do cliente i ¢ dada por

24400
C= .
18700
A matriz C é denominada produto da matriz 4 pela matriz B, isto ¢ C = AB. Ela foi obtida
multiplicando-se a primeira linha de 4 pela coluna de B e a segunda linha de A pela coluna de B.

Observe como isto foi feito:



2

2,5
e ¢, = (5000 2000 1800 ]000)- =5000x2+ 2000x2,5+ 1800x 3 + 1000x 4 = 24400.

2,5
J c21:(2000 3000 800 ]200)- =2000x2+3000x 2,5+ 800x3 + 1200x4 = 18700.

De uma maneira geral, dadas as matrizes 4 = (ay. )mk e B= (bz/ )km o produto da linha i de 4 pela

colunaj de B ¢ igual a

b,
b,
(@, a, a, .. a,)|b;|= a,b,; +a,b,, +a;b;, +..+a,b,.
bk/
Defini¢do: Dadas as matrizes 4 = (ai]. )mxk e B= (bl.j )kxn o produto da matriz A pela matriz B ¢ a

matrizC = 4B, C = (cy. )mm , tal que ¢, € igual ao produto da linha i de 4 pela coluna ; de B.

Equivalentemente:

e B= (by. )km . Definimos a matriz produto C = 4B como sendo

Considere as matrizes 4 = (a i].) )
o mxi

=a,b,; +a,b,, +..+a,b,.

k
a matriz de ordem mxn, isto ¢ C = (cij )m, tal que c; = Zaipb .
p=1

De acordo com a defini¢cdo, somente ¢ possivel multiplicar matrizes
onde o nimero de colunas da primeira é igual ao nimero de
linhas da segunda matriz. O diagrama abaixo auxilia a
interpretacao.

ixn e aordem de O
K [ _ ~ A
Amxf{: Tth - L BN

1guals




1 2 0 ,
. Determine o produto AB .
3 1 2

20
Exemplo: Sejam 4 = (Z ZJ e B :(

Como A4 possui ordem 2x2 ¢ B ordem 2x3, entdo o produto é possivel e, neste caso, C = AB possui
ordem 2x3. Os elementos da matriz C sdo:

¢, =(2 m(g 2. ¢,=(2 m(ﬁ:4. c,=(2 @(9=0

c, =1 a(g 7. c,= ”{3:4' c,; =(1 n(ﬂ=4.

. 2 01 2 0 2 40
Logo, amatriz C = = .
(1 2](3 1 2} (7 4 4}

Obs.: Perceba que neste exemplo ndo € possivel calcular o produto BA. Isso ja nos adianta que a
operacao de multiplicagdo entre matrizes ndo é comutativa, necessariamente.

Propriedades da multiplicacio de matrizes.
Desde que sejam possiveis os produtos entre as matrizes, sdo validas as seguintes propriedades:

1) A(B £ C) = AB + AC. (distributiva a esquerda).
il) (4 £ B)C = AC £ BC. (distributiva a direita).
ii1) (AB)C = A(BC). (associativa).

iv) 40=0.

Observacoes:

1. O produto de matrizes nao é, necessariamente, comutativo!

1 4
. 25 1 4
pois AB = e BA= .
4 9 3 10

11
Em alguns casos as matrizes comutam. Por exemplo, se C = (0 J e D =(

1 2 0 1
Exemplo: Sejam A4 :[ j e B:(] 2) Podemos verificar rapidamente que 4B # BA,

3

-2
, verifique
0 3

que CD = DC.



2. Indicamos A’ = AA, A’ = A44, A" = AAAA...A.
\_ﬁ/__J

n termos

1
Exemplo: Se 4 = [2 3 ], calcule A4°.

, 1 =11 -1 -1 -4
A =AA = = )
2 3 )\2 3 s 7
3. Se AB = 0 nao podemos concluir que 4 =0 ou B = 0.

1 0Y0 0 0 0
Exemplo: = .
(0 0](0 1 j (0 0]

4. A matriz identidade ¢ o elemento neutro multiplicativo nas operagdes de multiplicagdes de
matrizes.

Se A:(al.j )mm, entdio [, A=A e também A.J, 6 =A. llustraremos este resultado com um

exemplo:
a b ¢ d
Se A=|e f g h|,entdo I;,4=A4 e também 41, =A4.
i j k1
I 0 0Ofa b ¢ d a b ¢ d
[, A=|0 1 O|e f g hl=|e f g h|=4
0 0 I\Ni j k 1 i j kI
1 0 0 0
a b ¢ d a b ¢ d
Al f h 0100 f h|=4
=| e =| e =
U i oo 1o , i z
i
b 00 0 I /



Transposicao de matrizes

Defini¢ao: Dada uma matriz 4 = (aij) , chamamos de transposta da matriz A e indicamos por
mxn

T : T . . ~
A ,amatriz 4" = (a ;Z) , talque a’; = a;. Em outras palavras, as linhas da matriz transposta séo
P nxm

as colunas de A4 e as colunas da matriz transposta sdo as linhas de A4.

1 2 3
1 0 7 0
) 0 1 2 .
Exemplo 1: Dada a matriz 4 = 2 3 40 temosque 4" =|2 [ 3 1
3 2 4 3
0 1 3

1
Exemplo 2: Dada amatriz B=(/ 2 3), temosque B" =| 2 |.
3

Propriedades da matriz transposta.
D (47) =4.

ii) (4+B) =4" +B".

i) (k-4) =k-4".

iv) (4B) =B"4".

Demonstragoes dos itens ii) € iv):

i1) Considere as matrizes A4 = (aij )m e B= (bl.j )’m. Seja C=A4+B, isto ¢, C = (cy. )mm , tal que
. T T ~ T ' .

c; =a, +b,. Assim, (A + B) =(C" . Temos entdo C* = (cﬁ )nxm , tal que:

r _ ! ' r T _ 4T T
¢y=c;=a,+b,=a, +b;. Dai, C' =4" +B".

Obs.: E verdadeiro também que (4—B)" = A" — B” . Mostre este resultado.

iv) Considere as matrizes A = (a,.j )mxk e B= (bij )lm. Seja C= 4B, isto é, C = (cl.j )m, tal que
k
¢, =>.a,b,. Assim, (4B) =C". Temos entdo C" = (¢ )nxm , tal que:

Ji

k k k
r _ . _ N ot r T: T 4T
c..—cy—gaipbpj—zap,b Ebjp a,.Dai, C" =B"A4" .
p=I

i Yjp T
=1

=
Il
~

=

10



Defini¢do: Uma matriz quadrada 4 é dita simétrica se ela ¢ igual a sua transposta, isto ¢, 4= A4".
1 0
Exemplo: A=|0 4
2 3

Como conseqiiéncia da definicdo, em toda matriz simétrica os elementos opostos a diagonal
principal sdo iguais.

Definicdo: Uma matriz quadrada 4 ¢ dita anti-simétrica se ela ¢ igual a oposta da sua transposta,
istoé, A=—A".

0o 1 2
Exemplo: A=|—-1 0 —-4|=-4".
-2 4 0

Como conseqiiéncia da defini¢do, em toda matriz anti-simétrica os elementos opostos a diagonal
principal sdo simétricos e a diagonal principal é nula.

11



Matrizes inversiveis

Defini¢do: Seja 4 uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A ¢ uma matriz inversivel se
existir uma matriz B tal que A4B=BA=1, . A matriz B ¢ chamada de inversa da matriz A e

denotada por B= A",

Obs.: E evidente que a matriz inversa 4™, se existir, deve ser também quadrada de ordem n, pois
A~ comuta com 4.

2 7 4 -7
Exemplo 1: A matriz 4 = (1 4} ¢ inversivel e a sua inversa ¢ A~ = ( 5 ], pois:

L T T e

3
Exemplo 2: Determine, se possivel, a inversa da matriz 4 = (5 j

2
., [(a b
Fazendo 4™ = , temos:
c d
y a b8 3\ (1 0 (8a+5b) (3a+2b)\ (1 0
A'4=1, < = = - -
c d\5 2) \o 1 (8c+5d) (3c+2d)) \0 1
8a+5b=1
=a=2¢ b=-3
3a+2b=0
€
S8c+5d=0
=>c=-5¢ d=3§
3c+2d =1

2 =3 8 3V 2 -3 1 0
istoé, 47 = , pois temos também 44~ = = =1,.
-5 8 5 2N-5 8§ 0 1

: 1 2 .
Exercicio: Mostre que a matriz 4 = [4 8] ndo ¢ inversivel.

1 11
Exemplo 3: Determine, se possivel, a inversa da matriz A=|2 3 [
4 9 1
b c
Fazendo 4 ~' = f |, resulta:

(USRS W

i

12



a b c\1 1 1\ (1 0 0
A'4=1, & |d e f|2 3 1|=|0 1 0| =
g h if4 9 1) \0 0 I
(a+2b+4c) (a+3b+9c) (a+b+c)) (1 0 0
(d+2e+4f) (d+3e+9f) (d+e+f)|=|0 1 0| =
(g+2n+4i) (g+3n+9) (g+h+i)) \0 0 1
a+2b+4c=1
a+3b+9%c=0 =a=-3, b=4 e c=-1
a+b+c=0
€
d+2e+4f=0
d+3e+9f=1 =d=1 e=-3/2 ¢ f=1/2
d+e+f=0
€
g+2h+4i=0
g+3h+9i=0 =g=3 h=-5/2 ¢ i=1/2
g+h+i=1
-3 4 -1
Portanto, A" =| 1 -3/2 1/2|.
3 =5/2 12

Observacao: Do exposto observamos que, para determinar a inversa de uma matriz quadrada de

ordem n, temos de encontrar n° variaveis, resolvendo n sistemas de 7 equagdes a n incognitas cada
um. Isto € bastante trabalhoso! No estudo do escalonamento das matrizes veremos um outro método
para obter a inversa.

Teorema: Se 4= (al.j )m ¢ inversivel, entdo é vinica a matriz B = (bl.j )nm inversa de 4, tal que
AB=BA=1,.

Suponha que exista uma matriz C = (cy. )m ,talque AC=CA4=1,.
C=C-1,=C-(4B)=(CA4)-B=1,-B=B
ou

C=1,-C=(BA)-C=B(AC)=B-1,=B. Logo, C=B8.

13



Propriedades da inversa de uma matriz.

Se A e B s3o matrizes quadradas de ordem »n e inversiveis, entdo:
(4 =4,

ii) (4B)' =B~'4™".

iii) (47 )" =(4a7).

Demonstracoes:

i) Como A4 é inversivel, entdo existe C = A, tal que CA= AC =1 ,- Dai, 4 é ainversa de C, isto ¢
A=c”=(4")".

ii) Para mostrar que B~'A™" ¢ a inversa de 4B, temos:
(B'4')-(4B)=B" (4 -4)B=B"(1,)B=B"(I,-B)=B" -B=1,.
(4B)-(B7' A" )= A(B-B" )4 = A(1,)4" =(4-1)4" =4- 47 =1,.
iii) Como A4 é inversivel, temosque 4- 47 =1, ¢ A" -A=1,.
Usando as propriedades da matriz transposta, obtemos:

(4 a7 =0, =1 (4 4f =1,y =1,.

n* n

(4 a"=1,. (4 (a4 =1,. @

De (1) e (2), concluimos que (AT )_1 = (A‘] )T.

Exercicio: Sabendo-se que 4, B e C sao matrizes quadradas de ordem 7 e inversiveis, a matriz X na
equagdo 4- X -B" =C7' é:

1

a) (4-C-B7)".

1

(B” - 4

(

(c-B"-

=

) C

.BT

o
W

)

)
c)’.
)

o
'

)

e) (B7-C-4)".

14



Determinantes

A teoria dos determinantes teve origem em meados do século XVII, quando eram
estudados processos para resolucdo de sistemas lineares de equacdes. Algumas expressoes
matematicas complicadas sdo sintetizadas utilizando-se os determinantes.

Definicdo: Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos determinante da matriz M (e
indicamos por det(M) (ou os elementos da matriz entre barras verticais) o nimero real que
obtemos operando com os elementos de M da seguinte forma:

1.Se M éde ordem n =1, entdo det(M) é o Unico elemento de M.

M =(a,) = det(M)=a,,.

Exemplo: M = (— 6) = det(M) =—0.

2.Se M ¢ de ordem n =2, entdo det(M) ¢é o produto dos elementos da diagonal principal menos o
produto dos elementos da diagonal secundaria.

a, a
M :( " ]2) = det(M)zaH.azz —a,,.a,.

ay; dy

7| delb)=6)- o)) =0.

3
Exemplo: M z(

3.Se M ¢ de ordem n = 3, entdo det(M) ¢ definido por:
det(M)z A;.0,,.055F0,,.0,,.05, +0,;5.0,,.0;, —0;3.05,.0;; —0;;.0,5.0;, —A;,.0,,.05; .

Na pratica, utilizamos a Regra de Sarrus:

0o 1 -2
Exemplo: Calcule de#(4), sendo A=|-1 3 4
2 1 5

det(4)= (0)3)3)+ (1)4)2)+ (= 2f= 1N1) = (= 2)3K2) - (0N 1) - (1N 1)(3) = 27 .

15



4. Se M ¢ de ordem n >3, entdo calcularemos o determinante de M usando o Teorema de
Laplace. Veremos as defini¢cdes preliminares de menor complementar e cofator que serao utilizados
no citado teorema.

Menor complementar.

Defini¢do: Considere M uma matriz quadrada de ordem 7 € seja a; um elemento de M. Definimos
o menor complementar do elemento a;, e indicamos D, , como sendo o determinante da matriz que

se obtém suprimindo a linha i e a coluna j de M.

Exemplo. Seja M = . Determine D,, e D;,.

w N KN
w o~ W
N v N

25 3 4
D,, = det ——11 e D, =det =11
3 2 15

Cofator.

Definicdo: Considere M uma matriz quadrada de ordem 7 ¢ seja a; um elemento de M. Definimos

o cofator do elemento a,;, e indicamos 4, como sendo o0 nimero 4, = () D, .

Exemplo: Na matriz M dada anteriormente, calcule 4,, e 4;,.
A,=(-1)"D,, =(-1)(-11)=11.

A, ~(-1y".D,, =()(11)=11.

Teorema de Laplace.

O determinante de uma matriz M, de ordem », ¢ a soma dos produtos dos elementos de uma
fila (linha ou coluna) qualquer pelos respectivos cofatores, isto &,

det(M ) = Z a4, (desenvolvimento pela coluna j)
k=1

ou

det(M )= Z a,.A, (desenvolvimento pela linha i)
k=1

Observacio: E melhor escolher uma fila da matriz que possua a maior quantidade de zeros com a
finalidade de simplificar os calculos do determinante.
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Exemplo: Seja M = . Calcule det(M).

S S S W
~ RN N~
w ~ D N

Calcularemos este determinante expandindo a coluna j =/, pois esta possui uma maior quantidade
de zeros.

4
det(M) = zakl Ay = @y Ay +ay Ay +ay Ay +agy Ay =

k=1

2.0 4 12 =2 12 =2 1 2 =2
=3(-0"" 1 -2+0(~1)"]4 1 -2+0(~1)"[2 0 4|+0o(~1)""|2 0 4|=
13 3 1 3 3 1 3 3 4 1 -2

=3(6+48-4+12)=3(62)=186.

Caso escolhéssemos uma outra fila para calcular o determinante chegariamos a esta mesma
resposta, obviamente com uma quantidade maior de célculos.

Exercicio: Seja B = . Mostre que det(B)=-32.

S W~ ~
N NN
S N oD

Principais propriedades dos determinantes.

Sejam A4 e B matrizes quadradas de ordem n. Entdo:
a) det(A)=det(4").

b) Se a matriz 4 possui fila nula, entdo det(A4)=10.
c) det(hA)=\"det(A).

d) Se a matriz 4 ¢ triangular (superior ou inferior), entio det(4)=a,, -a,,-a,;-...-a,,, isto é, 0
det(A) € o produto dos elementos da diagonal principal.

e) det(A-B)=det(A)-det(B).
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. e _ 1
Como conseqiiéncia deste tltimo item, temos que det(A ! ) = ,se det(4)#0.

det(A)

De fato, se existe 4, entdo:

447 =1, = det(4-47)=det(l,) = det(4)-det(4”)=1 = det(A]):det](A)

Teorema: Uma matriz 4 é inversivel se, e somente se, det(4)# 0.

sk

Os determinantes aparecem em diversas situacdes na matematica. No céalculo do produto

vetorial, no calculo de 4reas, volumes, equagdes de retas, planos, parabolas, etc. Vejamos algumas
situagoes:

4+ Produto vetorial.

Se ﬁ:(ul, u,, u3)e 17:(1/], Vs, v3) sdo vetores ndo paralelos do espago, entdo
i j ok

p=uxv=u, u, u,l ¢ ortogonal ao plano determinado por u e v e tem sentido dado pela
ViV, Vs

“regra da mao direita”.

3]
!

1

4+ Cailculo de areas.

Ainda na figura anterior, temos que a area do paralelogramo determinado por # e v ¢ dado pelo
valor absoluto do produto vetorial # xv . Um outro caso interessante é o valos da area S de um
triangulo de vértices A(x,,y,), B(x,,y,) e Clx,,y,).

-z
A
Y x, oy 1
1
C S:E-det x, y, I
x; vy 1
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4+ Cailculo de volumes.

Se &z(a,, a,, a3) l;:(bl, b,, b3) e Ez(c,, 5, c3) sdo vetores ndo coplanares do espaco,
entdo o paralelepipedo determinado por eles tem volume V' dado pelo médulo do produto misto

a a, da;
@ 5. ¢)=del s, b, b,
¢, €, C3

+ Equacio da reta.

Se A(xl, yl) e B(xz, y2) sdo dois pontos distintos no plano, entdo existe uma Unica reta de
equacao geral ax +by +c =0 que passa por estes dois pontos.

A reta ¢ obtida calculando-se a equagdo com

determinante:
¥ x y 1
//B/ X Vi 11=0.
4 1
X
= 2 W
] x a=y, =y

Verifique que {6 =x, — X,

C=XY, =XV,
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Sistemas lineares

Equacio linear

Dados os niimeros reais a.;,0.,,...0, € B (n>1),aequagdo o;X; +o,X,+...+a,X, =, onde

os X; sdo variaveis (incognitas) em R, damos o nome de equagdo linear sobre R .
Exemplo:

~ i I 2 e s
A equagdo 2x—y+5z+w=1 éuma equagdo linear, enquanto que x—y+z~ ++/w =35 nio é uma
equacdo linear. Nestes exemplos as varidveis x, y, z € w substituem X, X5, X; e Xy, respectivamente.
Soluciio de uma equacio linear

Uma solu¢do de uma equagdo linear o, X; +o,X,+..+0a,X, =B ¢ uma seqiiéncia de n
nimeros reais (cl,c2,...,cn) que satisfaz a equacgdo, isto €, o;c; +a,c, +...+0,c, =B € uma
sentenga verdadeira.

Exemplo:

A seqiiéncia (1, 2, -1, 6) ¢ uma solucdo da equacdo linear 2x—y+5z+w=1, pois
2(1)=(2)+5(=1)+(6) = 1 é uma sentenca verdadeira.

Encontre uma outra solugdo para esta equagao.

Sistema linear

Um sistema linear de ordem mxn (m, n > 1 inteiros), € um conjunto com m equagdes lineares ¢
cada equacdo com n incognitas.

Modo que se apresenta um sistema linear:
a,X,+a,X,+..+a, X, =B, X;, Vi=12,..,n sdo as variaveis reais;

ayX,+ayX,+..+a, X, =, . N .
B;, Vi=12,..,m sdo os termos independentes;

a,, X, +a,,X,+.+a,X, =P, a;, Vi, j sdo os coeficientes reais.
2x—y+z=1 . ) ) . . ~
Exemplo: §: ¢ um sistema linear de ordem 2x3, isto €, com 2 equagdes e 3
x+2y=6
incognitas.
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Solucio de um sistema linear

Uma solugio de um sistema linear ¢ uma seqiiéncia de numeros reais (c;,c,, -,¢,) que ¢ solugdo
de todas as equagdes do sistema.

A : . : 2x—yt+z=1
Exemplo: A seqiiéncia (x,y,z)=(0,3,4) é uma solugdo do sistema S : P . Encontre
x+2y=

outra!
Sistema homogéneo

Se os termos independentes de um sistema linear forem todos nulos este sistema serd chamado de
homogéneo. Um sistema homogéneo tem sempre a solucdo trivial nula (0,0,...,0).

xX+y—-z=0
Exemplo: O sistema 4:{x+2y—3z=0 ¢homogéneo. Uma solucdo para este sistema ¢ (0,0,0).
2x+3y—-z=0

Existem outras solucdes para este sistema? Tente encontrar!

Classificacdo de um sistema linear
De acordo com o nimero de solugdes, um sistema linear ¢ classificado como:

e Sistema impossivel (SI): O sistema ndo admite solugdo.
e Sistema possivel determinado (SPD): O sistema admite solucao Unica.

e Sistema possivel indeterminado (SPI): O sistema admite infinitas solugoes.

Exemplo: Resolva os sistemas lineares abaixo em R’ e interprete geometricamente as solugdes.

y

+y=3 —==3 2x—-y=1
A:{; 4 ) B4 c.-{); y2 ,

Ty 2x-y=6 TextLy=

—dx+dy=2
¥ :..Q'x— y=0 y y
P
rty=23
_ 2x—y=1{
f. 3 / .-’ 3

Retas concorrentes. Retas coincidentes. Retas paralelas.
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Interpretacio geométrica dos sistemas lineares de ordem 3x3

ax+by+cz=d,
As equagdes que compde o sistema <a,x+b,y +c,z =d, representam graficamente planos no R

a,x+b,y+c;z=d,
A depender da classificagdo do sistema, estes planos podem assumir algumas posic¢des relativas:

e Sistema impossivel (SI):

(i
o)
¢ 7

4

e Sistema possivel indeterminado (SPI):

o

| BB\

Cl

C P
B V4 ﬂ
4

e Sistema possivel determinado (SPD):
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Forma matricial de um sistema linear

Vamos agora associar uma forma matricial a um sistema linear. Poderemos resolver sistemas
lineares de forma sistematizada com o uso das operagdes elementares € o escalonamento de
matrizes, como veremos adiante.

Considere o sistema linear S abaixo:

a X, +a,X,++a,X, =8,
ayX,+a,X,++a, X, =,

amIXI +amZX2 +”'+aman :Bm

Podemos associar a este sistema uma forma matricial 4- X = B, onde:

a;; 4ap a,
| @y Ap ar . . . .
A= ¢ chamada de matriz dos coeficientes;
aml amZ amn mxn
XI
XZ r . o7 .
X = ¢ chamada de matriz das variaveis;
n/ nxl
B,
B= b, ¢ chamada de matriz dos termos independentes.
Bm mx1
xX+y—z=0
Exemplo: A forma matricial do sistema F :{x+2y—3z=0 ¢ dada por
2x+3y—z=0
1 1 —-1)(x 0 1 1 -1 X
1 2 -3|-|y|=|0]|,onde A=|1 2 -3|, X=|y| e B=
2 3 —-1)\z 0 2 3 -1 z
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Matriz ampliada de um sistema linear

ayX,+a,X,++a,X, =p,
. . . . . ay X, +a,X,+-+a,, X, =B, . .
A matriz ampliada de um sistema linear  S': ¢ definida por

alel +am2X2 +”'+aman :B

m

a,; 4ap a,, B,
a; a4y a,, B,
am] amZ amn Bm
x+y—-z=0 1 1 -1 0
Por exemplo, a matriz ampliada do sistema F':<x+2y—-3z=0 ¢ /I 2 -3 0
2x+3y—-z=0 2 3 -1 0

Observagdo: Ao nos referirmos a linha (/ / -7 0) da matriz ampliada, estaremos
indiretamente nos referindo a equagdo x+ y—z =0 do sistema F. Isto vale de uma forma geral.
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Operacoes elementares e escalonamento

Seja S um sistema linear com m equacgdes e n incognitas:

Matriz ampliada de S:
a X, +a,X,++a,X, =8, a, a, - a, B,
ayX,+ayX,+-+a,, X, =, a, ay o a, B,
am]X]+amZX2+.“+aman :Bm aml amZ amn Bm

As seguintes operacdes sdo chamadas operac¢des elementares sobre as linhas (equagdes) de uma
matriz (sistema):

1) Trocar de posi¢do (permutar) duas linhas de S (simbolicamente L; <> L);

2) Trocar uma linha de S por ela mesma multiplicada por um nimero real A # 0 (simbolicamente
L & AL);

3) Trocar uma linha de S por ela mesma somada com uma outra linha de S previamente
multiplicada por um numero real 4 # 0 (simbolicamente L, <> L, + AL, );

Se um sistema linear S; foi obtido de um sistema linear S através de um numero finito de
operacdes elementares, dizemos que S; € equivalente a S.

Notagao: S; ~ S.

Teorema: As operacdes elementares ndo alteram o conjunto solugdo de um sistema linear, isto &,
sistemas equivalentes possuem o mesmo conjunto solugdo.

Este mecanismo (uso das operagdes elementares) ¢ extremamente Util para resolver um

\

sistema linear. Devemos encontrar um sistema equivalente a S que seja mais simples.

Vamos ver um exemplo...
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x—y+z=1
Exemplo: Resolva o sistema linear S :{2x—y+2z=0.

3x—y+z=1

Devemos trabalhar com a matriz ampliada do sistema e aplicar a ela uma série de operagdes
elementares adequadas. O objetivo ¢ aumentar o nimero de coeficientes iniciais nulos a cada linha
(a partir da segunda) em relagdo a linha precedente. Este procedimento ¢ chamado de
escalonamento de matriz.

o
-4 1 io- i
-1 20 0 -2
-1 f] [G -2 2z
L, < L,-2L, Ly« L, -
L3<—>L3—3L1

Desta forma, o sistema original S ¢ equivalente ao sistema S, da Ultima etapa do escalonamento.
Podemos observar que o sistema S, tem um formato mais simples do que S.

x—-y+z=1 x—-y+z=1
§S:2x—-y+2z=0 ~ S,:3 y+0z=-2.
3x—y+z=1 —-2z=2

Resolvemos o sistema §, comecando pela ltima equagdo até a primeira. Desta forma, encontramos

a solucao que ¢ a mesma do sistema proposto S. Este método ¢ chamado de eliminagio de Gauss
(ou elimina¢do Gaussiana).

—2z=2=>z=-1.
y+0z=-2=y+0(-1)=-2=y=-2.

x—y+z=I=x—(-2)+(-1)=1=x=0.

A solugio do sistema S, é (x,v,z)=(0,-2,~I). Esta também é a solugdo do sistema S. Verifique!
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Matrizes escalonadas

Defini¢ao: Uma matriz M estd na forma escalonada (ou escada) se o nimero de zeros que precede o
primeiro elemento ndo nulo de uma linha aumenta a cada linha, até que sobrem apenas linhas nulas,
se houverem.

Exemplos de matrizes escalonadas:

12 5 (-3 08 6Y ({4 2 5\ ({1 4 8 09
olz 4 o olzl |olz 2L |0 oz 2
o olzl lo ool oo ol o o al:

Exemplos de matrizes ndo escalonadas:

1 25 -3 8 6) (0 2 5 21 4 8 9
32 4,10 4 2,10 0 0, |0 0 0 3 2.
0 2 3 0 -1 2)\0 0 6 0 0 7 3 1

Teorema: Todo sistema linear (matriz) € equivalente a um sistema (matriz) escalonado.

skeskosk

Curiosidade A palavra escalonar vem da palavra latina scala, que significa “escada” ou “degrau”.
Escalonar uma matriz significa dar a ela a forma de escada.

Discussio e solucao de um sistema linear

Discutir um sistema linear significa classifica-lo em sistema impossivel (S.1), sistema possivel
determinado (S.P.D) ou sistema possivel indeterminado (S.P.I).

Suponha que um sistema S (com m equagdes e n variaveis originalmente) tenha sido
escalonado e, retiradas as equagdes (linhas) do tipo 0 = 0, restam p equagdes (p < m) com n
variaveis.

I. Se a Gltima das equagdes restantes ¢ 0X,+0X,+..+0X, =/, ,(ﬁp # 0), entdo o sistema ¢

impossivel (S.I).

x—y+z=1 1 -1 1 1
Por exemplo, o sistema S:<0x+y—z=2 , cuja matriz ampliada ¢ [0 [ -1 2|, ¢
Ox+0y+0z=3 0o 0 0 3

claramente impossivel.

Caso contrario, sobram duas alternativas:
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II. Se p = n (nimero de equagdes ¢ igual ao nimero de variaveis) o sistema ¢ possivel
determinado (S.P.D).

xX+y+z=38 11 1 8

Por exemplo, o sistema S :<0x+y—z=1 , cuja matriz ampliada ¢ |0 [ -1 1|, possui
Ox+0y+2z=6 0 0 2 6

tinica solugdo. Usando, neste caso, a eliminagio Gaussiana, obtemos (x,y,z)=(1,4,3).

III. Se p < n (nimero de equac¢des ¢ menor que o numero de variaveis) o sistema ¢ possivel
indeterminado (S.P.I).

-1 1 2
0 2 8

infinitas solugdes da forma (x, x+2, 4), x € R. Assim, podemos apresentar o conjunto solucao

como S:{(x, x+2, 4)eR’ / xeiR}.

X—y+z=2

1
Por exemplo, o sistema S { , cuja matriz ampliada ¢ (0 ], possui

Ox+0y+2z=38

Observacao: O valor n — p ¢ chamado de grau de liberdade (ou niuimero de variaveis livres) do
sistema, isto significa dizer que a solugcdo do sistema ¢ apresentada com n — p variaveis. Neste
ultimo exemplo o grau de liberdade € /.

Exercicios: Resolva os sistemas abaixo por escalonamento e classifique-os.

xX+y+z=3 x—y+2z=3 x—y—-z+2w=1
2x+3y+z=35 b) yx+2y—-z=-3. C)2x—-2y—z+3w=3.
2 x—y-2z=-5 2y—-2z=1 -x+y—z=-3
4x+3y=3
Espago reservado para resolugio.
Respostas:

a) SP.D.: (x, y,z) = (0,],2). b) S.I c) S.P.I.:(2+y—w, v, I+w, w), yeweR.
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kx+y+z=1
Exercicio: Discuta em funcdo de £ o sistema S :qx+ky+z=1, isto €, determine os valores de
X+y+hkz=1

k € R de modo que o sistema seja classificado como SI, SPI ou SPD, se possivel.

Espaco reservado para resolugdo.

Matrizes inversiveis

Vamos agora apresentar um algoritmo para determinacdo da inversa de uma matriz usando
escalonamento.

Teorema: Uma matriz 4 de ordem n ¢ inversivel se, e somente se, 4 ¢ equivalente a matriz
identidade (4 ~ I,). Neste caso, as mesmas sucessoes de operacdes elementares que transformam A4
em /,, transformam 7, em A7

Em simbolos: (4:1,) ~ ... operagdes elementares ... ~ (In EA'I).

2 4
Exemplo: Seja 4 = (3 ZJ‘ Ache, se possivel, 47

2 411 0 N 1 0 -1/4 12 L (-4 12
~ ... operacoes elementares ... ~ .Logo, 47 = .

3 210 1 0 1| 3/8 -1/4 3/8 -1/4
1 0 0

Exercicio: Seja 4=| 2 3 —1|.Ache,se possivel,A‘l.
-2 1 0

Espaco reservado para resolugdo.

29




\ Regra de Cramer

Utilizando a teoria dos determinantes podemos resolver um sistema linear quadrado cuja matriz
dos coeficientes possui determinante nao nulo.

Considere AX = B a forma matricial de um sistema linear quadrado de ordem 7, sendo:

a; dp a, X B,
a, a a X B
21 22 2 2 2
A= ", X = e B =
an] an2 ann ‘xn Bn

Se det(A) #0, entdo a solucdo do sistema ¢ dada por:

By @y o ap a; Py dpn @y Ay e Py

By @z - ap 2 Pz dn Gy Ay e Pa

B B yp e g, B = e @z e =
X = — Xa= — N —
detlA) det| 4] dei(A)

Exemplo: Usando a regra de Cramer, resolva o sistema abaixo.

x+y—-z=0
S:i2x+y+z=1.
Ix—y+z=1

Espaco reservado para resolugéo.

Resposta: (x,y,z) = (1/4,1/8,3/8) .
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Aplicacdo: Circuitos elétricos simples e leis de Kirchhoff

O fluxo de corrente em um circuito elétrico simples (fontes e resisténcias) pode ser descrito
por um sistema linear de equagdes. Quando uma corrente passa por uma resisténcia (ldmpada,
motor, etc.) parte da voltagem ¢ consumida. Pela lei de Ohm essa “queda de voltagem” na
resisténcia ¢ dada por V' = RI , onde:

V' ¢ a voltagem. Unidade volts (V);

1+

R ¢ aresisténcia . Unidade Ohms (Q); V=

I ¢ a corrente. Unidade amperes (A).

Lei de Kirchhoff para corrente:

Em cada n6 a soma das correntes que entram € igual a soma das correntes que saem.

Lei de Kirchhoff para voltagem:

Em cada caminho (malha ou ramo) fechado, a soma das voltagens ¢ zero.

R,
fvecs
T4

R

1 R5
I, R, A+I,.R,—V,+1,R,+V, =@
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Exemplo: Determine as correntes indicadas no circuito abaixo:

40 i, i, I1Q

Ai— > Ay

J WT
JaV 30 10

Ly i o
Ay —Ap——L Ay

- 2V

Espaco reservado para resolugéo.

Solugio: i, =3A, i,=—2A, i, =14, i,=—1A4, i; =94, i, =84.
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Ponte de Wheatstone

Mostre que se a corrente i no circuito da figura dada € zero, entdo R, =

Este circuito, chamado de Ponte de Wheatstone, ¢ usado para medi¢oes precisas de resisténcia.
Aqui, R, é uma resisténcia desconhecida ¢ R, R, e R; sdo resistores ajustaveis (potencidmetros).

R, representa um galvanometro (aparelho que mede corrente). Depois de variar as resisténcias

. . A . R,R .
R,,R,eR,, até que a leitura do galvandometro acuse zero, a formula R, =——2 determina a
1

resisténcia desconhecida R, .

Resolva este problema usando sistemas lineares.

Espago reservado para resolucdo.
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Construindo curvas e superficies por pontos especificados (usando determinantes)

Nesta texto descrevemos uma técnica que utiliza determinantes para construir retas, circulos
e se¢des conicas em geral por pontos especificados no plano. 0 procedimento também ¢ utilizado
para fazer passar planos e esferas no espago tridimensional por pontos fixados.

Pré-requisitos:

4+ Geometria Analitica;
4+ Determinantes;
4 Sistemas lineares.

Teorema: Um sistema linear homogéneo com o mesmo numero de equagdes e de variaveis tem
uma solugdo ndo trivial (solugdo ndo nula) se, e somente se, o determinante da matriz dos
coeficientes é zero.

Este resultado pode ser usado para determinar as equagdes de varias curvas e superficies por pontos
especificados.

Uma reta por dois pontos

Suponha que A:(xl, y,) e Bz(xz, yz) sao dois pontos distintos no plano. Da Geometria
Analitica sabemos que existe uma Unica reta de equagao

ax+by+c=0 (1)
que passa por estes dois pontos.
Y Observe que a, b e ¢ ndo sdo todos nulos e que estes
8 coeficientes sdo Unicos para cada reta, a menos de uma
/ constante multiplicativa. Como os pontos 4 e B estdo
sobre a reta, substituindo-os em (1) obtemos as duas
« equacoes
4 ax, +by, +c=0 (2)
ax, +by, +c=0 3)

Estas trés equagdes, (1), (2) e (3), podem ser agrupadas e reescritas como:

ax+by+c=0 que ¢ um sistema linear homogéneo com trés equacdes e trés
variaveis a, b e c. Como a, b e ¢ ndo sdo todos nulos, este sistema
tem uma solucdo ndo trivial, de modo que o determinante da
matriz dos coeficientes ¢ igual a zero. Ou seja,

ax, +by, +c=0
ax, +by, +c=0
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x y 1
det| x, y, 1|=0. 4)
X, ¥, 1

Conseqiientemente, cada ponto (x, y) da reta satisfaz (4). Reciprocamente, pode ser mostrado que

cada ponto (x, y) que satisfaz (4) estd na reta.
Exemplo 1: Encontre a equacdo da reta que passa pelos pontos 4 = (2, 1) e B= (3, 7 )

Solucio.

Substituindo as coordenadas dos dois pontos na equacao (4), obtemos

x y I O desenvolvimento deste determinante em cofatores
detl 2 1 11=0. ao longo da primeira linha nos d4 a equacao da reta:
3 7 1
—6x+y+11=0.

Um circulo por trés pontos

Suponha que 4 = (xj, yj),B = (xz, yz) e C= (xj, y3) sdo trés pontos distintos ndo colineares do
plano. Da Geometria Analitica sabemos que existe um unico circulo, digamos

a(x2+y2)+bx+cy+d=0 %)

que passa por estes trés pontos.

y Substituindo as coordenadas destes pontos nesta
B equacao, obtemos
2 2

B( o a(x, +y, )+bx]+cy1+d=0 (6)

X
a(x22 +y,’ )+ bx,+cy,+d =0 (7)

b +2%)

a\x;” +y; J+bx; +cy, +d =0 (8

Como antes, as equacdes de (5) a (8) formam um sistema linear homogéneo com 4 equagdes ¢ 4
variaveis a, b, ¢ e d, que possui solucdo nao trivial. Assim, o determinante da matriz dos
coeficientes € zero:

w2

X, T+ Vi ’ x, oy, 1 _

e (x2)2+(y2)2 X, ¥y, 1 -0 )
(x3)2 +(y3 )2 x; vy 1

Esta ¢ a equacao do circulo em forma de determinante.
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Exemplo 2: Encontre a equagao do circulo que passa pelos pontos 4 = (], 7 ), B= (6, 2) e C (4, 6 )

Solucio.

Substituindo as coordenadas dos trés pontos na equagao (9), obtemos

() v oy 1 que sereduza 10(x* +y?)-20x—40y—200=0.
50 17 A forma padrao desta equacdo ¢
det =0
06021 (=1 +(y—2F =5,
52 4 6 1

Assim, o circulo tem centro (1, 2) e raio igual a 5.

Uma conica arbitraria por cinco pontos

A equagdo geral de uma secdo conica arbitraria no plano (uma pardabola, elipse ou hipérbole, ou
formas degeneradas destas) ¢ dada por

ax’ +bxy+cy’ +dx+ey+ f=0.

Esta equacdo contém seis coeficientes, mas podemos reduzir este nimero para cinco se dividirmos
todos por um que nao seja igual a zero. Assim, basta determinar cinco coeficientes e portanto cinco

pontos distintos do plano A(x], yl),B(xz, yz),C(x3, yj),D(x4, y4) e E(xj, y5) sdo suficientes
para determinar a equacao da se¢do conica.

% Como antes, a equacao pode ser posta na forma
A de determinantes:
B
x’ Xy yZ X h% 1
¢ I g (xl )2 X1V (yz )2 X Vi 1
X det (XZ)j x2y2 (yz)j xZ yZ ] =0. (10)

(x3) X33 (y3) X3 V3 1

(x4 )2 X4Vy4 (y4 )2 Xy Yy 1

(x5 )2 Xs5Vs (y5 )2 Xs Vs 1

Exemplo 3. A equag¢ao de uma orbita

Um astronomo que deseja determinar a orbita de um asterdide em torno do Sol coloca um sistema
de coordenadas cartesianas no plano da orbita, com o Sol na origem. Ao longo dos eixos sao usadas
unidades astronomicas (1 UA = 1 Unidade Astrondmica = distancia média da Terra ao Sol =
149.504.200 Km). Pela primeira lei de Kepler, a 6rbita deve ser uma elipse, de modo que o
astronomo faz cinco observagdes do asterdide em cinco tempos distintos. Os cinco pontos ao longo
da orbita sdo:

A(8,025; 8,310) B(10,170; 6,355) C(11,202; 3,212) D(10736; 0,375) e E(9,092; —2,267).
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Usando um recurso computacional para resolver a equagdo (10) com os cinco pontos dados, mostre
que a orbita procurada ¢ a elipse de equacao:

(386,799)x” —(102,896 )xy + (446,026 )y’ —(2.476,409)x — (1.427,971)y —17.109,378 =0 .

O diagrama abaixo da a trajetoria precisa da 6rbita, junto com os cinco pontos dados.

Y

.

Um plano por trés pontos

Suponha que 4 = (xl, Vi, z,),B = (xz, ¥, zz) e C= (x3, Vs, 23) sdo trés pontos distintos ndo
colineares do espacgo. Da Geometria Analitica sabemos que existe um Unico plano, digamos

ax+by+cz+d =20 (11)

que passa por estes trés pontos.

De forma semelhante aos outros casos, a equagao do
plano pode ser posta na forma de determinantes como:

x y z
X, Yoz
X, YV, 2,

X; )V Z3

det =0 (12)
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Exemplo 4: Encontre a equagdo do plano que passa pelos  pontos
A=(1, 1,0, B=(2, 0 -1)e C(2 9, 2).

Solucio.

Substituindo as coordenadas dos trés pontos na equacao (12), obtemos

x y z 1
1 1 0 1

det =0
2 0 -1 1
29 2 1

O desenvolvimento deste determinante se reduz a 2x—y+3z—1=0, que ¢ a equagdo do plano
procurada.

Uma esfera por quatro pontos

Exemplo 5: Da Geometria Analitica sabemos que uma esfera no espaco tridimensional que passa
por quatro pontos nao coplanares A:(x,, Vi z,),B:(xZ, Vs, 22),

C:(x3, V3, 23) e D:(x4, Vi z4)temequag:€10 dada por
a(x2+y2+22)+bx+cy+dz+e:0 (13)

Encontre a equagcdo da esfera em forma de determinante e mostre, usando um recurso
computacional, que a esfera que passa pelos quatro pontos

A= (0, 3, 2),B = (1, -1, 1), C= (2, 1, 0) e D= (5, 1, 3) tem as coordenadas do centro dadas por
(2, 1, 3) e raio igual a 3, isto ¢, a sua equagdo padrdo ¢ dada por (x —2)° +(y—1) +(z—3)° = 9.
Superficies quadricas

A equagdo geral de uma superficie quadrica (elipsdide, cone eliptico, hiperboldide de uma folha,

paraboloide eliptico, hiperboldide de duas folhas, paraboloide hiperbolico ou formas degeneradas
destas) ¢ dada por:

ax’ +a,y’ +a,z’ +a,xy+axz+ayz+a,x+agy+a,z+a,, =0. (14)

#
| // P

Elipsoide Cone elé'ptico Hiperboloide de uma folha
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Paraboloide eliptico Hiperboloide de duas folhas Paraboloide hiperbolico

A equagdo (14) contém dez coeficientes, mas podemos reduzir este nimero para nove se dividirmos
todos por um que ndo seja igual a zero. Dados entdo nove pontos P, = (xl., Vi, Z ),‘v’i =12,..9,

sobre uma superficie desta, ¢ possivel determinar, de modo Unico, a sua equacdo em forma de
determinante como

2 2 2

x y z xy Xz vz x h% z 1
(xz )2 (yl )2 (ZI )2 XY Xz ViZg X Vi Z 1
(xz )2 (yz )2 (Zz )2 X2V, Xz, V)%, X; Vs Z, 1
(x3 )2 (y3)2 (Z3 )2 X3Vs X323 YV3Z; X3 Vs Z3 1

det (x4)2 (y4)2 (24)2 XeVy  XyZy  V4Zy Xy Y4 Zy 1 -0,

(x5 )2 (y5 )2 (25)2 XsVs  XsZs  VsZs Xs Vs Zs 1
(x6 )2 (y6 )2 (Z6 )2 XsVs  X6Zs  VeZs X6 Vs Zs 1
(x7 )2 (y7 )2 (Z7 )2 XV, X2, V72, X7 Y7 Z; 1
(x8 )2 (y8 )2 (28 )2 XsVs  XsZg  VsZsg Xg Vs Zg 1
(x9 )2 (yg )2 (29 )2 XoVg  XgZg  VeZg Xy ) 2y 1

Exemplo 6: Encontre a equa¢do da quadrica em forma de determinante e calcule a sua equagdo
geral, sabendo-se que ela passa pelos nove pontos (1, 2, 3),(2, 1, 7),(0, 4, 6),(3, -1, 4),

(3, 0, ]1),(— 1, 5, 8),(9, =8, 3),(4, 5, 3) e (— 2, 0, 10). Identifique a superficie tragando o seu
gréfico.

Observagao: Use um recurso computacional para calcular o determinante e obter a equagdo geral,
além de tragar o grafico da superficie.
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EXERCICIOS GERAIS

-1

. . 2 1 ,
1. Considere as matrizes 4 = e B = 0 ;

-1 0

equacgdo matricial 4A” - X' =B,

j. Determine, se possivel, a matriz X na

0 1 2 x
: | =12yl
2. Sabe-se que 2x—3y =7 e que o valor do determinante da matriz 0 12 0 0 ¢ igual a 15.
3 -1 0 3
Determine o valorde x e y.
a-b+c+d=2
) ) a+b—c+d=—-4
3. Resolva por escalonamento e classifique o sistema .
a+b+c—d=4
a+b+c+d=0
0 (K*-3k+2) 0  (2-2k)
4. Considere |/ 0 3 0 a matriz ampliada de um sistema linear.
0 0 (3-k) 2
Determine o valor de k£ € R de modo que o sistema seja:
a)S.I.
b) S.P.D.
c)S.P.L.
5. Determine as correntes i,, i,, i; € i, no circuito abaixo:
282 K19 15
Ay My |
e
A My L
& S5 302 15V

6) Determine a matriz simétrica de determinante igual a 8§ que comuta com a matriz
1 1 0

A=(0 1 1].

0 0 1
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Respostas

3)SPD: (a, b, ¢, d)=(1, -1, 2, -2).

4) a)Sl: k=2ou k=3.
b)SPD: k=1, k#2¢e¢ k+3.

c)SPL: k=1.

5) (il, b i i,)=(2, 0, 1, 3).

X y z
6) Todas as matrizes que comutam com A4 sdodaforma |0 x y| Vx,y,zeR.
0 0 x

Como det(A)=8, entdo x° =8 =>x=2. Como ela deve ser simétrica, entdo y =z =0, assim a

2 0 0
matriz procurada é: |0 2 0 |.
0 0 2
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