Calculo Vetorial / Ilka Rebougas Freire / DMAT - UFBA

1. Fungoes Vetoriais

Até agora nos cursos de Célculo s6 tratamos de fungdes cujas imagens estavam em R. Essas funcdes
sao chamadas de fun¢des com valores reais ou fungdes escalares. Vamos tratar a seguir das fungdes
cujos valores sdo vetores do R* ou R>. Um exemplo de uma funcio vetorial é a velocidade, num
instante t, de um objeto que se move no espaco.

Seja D < R. Uma fungao vetorial r(t) com dominio D é uma correspondéncia
que associa a cada nimero t em D exatamente um vetor r(t) em R’

Uma vez que as trés componentes de r(t) sdo determinadas univocamente para cada t em D podemos
escrever 1(t) = f(t) i + g(t) j + h(t) k. onde f, g e h sdo fungdes escalares de dominio D e sdo chamadas
de fungdes componentes de r(t).

Se D c R, entdo r(t) ¢ uma fungdo com valores vetoriais com dominio D se e somente se
existem fungdes escalares f, g e h tais que r(t) = f(t) i + g(t) j + h(t) K para todo t em D

Observacoes:
e As mesmas defini¢des valem para r(t) em R?, isto &, r(t) = f(t) i + g(t) j;
e O dominio da fungdo r(t) corresponde a interseccao dos dominios das funcdes escalares
componentes f, g e h, isto €, Dom(r) = Dom(f) N Dom(g) N Dom(h).

Exemplos:

1) O movimento de uma particula P sobre uma circunferéncia de raio 1 pode ser expresso pela fungao
- - -

vetorial r(t)=costi+sent j, onde a variavel t representa o tempo e P(cost, sent) da a posi¢cdo da

particula em movimento. Neste caso o dominio da funcdo vetorial ¢ R e as fungdes escalares

componentes sdo f(t) =cos(t) e g(t) =sen(t). Alguns valores para r(t), na tabela abaixo:

t r(t) Os valores significam que nos instantes t = 0; t = /2 e t = 7w a particular se
0 i encontra nas posi¢oes P;(1,0); P2(0,1) e P3(—1, 0).
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2) r(t) = cost i — 3t j. Neste caso o dominio da fungdo vetorial ¢ R e as imagens sdo vetores do R
As fungdes componentes sao f(t) = cost e g(t) = —3t. Alguns valores para r(t), na tabela abaixo:

t r(t) Os valores significam que nos instantes t = 7; t = 0 e t = /2 a particular se
T —-i-37j encontra nas posi¢oes P;(-1,-31); P»(1,0) e P3( 0,-37/2).
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r@y=Int-1)i+e'j +4/t k. O dominio da funcdo ¢ (1, +o0) e as imagens sdo vetores do R%; As
fungdes componentes sio f(t) = In(t — 1); g(t) =" e h(t) = Jt. Alguns valores para r(t):

t r(t)

2 ezj+\/§k

3 n2i+ej+ 3k

1.1 Graficos de Fungdes Vetoriais

Dada uma fung@o vetorial r(t) = f(t) i + g(t) J + h(t) k. Para cada valor de t obtemos um vetor r(t). Nao
faremos distingdo entre o vetor r(t) e seu vetor posicao OP, sendo P o ponto terminal de OP.
z

r(t)

/O y
X

e Dada a fungdo r(t) = f(t) i + g(t) j + h(t) K, os pontos terminais dos vetores r(t) definem uma
curva C no espago (ou no plano se r(t) = f(t) i + g(t) j ).

O gréfico de C consiste em todos os pontos (f(t), g(t), h(t)) em um sistema coordenado xyz.
As equagoes x = f(t); y = g(t) e z = h(t) sdo chamadas de equacBes paramétricas de C.

O grafico da fung¢do vetorial €, portanto, o grafico das equacdes paramétricas.

E usual escrever as equacdes paramétricas como x = x(t); y = y(t) e z = z(t).

A orientagdo da curva C ¢ determinada pelos valores crescentes de t

v

Exemplo: Descreva o grafico das seguintes fungdes vetoriais

Dri)y=(1-t)i+3tj+2tk

x(t)=1-t
O grafico da fun¢do ¢ uma curva no espago cujas equacdes paramétricas sao: {y(t) =3t
z(t) =2t

A reta passa pelo ponto (1,0,0) e tem vetor diretor v, = ( —1, 3, 2).

Da Geometria Analitica que as equagdes paramétricas da reta r que passa por Py(Xo, Yo, Zo) € tem a
direcdo do vetor v = (a, b, c¢) sdo dadas por

X=X, +at
y=y, +bt
z=27, +ct
, X =X, t+at
O mesmo vale se a reta esta no plano Xy,
y =Yy, +bt
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2) r(t) = costi+sentj
. L , N . . [x(t)=cost
O gréfico da fungdo ¢ uma curva no plano cujas equacdes paramétricas sao
y(t) =sent
Estas equacdes sdo as equagdes paramétricas da circunferéncia de centro na origem e raio 1.
Observemos que elevando ao quadrado e somando as equagdes x(t) e y(t) obtemos x> + y* = 1, que é a

relagdo fundamental da trigonometria. A orientagdo da curva ¢ no sentido anti-horario que corresponde
a variagdo crescente de t.

Como foi visto, esta fungdo vetorial pode representar o movimento de uma particula P sobre uma
circunferéncia de raio 1 e P(cost, sent) da a posicao da particula em movimento.

e De uma maneira geral a fungdo vetorial r(t) = a cos(t) I + a sen(t) j tem como grafico a
circunferéncia de centro na origem e raio a.

e A fungdo vetorial r(t) = a cos(t) i + b sen(t) j (a # b) tem como grafico a elipse de equagao

2 2
X y=1

+ I
a2 b2

3) Seja r(t)=3ti+(1-9t%)j;t eR. Esboce a curva C determinada por r(t) e indique a orientagdo para
r(0) e r(1/3)
x(t) =3t
y(t) =1-9t2
equacio, temos y = 1 —9(x%/9) = 1 —x”. Assim, a curva é uma parabola. Alguns exemplos de imagens:
1(0) =j = 1(0) = (0,1)
1(2/3)=2i-3j =1(2/3)=(2,-3)

As equagdes paramétricas sao { . Eliminando o parAmetro t,: t = x/3, substituindo na 2*

x(t) =acost
4) Seja r(t) =acost i + asent j + bt K ; para t > 0. As equagdes paramétricas de C sdo < y(t) =asent

z(t) = bt
Eliminando o pardmetro nas duas primeiras equagdes obtemos x> + y* = a® que ¢ a equagio de um

cilindro circular. Quando t varia no intervalo [0, 2rt], um ponto P(x,y,z) parte de (a,0,0) e se move para
cima, fazendo uma revolu¢ao em torno do cilindro. A curva resultante é chamada de hélice circular.

*x = gos(t)ls ¥ = =zin(t): =

=
Z




1.2 Cadlculo de Fungdes Vetoriais: Limites, Derivadas e Integrais

Seja r(t) = f(t) i + g(t) j + h(t) k, temos as seguintes definigdes:

lim r(t) = { lim f (t)}i + {g(t)}j + {h(t)}k
t—a t—a t—a t—a

desde que f(t), g(t) e h(t) tenham limites quando t tende a a

r(t) é continua em a se 1im r(t) =r(a) “

t—a
Exemplo: Calcule os seguintes limites:
2 2
I. lim (cost,sent)= £,£
t—mn/4 22
se el 4
. 11m\/¥1+—,l— hm\/¥1+ lim —j =]
t—ot t—0" t—o"

Se r(t) é um fungdo vetorial, entdo a derivada de r(t) pode ser

expressa como 1'(t) = lim r(t+h)—r(H)
h—0 h

Se f(t), g(t) e h(t) sdo diferenciaveis entdo r(t) ¢ diferenciavel e H

“ r) =) i+g®)j+hk

Exemplo: Calcule r'(t) nos seguintes casos:
l.r(t)=senti+2tj =  r'(t)=costit2]

2.1 =Citej+Jtk = rf(t)zthetﬁLk'

24t
1.2.1 Interpretagdo Geométrica da Derivada 4
Consideremos o grafico C de r(t) (com orientag@o) e os vetores <
r(t), r(t + h) e r(t + h) — r(t), com h > 0. O vetor r(t+h) — r(t) r(t+h) — r(t)

percorre a reta secante que une os pontos terminais de r(t+h) e r(t). r(tth)

r(t)

v



A representagdo grafica acima € para o caso em que h > 0. Observemos que o vetor r(t+h) — r(t)
aponta na dire¢ao do parametro t crescente. No caso de h <0 o vetor apontaria na dire¢ao oposta.

A

Quando h — 0, a reta secante aproxima-se da reta tangente no ponto C
terminal de  r(t). Concluimos entdo, que o limite F (1)
r(t+h)—r(t)

r'(t)= lim , se existir ¢ ndo for nulo, ¢ um vetor que ¢

h—0
tangente a curva C na ponta de r(t) e aponta na direcdo do parametro (o)
crescente.

v

Seja P um ponto sobre o grafico de uma fungao vetorial r(t) e seja r(t,) o raio vetor que parte
da origem até P. Se r’(t,) existir e ndo for nula, entdo chamamos de r’(t,) o vetor tangente ao
grafico de r(t) em r(t,) e chamamos a reta que passa por P e que € paralela ao vetor tangente
de reta tangente ao grafico de r(t) em r(t,).

A equacio da reta tangente tem a forma vetorial r(t) = r(t,) +t r'(t,)

Observagado: Representaremos r’(t) sempre por um vetor com ponto inicial P sobre a curva C, que é o
grafico da funcao vetorial r(t).

Exemplos:
1) Determine as equacdes paramétricas da reta tangente ao grafico de r(t) no ponto t, nos seguintes
casos:

@ri)=t'i+(2-Int)j; t,=1

Solugéo: r'(t)=2ti—(1/t)j = r'(t,)=r(1)=21i—-j.Poroutrolado r(t,) =r(1)=i+2j=(1,2). A
equagdo vetorial da reta tangente € portanto r(t) =i+ 2j +t(2 i — j ). Escrevendo na forma paramétrica:
x(t) =1+ 2t
y(t)=2-t

(b) r(t)=2cos(nt) i+ 2sen(nt) j+3tk; t,=1/3

Solugéo: r(ty) =r(1/3)=i+ \/gj +k; r'(t)=—2nsen(nt) i +2ncos(nt) j+3 k; r'(t,) =r'(1/3) =

— /31 + mj+ 3k.

A equacdo vetorial da reta fica r(t) = i+ NE) j+k =t(- /3 + 7j + 3k ) e suas equagdes paramétricas
x =1-m/3t

y:\/§+7'ct .
z=1+3t



2) Considere r(t) = 3 + t_3j; t>0.

a) Esboce no plano a curva determinada por r(t) e indique a orientagao;

b) Encontre r'(t) e trace r(1) e r'(1).

Solucéo:

x(t) =t>

, t>0.
y(t)=t"

a) As equagdes paramétricas da curva C que € grafico de r(t) sdo {

. ~ 1 . .
Eliminando o pardmetro obtemos y = — que é o ramo da hipérbole no 1° quadrante, uma vez que t > 0.
X

4

A orientagdo ¢ da esquerda para a direita. .
b) r'(t) =3t%i—3t™*j ]
r(=i+j=r1)=(1,1) .
r'(1)=3i-3j=r(1)=(3,-3)

I 4

1.2.2 Interpretagdo Fisica da Derivada

Consideremos uma particula em movimento no espaco. Suponhamos que no tempo t, r(t) seja o vetor
posi¢do da particula, em relagdo a um sistema de coordenadas cartesianas. Ao variar t a extremidade
livre do vetor r(t) descreve a trajetoria C da particula.

Suponhamos que a particula esteja em P no tempo t e em Q no tempo t + At. Entdo, Ar = r(t + At) — r(t)

representa o deslocamento da particula de P para Q, ocorrido no intervalo de tempo At.

r(t+ At) —r(t)
At

A taxa média de variacao de r(t) no intervalo de tempo At é dada por e ¢ chamada de

velocidade média da particula no intervalo At.
A velocidade instantédnea da particula no tempo t, denotada por v(t) ¢ dada por

m r(t+ At) —r(t) ().

At—0 At
quando este limite existe.
Analogamente, se V(t) ¢ derivavel, a aceleracdo da particula é dada por a(t) = v'(t) = r’’(t)

Observagoes:
. |r’(t)| ¢ o modulo da velocidade no ponto e corresponde a taxa de variagdo do comprimento de

arco em relag@o ao tempo e ¢ chamada simplesmente velocidade;
e r’(t) = V(t) ¢ chamada de velocidade vetorial;
e Representamos "’ (t) graficamente por um vetor com ponto inicial em P. Na maioria dos casos

r’’(t) aponta para o lado concavo de C.
6



Exemplo: O vetor posi¢do de um ponto P que se move em um plano xy ¢ dado r(t) =2 V2 cost i +
2\/Esentj; 0<t<m.

a) Encontre os vetores velocidade e aceleragdo de P num instante t € 0 modulo da velocidade;
b) Esboce a trajetoria C de P, juntamente com r(n/4), v(n/4) e a( w/4).

Solucéo:

a) Vi) =r'(t) = 22 senti+2+2 costj e a(t)=r"(t) = 2 cacti— 7‘;7 cent i

|V(t)| = \/(—2\/5)2 sen’t + (2\/5)2 cos’ t =242 "

b) r( m/4) =2i +2j; v(n/4)==-2i+2je a( n/4) =-2i-2j 2

A trajetoria C € um semi-circulo de raio 2 \/E . T P S e »

1.2.3 Regras de Derivagdo

As regras de derivacao de fungdes vetoriais sdo similares as de fungdes escalares
Vale o seguinte resultado:

Se u(t) e v(t) sao fungdes vetoriais diferenciaveis e f(t) uma fun¢ao escalar, entdo:
i) D¢ (u(t) +v(t) =u"(t) +V'(t)
i) De(fou(t) ) =ftu'(t) + F(tu(t)
i) De(u(t) v()=u()v (t) +u(t)v(t) ( Produto escalar)
iv) Dy (u(t) x v(t)) = u(t) x v'(t) + u’(t) xv(t) (x produto vetorial)

Observagdo: No caso ii) se f(t) ¢ uma constante, entdo Dy ( f(t) u(t) ) = f(t) u’(t)

Seja r(t) =f(t) i + g(t) j + h(t) k, com f, g e h integraveis em [a,b]. A integral definida de

b b b b
rdeaabé [r(t)dt=[f(t)dti+ [g(t)dtj+ [h(t)dtk
a a a a

Se R’(t) = r(t), entdo R(t) é uma antiderivada de r(t). A integral indefinida de r é
[r(t)dt=R(t)+C

1
Exemplo: [ (2i+2tj—3t2k)dt = [2ti + t2j— k] = 2i + j—k
0
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