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Introducgao

Transformacdes Integrais

As transformagdes integrais tém grande aplicacdo na resolucdo de problemas de fisica matematica,
por exemplo na determinacado de resolugdes de EDO e EDP.

Definicao 1 Dada uma funcéo f(t), definida num intervalo da reta I, uma Transformagio Integral tem
a forma geral

TIf(0) = E(s) = [ K(t,s) - £t at )

em que F(s) é denominada a Transformada da fung@o f(t), sendo K(t,s) o niicleo da transformagio.

A operagdo (1) transforma a funcéo f(t), cuja varidvel f € I, numa outra fungao F(s), cuja varidvel
s pertence a um outro conjunto J, em principio independente de I. Este conjunto pode ser, por
exemplo, um intervalo na reta, um semi-plano complexo ou um conjunto dos nimeros reais. Os
valores da transformada F(s) sdo reais ou complexos.

Determinada F(s), a transformada, impde-se um segundo problema, o qual consiste em retornar
a funcgdo original. A operacdo que recupera a fungdo original a partir da sua transformada denomina-
se transformagdo inversa. Tem-se, entdo, um par chamado par de transformacoes:

{F<S) = Z[f(1)],
f() = I7YE(s)].

O par representado pela transformada e sua inversa é conhecido como Par de Transformada. Usaremos
a notacgdo com duas setas em sentidos opostos e o par de fungdes ( f, F) na forma f(t) = F(s).

(2)

Podemos citar, respectivamente, alguns exemplos de opera¢des implementadas através de trans-
formadas e vantagens que as mesmas podem trazer:

v Exemplos:
¢ Representacdo (mais eficiente) do sinal;
© Modificacdo do sinal;
o Andlise (extragdo de informagao).

v' Vantagens:
¢ Possibilidade de utilizacdo de suas propriedade matematicas;
o Enfase de certos aspectos importantes do sinal;
¢ Algoritmos eficientes.
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Abaixo, alguns exemplos de transformadas integrais e suas respectivas inversas.

v Transformada Finita

f(x) - ¢n(x)-s(x)dx, paran=1,2,...
F(

() $n(x), para — oo < x < oo.

flo) = FU :i T

em que {¢,(x)},_; € uma sequéncia de fungdes ortogonais com peso s(x) no intervalo [a, b].

v Transformada de Fourier

F(k)y = F[f / -exp(ikx) dx, para — oo < k < oo,

f(x) = FYUFKk)] = f(k) - exp(—ikx) dk, para —oo < x < oo.

8\8

\/—_

em que exp(x) = e*.

2a sen(27tak)
2mtak

L, x€[-aad , entdo F(k) =

0, x¢|[—a,a]

f = F, cujos gréficos estdo abaixo.

Por exemplo, se f(x) = { . Assim, temos o par

v Transformada de Hartley

1 oo
Hw) = HIfO]= 7o [ 10)-cas(andt,
f() = HTH(w)] = H[H(w)].
em que w, em aplicagdes fisicas, é a frequéncia angular e cas(t) = cos(t) + sen(t).

v’ Transformada de Fourier-Bessel de ordem n

\8

F(A) = B[f(f)]z f(r) -7 Ju(rA)dr, para0 < A < oo,
fr) = /F ‘A Ju(rA)dA, para0 < r < oco.
0

Adriano Cattai http://cattai.mat.br | 2



Atividades Semanais Calculo I

O Transformada de Laplace ©

E(s) = L[f(H)] = /f(t) exp(—st) dt, para Re(s) > a(a constante),
’ 1 Y+ico

f(t)y = L7YF(s)] = 5ori / F(s)-exp(st)ds, ondevy > a, para0 < t < oo.
y—ico

Linearidade das Transformacdes Integrais

Com as propriedades de linearidade da integracdo, percebemos que todas as transformagdes inte-
grais da forma (1) sdo transformagdes lineares, ou seja, a transformada de uma combinagao linear de
duas fungdes é a mesma combinacao linear das respectivas transformadas:

Tla- f(x) + B-g(x)] = a- Zf(x)] + B - Z[g(x)], ®)

em que « e  sdo constantes. Em especial,

Lla- f(x) +B-8(x)] = a- LIf(x)] + B - LIg(x)].

A Transformada de Laplace

Um engenheiro eletricista inglés, Oliver Heaviside (1850-1925), quando estudava processos simples
para obter solu¢des de Equagdes Diferenciais, vislumbrou um método de Calculo Operacional que
leva ao conceito matematico da Transformada de Laplace, que ¢ um método simples para transformar
um Problema com Valores Iniciais (PVI), em uma equagdo algébrica, de modo a obter uma solugdo
deste PVI de uma forma indireta, sem o cédlculo de integrais e derivadas para obter a solucdo geral da
Equacao Diferencial. Pela utilidade deste método em Matemética, na Computacdo, nas Engenharias,
na Fisica e outras ciéncias aplicadas, o método representa algo importante neste contexto.

A transformada de Laplace é muito usada em diversas situagdes, porém, aqui trataremos de sua
aplicagdo na resolucdo de Equagdes Diferenciais Ordindrias Lineares. Tem seu nome em homenagem
ao matematico francés Pierre Simon Laplace, que a estou em 1782. No entanto, as técnicas descritas
aqui, no Calculo III, foram desenvolvidas um século depois ou mais tarde e, que se devem principal-
mente a O. Heaviside.

As propriedades desta transformada tornam-na ttil para a andlise de sistemas dindmicos linea-
res. A vantagem mais interessante desta transformada é que a integracdo e a derivacdo tornam-se
multiplicacdes e divisdes, da mesma maneira que o logaritmo transforma a multiplicacdo em adicao.
Ela permite levar a resolugdo de equagdes diferenciais a resolugdo de equagdes polinomiais, que sdo
muito mais simples de resolver, como ilustra o diagrama abaixo.

Equacao

EDO Algébrica

Solucao

Solucao
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Preliminares para a Transformada de Laplace

Como a Transformada de Laplace envolve uma integral de zero a infinito, que é uma integral impro-
pria, é necessdrio concimento sobre integrais deste tipo, que envolve limite no infinito e, obviamente,
o conhecimento de técnicas de integracdo, em especial a integragdo por partes. Para o calculo de
limites indeterminados, a Regra de L'Hospital serd muito til. E, por fim, outro importante tépico é a
decomposicdo de uma fragdo em soma de fra¢des, a qual utilizaremos na obtencdo da transformada
inversa. Sugiro que faca uma forte revisdo nesses importantes tépicos.

Definicao da Transformada de Laplace

Definicao 2 Se, dada uma fungdo f = f(t) (real ou complexa) definida no intervalo semi-infinito
[0,00) e 0 parametro z, um namero complexo da forma z = s + iv, de modo que para cada s > 0
ocorre a convergéncia da integral imprépria

[ee]

F) = [ f(t) e at 4)

0

entdo a fungdo F(z) definida pela integral acima, recebe o nome de Transformada de Laplace da fungao
f(t) e denotamos F(z) = L[f(t)].

Se o parametro z é um ntmero real, isto é, a parte imagindria v = 0, usamos z = s > O e a
definicdo fica simplesmente na forma

[ee]

F(s) = / £(£) e dt. 5)

0

Pela transformada de Laplace, a funcdo f(t), na varidvel ¢, é levada numa outra fung¢éo, F(s), na
variavel s, denominada varidvel da transformada. Representaremos a func¢do original por uma letra
mintscula e a sua varidvel por ¢, e a sua transformada de Laplace pela letra correspondente maits-
cula e a sua varidvel s. Por exemplo, as transformadas de Laplace das fungdes f(t), g(t) e h(t) serdo
representadas por F(s), G(s) e H(s), respectivamente, ou seja:

F(s) = LI[f(1)], G(s) = Lg(t)] e H(s) = L[r(t)].

E importante observar que, mesmo que a fungio f(t) nao esteja definida num intervalo contido
estritamente no intervalo [0,00), a transformacdo de Laplace considera apenas os valores de f(f)
nesse intervalo. Desta maneira, podemos supor, sem perda de generalidade, que todas as funcdes
para as quais se considera a transformada de Laplace se anulem para t < 0. A chamada fungdo degrau
unitdrio ou fungdo de Heaviside, definida a seguir, fornece uma conveniente expressao desses fatos.

A funcdo de Heaviside u(t) é definida por

| 0, parat <O,
uo(t) = { 1, parat>0.

Assim, para toda fungdo f(t), definida num intervalo que contém o intervalo [0, o), consideremos

f(t) = f(t) - uo(t).
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E conveniente também introduzirmos a funcdo degrau unitario deslocada, u,(t), para a real, a saber:
0, parat<a,
Ug(t) = up(t —a) =
a(t) of ) { 1, parat>a.

Exemplo 1 Como a fungao de Heaviside u(t), para t > 0, é igual a 1, entdo sua transformada de

1
Laplace é Up(s) = > s > 0, pois:

Up(s) = Lluo(t)] = / 1.e5dt = / et dt = lim ©
0

1
Portanto, L[1] = 5> 0.

Exemplo 2 A Transformada de Laplace de f(t) = e" é F(s) = 5 i i8>0, pois:
© ) e(ufs)t A
F(s) = CLle"] = /e"t e dt = /e(”_s)tdt = lim
A—oc0 A —S
0 0
a

Observagdo 1 Temos que L[ef] = Lle!] =

Exemplo 3 A transformada de Laplace das fungoes (a) f(f) = te (b) g(t) = ", n = 0,1,2,..., sdo
1 n!
F(s) = 2e G(s) = ST De fato:

[ee]

(@) Como F(s) = /f(t) -e~s'dte f(t) = t, entdo:
0
) A 1 A
F(s) = L[t]= /t-e’“dt: lim [ te™*dt = lim — — ——
A0 A—oo seSt s2est|)
0 0
= 1im 41 0 Lo him Z2  lim L lim -
 AscosesA g2e54 T ges0 52050 T A0 5054 A0 52654 Aeo 52
— lm e 0L =0-04
Ao 52084 s2 s2
1
= 2
em que o limite lim _—A apresenta a forma indeterminada % ¢ foi calculado com a regra de
A—roc0 565 00

L’Hospital, na variavel A.
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(b) Como G(s /g “stdte g(t) = ", entdo G(s /t”- estdt = lim t” —stdt.

Vamos usar integracdo por partes para calcular a mtegral indefinida correspondente:

u=t = du=nt""1dt _m o :
—st s t}’l . —st dt — - / tn* *Stdt
do = e Stdt —s p="2 / ¢ sest + s ¢
—s
Temos assim,
i Ay i —-A" 0"
/t”-e*“dt = lim +—/t”*1e*5fdt: lim | — — + £[t” N
Ameo sest |, s Ao | sesA  ges0
0

n

_ ; —A noarn—1y _ N oarn=17 _ M prn—1
_ mn{%ﬁ]+szv ) =0+ et =2,

Hora, como L[t"] = gﬁ[t”_l], entao:

no n n—1 _ nn—-1) n—-2,
L[] = ZL[" == ——L[I"?] = : L[t"3] =
) = Doy =t ey = M) 2 ey
nn-1)n-2)(n—-3)-...-2-1 _ n! 1 n!
= L[tn 1’[] _ T = - .
s s" s st
n
Pode-se comprovar que hm A = 0, usando-se L'Hospital (sucessivamente) para baixar o
graude A".
2 6 24 120
. CLI2] — 31 — 47 _ 51 —
Assim, por exemplo, temos: L[t*] = 3 L[] = oy L[t = S L[] = o

1
Observagdo 2 No primeiro exemplo usamos a definigdo para obter L[1] = 5 Podemos ainda obter

1 |
0 mesmo resultado a partir de L[e"] = . L[t"] = s:“ , como segue abaixo:
1 1
E [eo.t] - — O = -
£ = s s
oy 001
= = 5

Exemplo 4 A partir da férmula de Euler ¢! = cos(bt) + i - sen(bt), da transformada L[e™] = >
(obtida no exemplo 2) e da linearidade da transformacédo (dada em (3)), podemos obter a transfor-
mada de Laplace das fungoes f(t) = cos(bt) e g(t) = sen(bt), b € R. De fato, transformando e'**,

temos:
1 s+ib S ) b

s—ih L2 2+ gyl

Da relagdo de Euler, L[e”] = L[cos(bt) +i-sen(bt)] = L[cos(bt)] + iL[-sen(bt)]. Portanto, compa-
rando as duas expressoes para L[e’’!], temos:

ﬁ[eibt] —

s b

Lcos(bt)] = a1 © L[sen(bt)] = 212
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Exemplo 5 Use a linearidade da transformacédo, conforme em (3), e os resultados acima para deter-
minar L[f(t)] em cada item abaixo:

(@) f(t) =2—3t+2t% (b)g(t) =3e ! +5e%; (c) h(t) = 3sen(2t) — cos(v/2t).
Solucio:

(a) F(s) = £[2 — 3t +262] = 2£[1] — 3L[] + 2L[12] = % _3 .4 2 -%+4

2§ g3
3 5 8 —1

b _ —t 2t _ —t 267 _ _ :

(b) G(s) = L[3e™! +5¢*| = 3L[e"!] + 5L[e*] s+1+s—2 SRR Y

_ 6 s _12—45—1—652—53

8244 242 (s24+4)(s2+2)

(c) H(s) = 3L[sen(2t)] — L]cos(v/2t)]

Definimos a transformada de Laplace como sendo um operador integral que “transforma” uma
funcdo f(t) para uma funcdo F(s). Consideremos agora o problema de achar a funcéo f(t) quando é
dada a transformada F(s). Ou seja, buscamos a transformada inversa.

Definicao 3 Dada uma fungéo F(s), se houver uma fungédo f(t) que seja continua em [0, +o0) e sa-
tisfaca L[f(t)] = F(s), dizemos que f(t) é a transformada de Laplace inversa de F(s) e empregamos a
notacdo f(t) = L7[F(s)].

A técnica que usamos para determinar a transformada inversa é baseada na expansao da transfor-
mada em soma de fra¢des paraciais que, combinado com a linearidade da transformada, podemos
comparar com as transformadas elementares exibidas na tabela de transformadas. Como ilustra o
exemplo abaixo.

Exemplo 6 Em cada item abaixo, determine a transformada de Laplace inversa.

@F() = 5t :

Solucao:

(a) Primeiramente, vemos que o denominador ¢é fatordvel, s> —s —2 = (s —2)(s + 1), donde a
expansdo em soma de fra¢des parciais é:
s—1 s—1 A B

2—s—-2 (s—2)(s+1) :s—2+s+1'

Resolvendo o sistema, obtemos A = % eB = % Portanto,

. os=1 1 4 1/3 2/31 1., 1 2.4 1] _ 42
flt)=£ [52—5—2]_£ [s—2+s—|—1 _3£ s—2 +3£ s+1] 3
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(b) Primeiramente, vamos decomporto o denominador em fatores: s* —1 = (s> —1)(s> +1) =
(s —1)(s+1)(s> + 1). Deste modo, a decomposigio sera:

s2 _ s2 A n B n Cs+D
st—1 (s—=1)(s+1)(s2+1) s—1 s+1 2+1°
. 1 1 1
Resolvendo o sistema, obtemos A = T B = T C=0eD= 5 Portanto,
2

P I B VS VR V.
i) = £ [54—1]_£ [s—l s+1 s2+1

S DNER IS U S SN S R B P
= 3F [s—l] i~ [s+1}+2£ [s2+1}

el —e~! +2sen(t)
1 :

Exemplo 7 Em cada item abaixo, determine a transformada de Laplace inversa.

252 —3s+4 8 —1 —s3 4+ 652 —4s+12
(@) F(s) = %; (b) G(s) = ngﬁz’ (c) H(s) = S(Sz++ Z)(Sz _T_—iz_)
Solu¢do:
(@) f(t) = £ [%} _

8 —1
b)g(t) =L inﬁ} =..

o [—sP 4+ 652 —4s+12
(€ ht) = 1[ CETCESY ]:

A existéncia da Transformada de Laplace e funcdes admissiveis

A convergéncia da integral em (5) pode ser garantida para uma classe bastante ampla de funcdes,
chamadas fungdes admissiveis. Estas abrangem praticamente todas as fungdes encontradas nas aplica-
¢des usuais da fisica matematica e da engenharia. Para assegurarmos a existéncia de certas integrais
no intervalo semi-infinito [0, c0) imporemos a f () restrigdes complementares.

Uma fungéo f(t), para 0 < t < oo, é dita admissivel quando valem as condigdes:

(a) f(#) é uma fungdo continua por partes no intervalo [0, %), isto é, f é descontinua em um ntiimero
finito de pontos;

(b) Existem duas constantes positivas M e « tais que, para todo t € [0, 0), vale a desigualdade

[f(t)] < Me™, para0 < t < co.

o Neste caso dizemos também que f é de ordem (tipo) exponencial a sobre [0, 0), 0 que é
equivalente a tlim e “f(t) =0.
— 00

o As seguintes fungdes sdo exemplos de fungdes dessa ordem: "¢ cos(bt) e "¢ sen(bt).
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Salvo mengao explicita em contrdrio, as fung¢des consideradas em nosso estudo sdo todas admis-
siveis. Consideremos f(t) - e *, em que z = s + iv com s > 0. Assim,

ezt f(t) — e—(s+iv)t f(t) — st p—ivt f(t)
= e [cos(—vt) +isen(—vt)] - f(t)
= e % f(t)-cos(vt) —ie St f(t) - sen(vt).

Agora,
e . f(t)ydt = [ e f(t)-cos(vt)dt —i [ e - f(t) - sen(vt) dt.

Como f é admissivel, ou seja, existem constantes positivas M e « tais que |f(t)| < Me", temos:

[ee]

/e*“ - f(t) - cos(vt)dt| < /\efst - f(t) - cos(vt)| dt = / e - |f(£)] - cos(vt)| dt
0 0

0

< /e_St-M~e“tdt = M/e_(s_“)tdt = %, s> Q.
0 0
. T M
Analogamente, como |i| = 1, tem-se z/e - f(t) -sen(vt) dt| < T ST
0

Assim, L[f(t)] = / e *' - f(t) dt existe, para toda funcdo f de ordem exponencial.
0

A hipétese de admissibilidade permite o primeiro resultado importante sobre transformadas de
Laplace, o qual, acabamos de demonstra-lo:

Teorema 1 [Existéncia] Seja f(t) uma fun¢do admissivel, de ordem exponencial « no intervalo [0, c0).
Entdo sua transformada de Laplace, F(s) = L[f(t)], existe para toda regido do plano complexo tal
que Re(z) =s > 0.

Observagdo 3 A reciproca deste teorema nado é verdadeira. Ou seja, uma dada funcdo pode possuir
transformada de Laplace e ndo ser de ordem exponencial, que é o caso da fung¢do f(t) = —, cuja

Vit
transformada de Laplace é F(s) = v .
2V

Propriedades da Transformacao de Laplace

A transformada de Laplace tem propriedades muito tteis, que auxiliam bastante a sua determinagao
e uso. Essas propriedades serdo exibidas em formas de teoremas.

Vamos denotar por £ o conjunto de todas as fun¢des continuas por partes e de ordem exponencial.
Note que £ munido das operagdes usuais de soma de fung¢des e de multiplicagdo de escalar real por
fungdo, é um espaco vetorial. Por F vamos representar o conjunto de todas as fungdes reais definidas
em intervalos da forma (a9, o) ou [ag, o). Em F adotamos a soma de duas fungdes (f, ¢ € F) como
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sendo a fung¢do cujo dominio é a interse¢cdo dos dominios de f e g. Assim, £ é um operador linear,
como no teorema abaixo.

Teorema 2 [Linearidade de L] Sejam f e g pertencentesa £ ek € R. Entdo, L[k - f + ¢] = k- L[f] +
L[g]-

Quando dizemos que o operador L é linear, dizemos que L[f + g| e L[f] + L[g] sdo iguais para
aqueles valores de s onde ambas as funcdes sdo iguais.

A transformada de Laplace goza da seguinte propriedade de unicidade, conhecida pelo nome de
Teorema de Lerch.

Teorema 3 [de Lerch] Sejam f e g pertencentes a £. Suponha que existe sp € R tal que L[f] = L[g],
Vs > sp, entdo f(t) = g(t), Vt > 0, exceto possivelmente nos pontos de descontinuidade.

Observe que o teorema acima diz que £ é injetora.

Teorema 4 [Comportamento assintético] Se f € &, entdo 1i_>m L[f] =0.
S— 0

Prova: Como existem constante M e « tais que
M
L < —,Vs >a,
i) < =

o resultado segue imediatamente. O
Teorema 5 [Deslocamento de F(s)] Se f € £, entdo L[e™ - f(t)] = F(s —a).

Prova:
—+00

—+o0
Ll fl = [ e f et = [ f()-e ar = Fs—a).
4

Teorema 6 [Deslocamento de f(t)] Se f € £, entdo para qualquer ntimero real positivo 4, a transfor-
mada de Laplace da funcédo deslocada de f, f,(t) = f(t —a) - u,(t) = f(t —a) - up(t — a), é dada por

e "F(s), ou seja,
o L[fa(t)] = e “LIf(t)] = e F(s).

Prova: Basta aplicar a defini¢do para f(t — a) e aplicar a mudanga de varidvel z = t —a na
integral. Feito isso, o integrando serd f(z) - e~* - e~ 9. Agora é s6 concluir. O

1
Teorema 7 [Escala (homotetia) em F(s)] Se f € &, entdo L[f(a-t)] = EP <Z)
Prova: Basta aplicar a defini¢do para f(at) e aplicar a mudanca de varidvel z = at na integral,

1
donde dt = Edz. Feito isso, o integrando serd f(z) - e~**/%. Agora é s6 concluir. 4
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Resolvendo Problemas de Valor Inicial

Veremos como a transformada de Laplace pode ser usada para resolver os problemas de valor incial
com equagdes doferenciais lineares. No entanto, além da linearidade, precisaremos de uma férmula
para a transformada da derivada. Esta férmula é muito importante e exprime a transformada da
derivada f’ em termos de L[f].

Teorema 8 Se f € &, entdo L[f'(t)] =s- L[f(t)] — f(0).

Prova: Por definigdo, temos L[f(t)] / f'(t) -e* dt. Para a primitiva associada, integramos

por partes, pondo u = e~ % e dv = f'(t) dt, donde:

/f’(t) cestdt = £(t) -e*5f+s/e*5f - f(t)dt

Assim,

s [Trwestar= aim 24 i) - f0).

0 0 A too e—5A

LIf(H] = lim f(t) e

A—r+o0c0
f(A)
e*SA

Como lim

= 0, pelo fato em que f € &, temos o desejado. 0
A—>+00

Observagio 4 Usando a féormula da trasnformada de f’, podemos obter a transformada de f”, como
segue:

LI (O] = LI (D) =s-LIF (O] = £1(0) =+ (s- LIF(H)] = £(0)) = f'(0) = s> LIf(1)] =5 £(0) — f(0).

De posse da L[f" (t)] vamos obter L[f"(t)]:
LIF"B] = LIf(B)]=s-LIF(B)] = f'(0) =s- (- LIF(H)] = £(0) = £(0)) = f"(0)
— S LA~ 2 £(0) s+ £(0)) — £(0).
Seguindo indutivamente, generalizamos:

LI (B)] = 8" LIF(B)] =" £(0) =" f/(0) —... = f"~1(0).

Roteiro para resolucao de um PVI

O processo de resolugédo consiste de trés etapas principais:

1. Aplique a transformada de Laplace nos dois menbros da equagéo;

2. Use as propriedades da transformada e as condic¢des iniciais para obter uma equacédo para a
transformada de Laplace da solucdo e depois resolve essa equacdo para a transformada;

3. Determine a transformada de Laplace inversa da solugdo pesquisando-a numa tabela ou usando
um método apropriado (como a expansdo em fracdes parciais) em combinacdo com a tabela.
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Calculo 111
Exemplo 8 Resolva a problema de valor incial dado:
@y -2y =eey(0) =0
(b)y" -2y +5y = -8, y(0) =2ey'(0) = 12;
@y —y=0,y(0) =2,5(0) =1,5"(0) =0ey"(0) =0.
Solugdo: Indicaremos por Y(s) = L[y(t)] ou, simplesmente, Y = L[y].
(a) A transformada de Laplace da equagéo é
Lly —2y] = L[e'] = sY(s) —y(0) —2¥(s) = —— = (s—2)¥(s) = —— = Y(s) = ———
s—1 s—1 (s=2)(s—1)
1 1 1

Como a expansdo em soma de fragdes parciais é dada por =

temos:

(b) A transformada de Laplace da equagao é

-8
Lly" —2y +5y] = L]-8e™'] = LIy"] — 2Ly 1+ 5L = —-

Pelas féormulas das tranformada das derivadas, temos:

)
Q\
I
v5)
>.<
@
~—
|
=
(e}
~—
Il

sY(s) =2 e L[y"] =5*Y(s) —sy(0) —y'(0) = s2Y(s) — 25 — 12.

Com estes valores, temos:

— 2
PY(3) =25~ 12 - 2(sY(s) ~2) +5Y() = 57 = ¥(9) = g a T

252 4 10s
(2 —25+5)(s+1)

(c) A transformada de Laplace da equacgéo é

Assim, basta obter y(t) = £7!

=... =3¢ cos(2t) + 4e' sen(2t) —e".

'Y (s) — s°y(0) — 2%/ (0) — sy” (0) —y""(0) — Y(s) = 0.

2
o s .
Com as condigdes iniciais dadas e resolvendo para Y(s), temos que Y(s) = — T Assim, a
S f—

solugao é dada por y(t) = L71[Y(s)]. J4 fizemos a expansdo em soma de fragdes parciais desta
fungdo, que é:

£ 1/4 1/4 12
sf—1 s—1 s+1 241

Portanto,
et —e !+ 2sen(t)

() = 2ot~ Loty Lann = '

4 4 2
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Questoes
"\ Q1 Use a defini¢do da transformada de Laplace para mostrar que L[cos(bt)] = 52_1_;}72 e que
b
\ Q 2 Use a linearidade e a transformada £[e"] = % para determinar a transformada das fungdes
bt —bt bt _ ,—bt
f(t) = cosh(bt) = % e g(t) = senh(bt) = %
A Q 3 Encontre a transformada de Laplace inversa de cada fun¢ao dada.
3 25—3 __ 3 .
@ F(s) = 57 B F(s) = 3 (k) F(s) = (PG
_ 4 o 2s+1 6s% +10s + 6
(b)P(S)_ (5_1)3/ (g)P(S)_SZ_25+2’ (1)F<S):W/
2 8% —4s + 12 s+4
(0) F(s) = 21354’ (h) F(s) = T SBids (m) F(s) = 21
3s 1—-2s 25 +3s +2
d) F(s) = 54— i = F(s) = F—n——;
@ Fs) = i () F(s) = 5 g rs O F(s) = Zo s
s+1 . 6s —9 16s
@FS) = 2y vs OFE) = 255510 OFS) = @ s

\ Q 4 Resolva cada problema de valor incial dado.
@y’ +4y +3y=0,y(0)=3ey'(0) =1; B y'—y=sen(t),y(0) =1ey'(0) =1,

b)y"—y=1y(0)=0ey (0)=1 @y -y =ty0)=0ey(0)=0;
@y +y=ty(0)=-1ey'(0) =3; (h)y" =3y +2y =¢*,y(0) =0ey'(0) = 1;
Ay +9y =0,y(0) =0ey'(0) =2; Q) y" -2y —3y =6¢',y(0) =1ey (0) =3;

ey’ +2y —8y=0,y0)=1ey(0)=8; Gy +y=etey(0) =5

® Vocé pode checar suas transformadas pelo www.wolframalpha.com. Para obter a transfor-
mada, digite “laplace transform” e clique no “igual”. Em seguida, digite a fungéo, a qual seré4 trans-
formada, no campo “function to transform”. Para a inversa, digite “inverse laplace transform” e clique
no “igual”. O restante é andlogo.

Respostas

® Q2 F(s):ﬁe(}(s):ﬁ.

_ 3sen(2t) _9e3t 4 e 2

© Q3 @f()="5"7,0)f(t) =2, (0 f(t) = @ f(H) = ——5——/ (@) f(t) = e"cos(2t), () f(t) =
%, () f(t) = 3etsen(t) + 2¢ cos(t), (h) f(t) = 3+ 5cos(2t) — 2sen(2t), (i) f(t) = 5e~* sen(t) — 2~ cos(t),

Z(Ct _ 674)‘)
5
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(]) f(t) = 667,‘COS(31‘) _5eft Sen(37), (k) f(t) . 3t2 *3t\/_

f(t) =3¢t —2e7F +2,(0) f(t) = 4te' — 3¢~ + 3¢t

, () f(t) = 32 +4t +2 -2, (m) f(t) = 4— 3¢, (n)

Q4 (@) y(t) =5 —2e7%, (b) y(t) = ¢' —1,(c) y(t) = t+2sen(t) — cos(t), (d) y(t) = 2582(3t),(e)y(t) =202 ¥,
t_ ,—t _ 2 3t —t t
Oy = 22500 gy — o1t Ly =, @) = T Gy = (45

Texto composto em IXTEX 2¢, Cattai, 26 de maio de 2013
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