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Introducao

Ja estabelecemos método de resolugdo para a EDO M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 quando separével,
exata, liner ou de Bernoulli. Veremos agora um tipo de quagdes diferenciais que podemos reescrevé-
la como separavel ou como linear, por meio de uma substitui¢do ou transformacdo adequada.

Definicao 1 Se o lado direito da equagdo diferencial ¥’ = f(x,y) puder ser expresso como uma

y

fungdo da razdo = somente, entdo dizemos que a equacao é homogénea.
x

Exemplo1 (a) A equagdo (x —y)dx + xdy = 0 é homogénea, pois podemos reescrevé-la sob a forma

dy _y—x
dx  «x

ST
X

(b) A equagdo (x — 2y + 1)dx + (x — y)dy = 0 ndo é homogeénea, pois reescrevendo a equagdo como

y 1
gz_x—2y+1_1_2;+}
dx  y-x Y _4

X

y

o 1
vemos que o lado direito ndo depende apenas somente de = por causa do termo —.
x

x
O Teorema a seguir exibe um teste para homogeneidade da equagdo.

Teorema 1 Ao substituir x por tx e y por fy no membro direito da equagdo diferencial y' = f(x,y),
entdo a EDO é homogénea se, e somente se,

fltx,tx) = f(x,y).

Exemplo 2 No exemplo anterior, vimos que a EDO (x — y)dx + xdy = 0 é homogénea. Vamos
dy y—x

comprovar, também, com este teste. Como a equagdo é equivalente a ir - x temos que
flx,y) = %x Assim, segue que
ty —tx  ty —x) —x
flixty) = T = 25 = 2 = ()

tx tx X



Atividades Semanais Calculo I

O teorema acima € apenas um teste de homogeneidade. Por uma mudanga de varidvel adequada
podemos estabelecer um método de resolucao da EDO. E o que faremos agora.

1. Certifique que a EDO é homogénea;

2. Substitua Y por v, obtendo a EDO d_y = F(v);

x dx
3. Com a mudanga de varidvel acima v = %, donde y = xv e, pela derivada do produto tem-se
dy dv
ﬁ =0+ x%,

4. Obtenha a nova EDO separavel v + x;l—z = F(v);

5. A solugdo pode ser obtida a partir de

/ﬁd@ = /%dx.

6. Por fim, expresse a solugdo em termos das varidveis originais x e y.

Exemplo 3 Como a EDO (xy + y* + x?)dx — x*dy = 0 é equivalente a

dx x2 x
vemos que o lado direito depende somente de %, logo homogénea. Com a substituicdo
_Y e W, W
=y S + Yix

ficamos com

d
v+ 2 o+ + 1
dx

Esta EDO é separavel, donde

[t [ e st st ).

Retornando as varidveis originais x e y, temos y = x tan (In |x| + C).
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Questoes

A Q1 Para cada EDO abaixo, verifique a homogeneidade. Resolva as que sdao homogéneas.

(@) (x? —y)dx — dy = 0; (h) (x +y)dy + (y — x)dx = 0;
(b) y2dy + (x*> — 6x)dx = 0; (i) xdy — (3x + 2y)dx = 0;

(c) ydx + x(x + y)dy = 0; G) (x® +y?)dx + (x* — xy)dy = 0;
(d) 2xdy — (x + y)dx = 0; &) (xy + y?)dx — x*dy = O;

(e) 2xydy — (x% + y?)dx = 0; M) (y? — xy)dx + x*dy = 0;

) 2(x +y)dy — ydx =0; (m) xyy' = (y* + x/y2 + x2)dx;
(g) xydx + (y> — x*)dy = 0; (n) 3xydy + (y* — x*)dx = 0.

Dica: use x = yv em (f)

\, Q 2 Encontre a solugédo particular que satisfaz a condigao inicial dada.
(a) xdy — (2xexp(—y/x) +y)dx =0,y(1) = 0; () (xsec(y/x))dx — xdy = 0,y(1) = 0;
(b) x(x +y)dy — y?dx, y(1) = 1; (d) (y — /X% — yz) dx —xdy =0,y(1) =0.

Respostas

Q 1 (a) nido é homogeénea, (b) ndo é homogénea, (c) ndo é homogénea, (d) x = C(x — 2 (e) x2 — Cx = 2, ) x =
g g g Y y

2 . . +y)?
K2 —2y, (g) Inly| = C— 2"? () x> —2xy —12 = C, () y = Cx2 — 3x, (j) % —In (xcixy)‘ Ky = )

2
X
V= e M 1 = Il ) (7 -4 =

_—*
In|x|+C’

@ Q2 (@exp(y/x) =In(x?)+1,(b)y =exp(—y/x+1),(c) y = xarcsin(In|x|), (d) y = xsin(— In|x]|).

Texto composto em IXTEX 2¢, Cattai, 5 de maio de 2013
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